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gebra — over an (ordinary) associative, commutative and unitary ring R,
or over a commutative fieild K — is a weak-ring & with R {or K as
operator set, the product function «x, «$R, x4, satisfying the laws
I, 11, and III; particularly, these algebras can satisfy I, Iils and
— if the multiplication Js associative — they are weak-fields, let us
name them diwvision weak-algebras. It holds, [1], the following : Theorem I,
The weak-fields wnich are also weak-algebras of order n - 2, over 1z
commutative field K, are commuiative and there exist only two non-iso-
morphic such weak-fields, namely those given by the multiplicative laws
(6°}), (6°). In the present Note, it is proved: Theorem I/. The division
weak algebras of order », defined by (G,), with (7}, represent only two
non-isomorphic weak-fields, given by 1), (6,). We construct division
weak-algebras of order » — 3; they are given by {(12), with the suf-
ficient {and necessary, if K is algebraically closed) conditions (14)—(19),
(14"), (157), {167}, (21)—(25"}. Thus we found the following types of non-
isomorphic diviston weak-al ebras of order 3: {63, (6,), {28), (30) (with
A== 1); for different ;¢ K, (30 defines an infinity of non-isomorphic
weak-fields.All the above types can be deduced from (29, for which
(25,)—(25,) hold.
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sous certaines conditions restrictives pour les fonctions fon.. .. Edig3
plus précisément nous avons ¢rudié Pexistence et Parbitrariété de Pin-
tégrale d’un tel systéme, du point de vue local.

Nous allons nous occuper maintenant du méme problem: du point
de vue global.

§ L Position du probléme. Pour simplifier la notation, nous allons
nous placer sans le cas » = 3; nous désignerons par

x un vecteur de composantes X, X, X,

#;(1=1,2,3) rrois vecteurs a &, composantes respectivement,

U=t t, j=1,2,3 7= j trois vecteurs a k;jcomposantes respectivement,

Uy un vecteur & k,, composantes.

Nous supposons satisfaices les hypothéses suivantes:

A, O est un domaine simplement connexe de R, qui peur étre ap-
proximé par un ensemble F fermé e simplement connexe, réunion de paral-
lélépipides aux arétes paralldles aux axes Oxy, Oxy, Oxy, tous ces paral-
lélépipédes ayant un point intérieur commun.

B. a) Les  fonctions-vecteur Joo (x50 uey wy o wpy) de 34 K=
=34k bk, hy kb By b by 4- Ryyy variables somt de clisse GV sur
des domaines (2 RK respectivement.

b) Les fonctions-vectenrs Somy (x5 w0y w5 upy wyy,) de 34 K=
= 34 R+ ki Ry + Ry variables sont de classe C sur des domaines
£2 X RKf respectivement.

¢) Les fonctions-vecteur Soam (85 100y 5 1015) de 3-4- K= 3 + koy + kyyy
vartables, fiyq, (x; 11y, t1)55) de 3 4- Kig =3 & k-t kiagy fusas (385 115 t123)
de 3+ Kiy=3+ kyy -+ kiyg variables sont de classe CU sur les domaines
22X R¥n, 27 RRKw, 03 RKw respectivement.

C. Les fonciions f,,, Supts fuas satisfont sur 3 RX aquy mégulités

‘f(l')z' [» —f(z'f),' L] .f(;‘i;.,g ‘i M:

|Df(‘)r' H Df(s’f)i,’ Df(ijk)a’ <M,

D ¢étant un symbole de dérivation du premier ordre, par rapport
4 une variable quelconque, Sur Iz méme domaine ()% RK, les fonuctions
S Seinis Fiisme S@tisfont aux conditions :

(2)

O Ofirs of.. . af,. ..
f.n]r L E -_f-,J:_.: f;. 1 E -f(u.lr f n ..f(,,.), f- e g
ax.l. T 6”_5 kE ) auik Y 611123 [RERRT,
ng Wy v Y i
= Y -f(v:.v s fuk}s F f”g:-,.:
dx. #  Ou, (4) Ou du .,
(3) ) f 1 1t
'?f(ukh i gf(u';'})if | 6f:fm;. f
! (k) S
ax,. Gu‘. g r?ul 5
_awi W my f 4 i f
x, u,, {ik)s Au,,, (30

i, J, # — indices différents.
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 pé a réunion est I} o . o
pzpedflz:\ da:gi [x)(i i, k& indices différents) trois fonctions-vecteur de
AT s S . 0 Yz F 1.
classe C 'définies sur des domaines o, tels que (x9, x,,x)EF ")
. E g

=, (x,) (i, ], k toujours différents) trois fonctions de classe C
©) 1 = I [ (x, x0, %) 5 Fy
définies sur des intervalles o, tels que (X7, X;, %) 2175
d) iy E€SE HNE constante arbitrarre. .
& . . » A ; :
Nous allons démontrer maintenant l: théoreme suivant .
] fons [0 f £y fron, Sont des fonctions-vecteur qui
St les fonctions [ Funi Tunis Jaasy

] 77 ‘ors le systéme
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[ . . .
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éix.1

= 1A% = U4 () définie
admet une intégrale umique ;= w(x}), ;= 4,{%), tha tyq (X) déf
sur F, qui satisfait aux conditions:

A e N e
: wfal, x,, X,) = g X0 %), u”(x‘;.‘, & X)) = TEAR
?

5)
( w305 205 X)) = i

¢ satisfont a la condition D.

s - . .{] 1
w les fonctions 4, , et le point (2], x5, x5)

) Pour simplifier la notation, nous allons noter par {x; xj, "."'). IC_ point dontlii
i-tme coordonnée est x, la j-eme est xj, et la k-ime est x;; alnSI: par exemp.
(x5, x5 x,) est le point qu’on désigne habituellement par {2, % rs) De méme f(xl-,’x,-é..xk)
est la valeur de f au point dont la /-é¢me coordonnée est x, le j-&éme cst xp le k-éme

est Ape
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< \ .. . . . . ) ; ‘lément fixe. En effet, on constate:
§ 2, Etude d’un systéme d’équations intégrales attaché au systéme (4) (5). L’operateur 4 admet un ¢leme ’

Considérons l'espace 8 des familles de sept fonctions-vecteur a) qu’il trausforme Pespace S en lur méme, parce que le systeme de

= = : e =N ; vecteurs continus, qui satisfont aux
= (x), 1, 1, (XY My = 1pplX) VEeCteurs i, i, ty St formé de » 9

e . . . relations [3); et

de classe (7 définies sur (2, qui satis[assent a: (5)3

. . by quil est contfraciant, parce que, S

w () | ;== lx,, X0

s(n.,y g, i) 3 (1,5 1,5 My

r

i) | ”,,(-“) P N ,_,--I.J(.x'; A
|

1Y) syl a2y T Py ; sont deux vecteurs de § et

nous allons désigner, d'une maniére géaérique une des fonctions-vecteur 27,5 Uy, lygy)s ERPPITIRNTIvN

précédentes par z,(a = 1,2,..., 7).

Dans cet espace: introduisons [a métrique .
P L a metriqu - lears transformés, alors on a
I Sl A VI P l
; ] ;-
{7) a(z,, 2)) = sup mgfl Z, — 3 g [’ .
i=12 ..,1 e F 5 B ’ A o 5 ol
i, =, { Loy (53105 4,5 i) = fin (x5 0,5 1,5 U ) idx, <

e ¥

oll ; cst une constante qui satisfait 4

Q
X
(8) F>TM,. ;
Doué de cette métrique, espace S des systémes de vecteurs z est ¥ : LT x—ae LY —axe
complet. { Ml(}_', -z, e P e -0 dx =
Considérons dans l'espace S l'opérateur X2 sl
_ 1
(9) z= Az,
ot A est détint par: /7M; " r D | i
. i)(z, = ) e
x‘- T
U= op(x,, x) + § f v a s u s ) dx, At
x
U = I BT Lkl M, ( 2"
N F . PN . . . o 0. —1. € 5 ol 2 5t .
u,, Jr,}t.‘ck) 4 jfw)’ (g a5 a5 4,3 7,3 R dx, i ; =
x

K D’unc maniére analogue, on obtient des autres égalités (10):
T Sf(,,),- (x; Wy Uy My 5 ) dx} .

-]
(10} -‘,‘ i E X, — X¢ 4 [wl ,
\ — —_ t '
X3 e My, e < . -'_;(2', Z),
. L. i . .
"1?3 - TIEH U 5 f(|23)§ ‘-.xb u‘g_i) 11123) X, m AL _\: dxl "_

3

—1 A ¥ 2;’141

pu— 3 . " ’?f
x Wyt ¢ < ofss 2)-

¥a . X L]
r f(ms)z (x5 835 Hyp) «, =50 dx, S -fuza)n (x5 w5 Uy5) dXg,

- 0
g L]

En tenant compte de (8), la conclusion est évidente. I1 résulte

r " 3 . » 0 - r
(%5 %y, %)€D alors que le systéme d’équations intégrales

M, = Uy 3y s % — indices differents, 1="J.
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- N af,. .. af . o af
": ?,{ljj 'l'k) - ‘. _f(‘;)’- (-'l.': ”r; Hr53 H]‘_;'J d":i’ P = f{”}l - Y f(rﬂl Ry f(r; 1! " | foon If .
° & 0 ad T Foimi Lo
i = g TFE aw, TR b SN g,
! J i 1 123
y ( {' (l'i) L p _afu'_ms ‘]fu'a).f afil..'!hf
= 5. (X, 1 4 - . . 5 . , - ] SFETE - 7, . 252
" P s T .F.f(.-,),- (X3 R d.\-, 5 ()i c':)xj dit () o, (il
]
- X = — (u(x,, Yy ¥ H(xy Xpe X)) A , xRk
) Y I x,— X
\ + Sﬂf“m (%5 1,5 0,5 1,5 ) dX { 2 e
Alors, de (11), en wiilisant le théoréme de Ja moyenne du caleul dif-
jui du calcul intégral, il résulte:

xg
" = . . :
3= Tt Sof(m)l (X5 tye5 Miggd|a, = x®,
* ]
kS

1

Y3
| o . . 3
' ‘ 'f('-'-?'r':- (%3 M5 M) a0 -y dx, - \WASE (X5 My Mgl d,
¥ = - . .

¥y
:

admet une solution unique, dans la classe des systémes de sept fonctions-
vecteur continues qui satisfont a (5).

férentiel, ainsi que ce

Aty = (f (':3)2)*.\‘,‘ E

3

(14)

ou par (F ('\‘b X2y 3(3))'

A X Y (f :
J{23)3 L V305 . (43}
-I-’( ) ity (auﬁ ftrn_l) aum) f

valeur de F, au point

nous avons désgne la
(¢ < 1). En tenant com

SRR

»

{133 } dx,»

pte du fait que les

(x, ¥, + 8 (¥ X,)s X5

15 écrire:

§ 3. Relations entre le systéme d% té gy
‘ f _ [ quations inrégrales (1
systen;? d’équations aux dérivées partielles (4). LRI
ous allons démontrer que la solution d ¢ isfai
‘ u syste
st ystéme (11) satisfait au
Remarquons d’abord que de (11) on déduit:

dérivées de [, sont hornézs, Nous pouvor

A

gl L M LM St} Mt | 8)ax,,

X
3

convenablemeat choisies.

O,
F) = fun (%5 #r3 Ues5 tiza)s : .
Xy M| et S étant des consiantes
Guyq En procédant de la méme maniére sur _fit ., DOUS obtenons.
dx = frae (X5 M3ty U133 #123)
P & . Ta [l U
(.. = M, + M fif g Sy dx,,
(12) Oty 123 s j I 3
) I e fonn (x5 a5 U5 Uazs W) :
3 : :
5 S’ étant ‘galement une constante.
iy : L . .
| il T Coa . . En utilisant une généralisation du lemme de Gronwall (voir i), on
Gaya (5 @y Mgy a3 #123) : !
dx, : 237 obtient:
'3..'”.‘1?1‘ = f, . . fetag s 1, &m,
PV f2aya (x5 #p23 #123) -
3 a
m étant une nouvelle constante.

Ceci posé, (14) s'éerit sous la forme:

Pour abréger I'écriture, notons:

Anafe — Morteuiticd
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X3
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o = tc-/(l’! 3) o (’[";.' 1 r’_f('-_Em f -7/‘(23 .
(ﬂ‘.‘c,_, ox, du, (2)2 cu, / e 1

(Gf('z:;):« / ]._

K
ou,, y

| f(.'-'U‘_’ of .zm) df, tzi‘_'f%' i

) Bu._,g

an,,

__0./(2.1 ::f o F F H?f_t?-’!)s)'_ 6f(2£'
Tt AP Oy |

= (f(-’-")'-’). A7 '"f('_’:n'z X2

193

. OCaxn n: conséqueace de Phypothése, 1l résulte quo st Fon pread
s > 0, arbitraire, on peut trouver «, tel que si x,—x, < «, Oi ait
2 k]

i

(|5j Jgr o fj;] <.

~—

Cn tire alors de (14)

(tyy = Seonyy T M gy = figyy A Mty — fliyy + N s+ O,

o
Iy

DNy, 00 .
De la méme maniére, on déduir:

o So :M IH]ZS_"{([Z?}‘) "l:‘ N, } ti.l'x 12 Q, 3

X
£l

W — sy

comme plus haut:
0<_.!V' ’15, () Q.'tri.

En utilisant la méme généralisation du lemme de Gronwall, dont
nous avons parlé plus haut, nous obtenons

F163 | litys = f(’.’.'i)2 {24+ 1)a &2,
il 0L ALAM.
1oty s — f{[‘_}_’{,g < (244 1) o giMtd

i¢] SYATEMES 2101 GENERALISENT LS Syl sS b s

Comme n est arbitraire, il resulte que fu,, ¢l l,,, admettent des
limites quand x, tend vers x,, que ces limites sont dir,fdx,, et fiu /Ay,

et que
0—”:’3— I R IIV PV Ty
(7.\'2 g2t tne B TR (REE
(17)
Qf’m =f (X3 0,5 W)
(3_\‘.) gz v T TR

En procédant d’unc manié¢re analoguc, on x!émuunc que la solution
du systeme d'équations intégrates (11) sausfait a

dur,
Vo f o (8 it W M3 Hal
ax, Jin 3 M = R KRl
18}
N,
123 e y
0,\']‘ o f:l'.n (3 My s MHioyd -

De ceite manicre nous avons démoatré gue fa solution du systcme
(11) satisfait aussi a (1) et, bien enlendu, 2 ’5), pour tout point de D,

Comms, d’autre part, chaque solutiol de r4) et () est une solu-
tioa de (113, 31 résulte que Pintégrale du systéme dunne qui généralise
le systeme de Pfaff, est uniguc.
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STUDIUL GLOBAL AL UNOR SimUEME B FCUATIN CU GERIVATE
PARTIALE CARE GENERALIZEAZA Sis FEMELE PFARF

Rezumat

Se studiaci sistemul (3), in care a) u, = M, M sint vectorl,
b) membrii secunzi sint de clasd ¢! pe domeniul produs cartezian
dintre un domeniu ¢ ( RY i spatiul intreg al variabiletor u;. g, Uizl
) este un domeniu care poate fi aproximat cu o recuniune F de para-
elipipede inchise cu muchiile piralelecu axcle, avind un punct interior
comun. Se demonstreazi c¢i sistemul [3) admite 0 integrald unicd care
satisface (5) pe orice F. Pentru demonstratie se considera sistemul de
ecuatii integrale (11); se arati ci acesta admite o solutie unicd in orice
F; se arati apoi cit solugia sistemului (1) este solugie st pentru (4), cu
conditiile (5).
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HCCELOBAHME B LEEJNOM HEKOTOPBLIX CHCTEM YPABHEHIHI
C YACTHDBIMH HPOMUIBOIHBIMH, OLOBHIAIONINE CHCTEAMDBI [1DADDA

Kpatkoe cojepKadie

BCKT olplb?, l{?)LT[CI;;a;]IlI(—e[tI\HISTII( Ill)l;lil:l (11,:101]1:1}:2]: 1\’“!)ac:éff Hilj e it
0] : ‘ y C' B "Hekotopoll odaacin-
ACKAPTOBOE HPON3BeACHHC Moy odractiio & (R 1 ned mpocipancino
NCPEMEUITLX 1y, Upj Mgyt £ CCTL HCEoTOpash cbiacih Morvimas  ouTh
a|__||)m<cu\mpouauuoii ¢ coelTHeHneN  F O 3aMKUYTLX lIa[)aJIC.'IE‘[lHIIG'lOB~ ¢
PESpani mapamienHbIMIL C OCAMI, TIICOiLNe OOWYIC BHYTPSHION 'rlom’c)
okaspiBactest wro cticrema (4) uaeer e/IHCTBEHHBI HHTErpa YAOBICT
popsicedii (5) na neakom F. o

Jlna pokasaTenncTBa NPHHINACTCA BO BHIMANINC CHCTCVA HHTErpaib-
aiix ypasneriit (11): MOKassIBACTCA 1T OHa HMCET €EHHCTBCHHGE peme;lmo
BO BCAKOM /3, MOKa3LIBAETCs NOTOM M0 peiiedue cicremul (i lf) ALaseTCA
peensen u ats (4), ¢ yerosusan (9), o

ASUPRA UTILIZARII SOLUTIILOR «-APROXIMATIVE LA
DEMONSTRAREA EXISTENTE!I SOLUTIILOR UNOR PROBLEME
LA LIMITA PENTRU SISTEME DIFERENTIALE ORDINARE

1

C. AVRAMESCU

. (oo . .
Crnunicure prezentald in sestined stiingifica a Unizersitain LAl I Cuza
din 26—27 octombrie 1963

1. Metoda solutiilor s-aproximative care, dupa cum se stie, se folo-
seste pentru demonstrarea existentei solutiel problemei lui Cguchy,
poate fi utilizata si in cazul unor probleme la limitd. In acest ultim caz
insi, spre deosebire de cazul problemei lui Cauchy, solutiile &-aproxi-
mative nu vor mai trece toaie prin acelagi punct, ci fiecare in parte va

trece printr-un alt puact, convenabil ales. )
Pentru a fi mai explicifi in ceea ce priveste ideza metodel pe care

o propunem, sd ne referim, de pildd, la cazul concret al urmdtoarei
problems= la limiri:
(1) X' -f(l‘,x,)’), .\":g(‘f:x:y;a
(2) Flxia),va@=0, Glx(b),yb) =0,
und: [ si ¢ sint funciii continue pe mulfimea
D{ts|a,b], v <K, |yl<K},

jar funcgitle Flu,z), G(u,v) sint continue pe multimea

Dilul gL, |vj&Ll'}; L<LK, LXK
Fie  un numir pocitiv varecsre yi fie de asemenca (x4, ¥p) wn punct
arbitrar din D, . Sa construim, in modu! cunoscut (vezi de exemplu [1])
solujia s-aproximativa care pleacd din punctul (a,xy,y,) unde am notat
xo = x(a), y, — v(a}. S& presupunem ci aceasti solufie e-aproximativd

este definitd pe intreg intervalul [4,8]. { 'cest lucru se intimpld daca
lungimea intervalului |a, b] este suficient de micd, sau dacd numerele K



