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1. Metoda solutiilor s-aproximative care, dupa

UNOR PROBLEME
ALE ORDINAREL

arii AL L Cuza®

cum se stie, se folo-

seste pentru demonstrarea existentei solupiei problemei jui  Cauchy,
poate fi utilizatd §i in cazul unor probleme la limitd. In acest ultim caz
insd, spre deosebire de cazul problemei lui Cauchy, soluiiile g-aproxi-
mative nu vor mai trece toate prin acelasi punct, ci fiecare in parte va

trece printr-un alt puoct, convenabil ales.
Pentru a fi mai expliciti in ceea ce priveste 1

deza metodei pe care

o propunem, s3 ne referim, de pildi, la cazul concret al urmatoarei

problem= la Nmiti:

4

i1 v - flnx ), vi=glt,x, ¥),

2) Fixta), v =0, Glx(B),») =0,

uad: [ si ¢ sint functii continue pe mulfimea

Ditle <L, |° L'y, LK,

lungimea intervalului {a, &] este suficient de mici,

D{EEi(l,b], x| <K, UIQK},

iar functiile F(u,v), G(u,0) sint continue pe multimea

L'

Fie : un numar pozitiv varecsre §i fie de asemenca (xy,¥o) un punct
arbitrar din D,. Sa construim, in modu! cunoscut (vezi de exemplu {1])
solufia s-aproximativa care pleaca din punctul (a,xg, ¥} unde am notat
xo=x(a), v, = y(a). Si presupunem ci aceastd solutie s-aproximativd
este definita pe intreg intervalul [,8]. ('cest lucru se intimplad dacd

sau dacid numerele K
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si K' sint destul de mari.) Vatoarea solugiei s-aproximative fn punctul
b va fi, tinind scama de ipotezele facute, o furcfie continud de xo, ¥,
ceea ce se poate exprima astiel:

] X (b)) =g (%0 00)
U o) = (o, vl

unde  §i w sint continue p2 [);.

54 presupunem acum ci avem un Jir de soupl s-aproximaiive
care converge uniform la o solutie a sistermuldut {i}; daca fiecare solutie
s-aproXimativd din yir ar satisface conditiei {2), atucci, in baza conti-
nultvi;u.func;iilor F si G, acelasi lucru s-ar intimpla 1 cu solupa obii-
nutd prin trecere la Lmitd. Problema se reduce agadar la a gast conditii
suficiente ca fiecare solujie :-aproximativd s& satisfacd condifier (2],
Cu alte cuvinte, tinind seama de cole de mai sus, ¢ suficient sd gasim
condifil pentru ca sistemul

3) Flu,o) =0, G, ) = Gy, (uyal, oyl 0l == 0,

unde F §i G, sint fonctii continue in /)y, sd aibd solutil In aczasti
multime, oricare ar fi ¢.

2, vVom enun{a acum un rezulrat, datorit lui C. Aliranda [1],care
ne E)fera o condific suficientd pentru ca un sistem de forma (3) sd ad-
mitd solutii. Acest rezultat e cuprins in urmitoarea

_ Lemi. Fie functiile Flu. o1, (), continue pe mulpyimea {},
satisfdcind conditiilor ;

) ] F(—L,9)20, F{Lyw) 20,
V G, — L) > 0, Glu,L')y<0.
In aceste conditii sistemul
Flu,v) =10, G lu,v) — 0,
are cel putin o soluiie in D).

Aceastd lemi, care _constituie o gencralizare a teoremei Jui Cauchy,
nu este gltceva decit o furmi echivalenta a cunoscutei teorcme de punct
fix a lui Brouwer,

Deparece vom folosi ac astd lemd in cursul Notet de fayd, {ecem
observatia cd coancluzia lemei rimine valabild docd in loc de relagin (4]
are loc una din urmitoarele relatii: i

4 { F(— L) <0, F(L#)>0,
Glu,— L)< 0, G, L") -0

(4" [ F{—L,v}7=0, F(L, v} <0,
| G, — L) <03 G, L)y > 0;

(4") { Fi—L,0) <0, F(l,z) 20,
G, —L"Yyz 0y Glu, L'y 0.
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fn adevir nu avem decit si aplicim lema enuatatd, respectiv func-
tillor — F, —G; F,— U3 — F, G, pentru a verifica justetea observatiei

facute.
3. Vom aplica meroda propusi pentra urmitoarea problemd la limitd:

"= f{,xx0,
(1) wx(a) 4o x (@) =4, px(h)! jrxt(e) = B
unde functia flr,x, ¥} este presupusi continud pe D, iar A, B, « a5l

sint constante reale. -
Pentru simphficarea scrisului vom face urmitoarele notatil:

h—b—a, M=sup if(r,x¥)

_ {i,x, D
P o= /rfwllh ;-L'_ 4oufit A B=pd 4,
O /:.w{h_:)"" A iz ] B[,

R = uff' — R o h.
Are loc urmitoarca

Teoremi. Sd presupunent od are loc religia :

(1) If-<min]K-,£<;l.

| KM |
si cd exista dowd mumere L si L', satisfacind condifiilor:
(I 0 ~L  K—_hK, OgLL K —hM,

astfel incit sa aibd loc nna din wrmdtoarele doud relapii:

(111) W FLEE min e L0 H), (R L > max {P,0},

(111°) W L cmind - v E e HY, R L~ max{P Q1

wide amr notdl,

FeAd4al, He—A4A "t al, sgn R.

Arunci problem (5), (3) are cel pupin o solupie. _ i
Demonstragie. In locul ecuatiei (5) vom considera sistemul echi-

valent,

(5") =y, v =fxy).

Fie L i L' numerele de care este vorba in enuntul teoremei. Fie ¢

pozitiv arbitrar ; functia {1, x,y) fiilnd uniform continud pe D, dat fiind

¢, putem determina un ,, astfel incit,

(7 f(’)x!.v) f(f',x‘,_\”} By

oricare ar fi punctzle (1, x, vi, e, y)eD satisficind condititlor



t—1 ey X=X <y Yy <.

Fie acum un numir natural » suficient de mare incit sd aiba loc

relatia;

/ . |
(8) o== * ~ min (,;, i—., R
7 M K

Impirtim segmentu! [a, d] in # pirt egale prin punctele:

fema bk h =0, nytg=a, b, =05,
§i construim solujille s aproximative sub forma cunoscuoii,

Frs) fr(e) = xx v M (01}, KT as
!—)J(I)=vvk_l_ff.(r '_ Ik)) k:O’l;'-‘a” 1

fk f([.'; y Xy Vi) s

unde

iar (x,,v,) este un punct arbitrar din D). Uin (9) urmeazd .

[ x{1) '%‘!‘J’n(f—'—f@), Iy £ 1 €n

y(0) =y + folt—19),
ol
(10) ] () mwe b d Ry it — ), B,
j=u
.k I - -
Yy =y43Y i+ A0 = 1,2, .., —1.
1=

Tinind seama ¢4,
. . XL, w<l,
din (10) rezultj,
xit) oL WK, vty LM,
de unde, datoritd ipotecsei I, rezultd in definitiv,
(11) ()|« K, |v()| <K', t&[a 8],
ceea ce ne arati cd solutiile s-aproximative (9) sint definite pe intreg

intervalul [a, 6].
Din relatiile (10) putem objine cu ugurinia,

k=1
Xe=Xxo+ ko), e N k0 fin; A=12,..,n,

it

ceea ce ne permite si scriem valoarea solutiei s-aproximative in punctul
b sub forma
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im |
o |

_ 2 =i .
{ vih X+ hygt = N(ne=d fio.
f',z i=1

13
hon ‘I
V"bl-' My = ! }_. ff-

LA
$3 aratdm ci putem alege (vy, yy) din D, astfel ca solutia e-aproxi-
mativd (0, sd satisfacd condigiei (6).
Pentru functiile (9) conditia (6] se scrie:
T u‘ Rt f’ = N
h.z n-1 .;l n—1

() 1 gyt (,’ f hﬂ'))'n f";"',; bE (Jl—l)f, A E‘.Jff B =0.
.

S il Hi
fn locul sistemului (67) vom considera sistemul echivalent,

Xy -8 o Mo A=0,
. ]I a- b

B 2a 1 4
(6 ) ]{yn B (,,,‘h }-; (}.! c I)f. [ e L '5_; f;' ! ‘h' .'I "t l‘; = 0 ¥
nt foe] H -0

Pentru a arata ci sistemul (67) are solugii vom aplica jema enungatd ma
sus functgiilor

F(.\'(,,_’}'n) = ¥yt 13 Yo~ A 3

(13 o] . il
(1) G (v, ¥o) = Ry + r:.f:lz Y (1—10) fien b - Y4 gd -l

=1

Tn acest scop rdmine si verificim ci aceste functii, evident continue pe
D, , satisfac una din conditiile (4), (4') (47, (4"). Pentru aceasta si scriem
pe larg conditiile (ITY) g1 (111°). o _ .

S5 observim mai intii cd din aceste conditil rezulti R =0, cicialt-
fel ar trebui si avem simultan P < 0, O <0, ceea ce nu se poate, Din
conditiile (I11) rezultd

(14) v L' < mia (—E,—H), RL < min (=P~ 0),
sau
(147 . L' < min (E H}, RL' >max (P,0),

(dupd cum R < 0 sau R>0. fn mod aseminidtor din (111"} recultd, dupi

cum R < 0 sau R > (O, respectiv, urmitoarele doud relatii:
(14™) o L' < min (£, H), RL < min (~— P,— Q.

sau
14™) o L < min {—F,— H}, RL >max{P 0}
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in concluzie, daci ipotezete (IIT) sau (111"} sint satisfacute, atunci are
loc unul din cele patru grupuri de rclafit de mai sus:
Se observam in continuare cd au loc imegalitagile

fr2m 1 . Mh? ol ,
L N =-0fial < ;- N M,
L 2 Moo
de unde urmeazi
b Il 8 ]‘!2 " " g ‘ h "_-l T -~
! @il — S_ (n-— I)f,-—-l-rz»' - fi 5 A—u B 0.
ne o i

$a presupunem ci are loc relaia (14); deovarece, dupd cum se verificd
imediat, au loc relatitle,

F(—Ly)>~ul— o L'—A, F(lLiy) £l - o L'—4,
Gxy,— L) RL' =P, G(x,, ') RL" -0,
dupi (14} rezuha
F{—=L,x) >0,
Glx,, — L)y™>0,

adicd tocmai conditiile (4).

F(L,y) <0,
Gixy, L7) <0,

In mod cu totul asemdniror se aratd c¢d din relatiile (147), (147, (14")
rezultd, respectiv relagiile, (47), (47), (4"

In coacluzie, datoriti condiyiifor (I1T) sau (I1I') putem alege punctul
(%4, o) din D, astfel incit solatia e-aproximativd sd satisfacd conditiel
la limitd {6); cum » era arbitrar, acest lucru este posibil pentru orice
solutie ¢-aproximativi.

Pentru a termina demonstratia mai rimine sd ardtdm cd putem con-
strui un sir de solutii s-aproximaiive care sd conveargd la o solugie a
sistemului (5), fiecare solutie din sir satistdcind conditiei (6). Or acest
lucru se aratad intr-un mod cu totul asemindtor ca in cazul problemei
lut Cauchy. , fiind un §ir de numere pozitive monoton descrescitor la
zero, s'rul de solutii s-aproximative corespunzitor, astfel construit in-
cit si satisfacd (G), se verifici a fi uniform marginit §i egal continuu
Atunci el va contine un subsir uniform convergent, a cdrui limitd este
tocmal o solupie a sistemului (5).

4. Si facem acum citeva observagii ssupra condigtilor lalimitd con-
siderate. Problema {5) (6} afost consideratd pentru primadatide C. Cor-
duneanu in [2|. De o atenfie deosebiti s-au bucurar, pentru ccuatia
(51, condiyii de forma:

I.ﬁnl.'l x[a)—An: x(b)____]g’

care sint un caz particular al conditiilor (6). Problemei (3) (6") i-au fost

consacrate numeroase studii, obtinindu-se rezultate interesznte, ca de
exempha in [3].

B iy sl

s
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Toate aceste lucrdri contin doud ipoteze restrictive: 1) K== 4 o0,

K =+ = 2) functia f se presupune cd ‘;atisface pe D si altor andlgll

in afara continuitatii (de exemplu derivabila in raport cu x § y In [‘_].

monotond in raport cu x gi lipsch tziana in raport <u y In 3] etc.). Te-

orema noastrd, cu toate cd ipotezele se exprima prin relagir complicate,
are in schimb avantajul ¢ nu confine aceste restriciil.

i cazul condigiilor la limita (6") ipotezele T, TIT sz reduc da:

L= A
Im” / [/ M B-d4 M B-A4
. = M1ax E
| 2 o2 I
int i inite in ¢ a r cind {unctia
Lrotezele 1, 11, III:’, jl:}t"md pl}mt{; in (..El!:U] p.‘rm.ula 2 v f
csre continud st mirginiti pe Dy {r&fa bl x = =Y . "

5 In incheiere sia facem o uitimd observatic Metoda propusa per-
mite reducerea unei probleme la limitd la o Prob]ema de tip Cauchy.
Fre intr-adevar (x0 (f), yr (1)) sirul de solupi s-aproximative conver-
gent la solujia ecuagier (5), construit astfel incit ficcare termen al siru-
lui sa satisfacd (6). Dacit notam:

(15) T = Hm xr(a), lim A" a,
L ror s

atunci solutia problemei lui Cauchy,

(16) X" = flr,x,x), x(a) < vg> X'(a) = T,

este in acelasi timp o solutie pentru problema (3), {6}
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OTHOCHTEJLHO HCIOIBIOBAHIA e HIEHBAVARENTDHO  PLISERH B'
LOKA3ATE ALCTBE CYVUECTBOBAHIIS PEINEHHIT HEKOTOPBEX KI’AEB.M.\ )
FAIAU 050 CHOTEM OLBEKITOBEHIELIX JIHOREPEUILHATLIIDIN MPABHEHIH

K])HTKUC CO ek aHHe

- NPHOTKEHHEIC DCICHHS, NCNONB3OBARNLIC, RARK DIBCCTHO [ JIOKA-
satenscTBe cvinecTsonadusg sagann Kount (eM. nanprasep (1]}, wmemno
FaKIKe HCHOBL30BATD UL JIOKA3ATCABCTEO CYUCCTROBAKIN PCBICINIT HOKU-
TOpBIX Kpacsuix 3aja4. [1pi 3oy penoansonanme e=IPUOIEACIULIY perelini
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CHOMIT JIOKABATENILCTBO CYILECTROBAHNS PeIleNns Kpacsoit 38a11 K A0k4-
JATEALCTBY  CYLLECTBOBAHHS  (PKCHPOBAHKLIT  TOUKH L1sL HEUPCpLIBHOTY
OMEepPATopa ONpPENe1eHHONO B IBKALINBOM TPOCTpAlICTBE.

Paceyorpiy nanpnmep sataun (1), (2) rae f, g u F, G HEROTOPLIE
nenpepsisibie GyHkwin B D u coorserersenio & Dy Boren caynac koraa
HOCACAGRATE THHOCTL #-NPHGTHAKEHILIX Pellletitil yAOBACTBOPACT YCA0BHAM
(2) B NOCIeAOBATEABIOCTE CXOANTCL PABHOMEPIO K HEROTOPONY PElICIHtio
cuererbl (1), 3To penlcnie 8yacr Takme YI0BJICTBOPRATL YCAOBHIO (2}.
Takiual 00paz0M LOCTATOUHD 1Al 15 A0CTATOUNHIE YCJIOBHS 4181 TOrO 4T00k
chicreda (3) nmeaa Gm penledile, OPH BCsIKOV g B uacrnen coyvae sanadn
(5) (G) DaxomHICs TCM Ke NMETOAOM  CJACAVIONUH pe3yaprar: B ron
caydac Korita aeer Mecro cootuomenite (1) 11 xoraa cymecrpylov iga
auena Lo L7 yaosiersopsalouwne (I1), Tak uro  HMeeT wecvo  odta ra
npyx coornomennit (1), sanaua (5) (0) nayeer, no kpaiineil yvepe, 0aHo
pereise.

SUR LUTILISATION DES SOLUTIONS ~APPROXIMATIVES DANS
LA DEMONSTRATION DE L’EXISTENCE DES SOLUTIONS DE CERTAINS
PROBLEMES AUX LIMITES POUR LES SYSTEMES
DIFFERENTIELS ORDINAIRES

Résumé

Les solutions :-approximatives, employées, comme on sait, pour la
démonstration de IPexistence des solutions du probiéme de Cauchy
(voir par exemple (1]} peuvent &tre utilisées aussi pour démontrer
Pexistence des solutions de certains problémes aux limites. L’emploi des
shlutions e-approximatives dans ce but, raméne la démonstration de
Pexistence des solutions du probléme aux limites 3 la démonstration de
Pexistence d’un point fixe pour un opérateur défini dans Pespace
euclidien R». Considérons par exemple le probléme (1) (2), ol f, g et
F, G sont Jes fonciions continues sur D et, respectivement sur [. Si
une suite de solutions s-approximatives, satisfaisant a4 la condition (2)
converge uniformimeat vers une solution du systéme (1), cette solution
satisfera aussi 4 (2). I suffit donc de trouver des conditions suffisanies
pour Iexistence des solutions du systém: (3), quel quesoite. Dans le cas
particulier du probléme (5) (6) on démonire de cette maniére I: résultat
suivant: Supposons que les hypothéses survantes sont remplies: a) la
relation (I) a lieu; b) il existe deux nombres Let L' satisfaisant (II); ¢)
Pune des relations (II) est satisfaite. Alors, il existe au moins une
solution du probleme {5) (6). :

SUK UNE EQUATION INTEGRALE NON-LINEAIRE
I"AR

VIOREL BARBU
soit Péquation intégrale non-linéaire

T
(E) x(ry=hir)+ | k(t—s)f(s,x(s)) ds.
]

Cette équation a été¢ étudiée par J. A. Nohel [ qui a établi des
résultats concernant existence des solutions continues sur le demi-axe
t> 0. Léquation (E) a été aussi étudiée par V. M. Popov [{] et
C. Corduneanu [1] qui ont donné des résulrats fiés ala théorie du
réglage automatigue. _

Supposons que les fonctions réelles /4 (1), k(t) et f (z, x) satisfont
aux conditions suivantes:

a) f(r, x) est continue par rapport a v et mesurable par rapporta
r dans Pensemble ¢ >0, x| 20;

b) (£l 1) <L x +c(), e(D)EL[0,20);
o) h(r)EL2[0, o), k(0)E L1 [0,20) MV L2[0, )
d) Si f':(z'm) = ick(t) exp | —iwmt) dt, il existe < ¢ L) tel
i
que Re{ 7a(r'm} 2hgh(Fe)) <0,

Théoréme 1. Les conditions a),b),c),d) érant satisfaites, il existe
au moins une solution x (r) de Pégquarion (E), telte que

(1) x ()8 L2[0,0).
Démonstration. Nous allons appliquer l¢ principe de point fixe de

Schauder-Tychonoff dans I’espace L2(R,, R) des fonctions réelles;, a

carré sommable sur tout ensemble compact du demi-axe 70, avec la
topologie définie par la famille des semi-normes:



