ECUATIILE MOUTARD CU TREI VARIABILE
DL

E. GOLDHAGEN

Introducere. Ecuatiile de ordinul al doilea cu o functic necunoscutd
de doud variabile independente

(1} ey y,z,pg,r,51)=0,
admitind o integrald generald de forma
{2) IR A £ N (71 TV P PR Lo (T3 VIR 11 MR ' § MR 2 FF) ) N

>

unde 31y sint funcpi arbitrare de clasd C*'2, respectiv C42,,.' " ..,
w's "y .. derivatele lor, 1ar « 3i # doud functii de x si y independente
intre ele, au fost studiate pentru prima datdi de Moutard |4]. Aceste
ecuafii, care intervin in diverse probleme de geometrie i fizicd, sint
remarcabile prin aceea ca putem rezolva pentru ele probiemele la limird
cu ajutorul solutiei generale (2). Aceastd proprietate, studiatd pentru
unele cazuri particulare in [3] si [5], este demoastratiin [2]. Legdtura
aceasta dintre problema clasicd a gésirii integralei generale si rezolvarea
problemelor Ia limitd, existi la toate eccuapile, care admit o integrala
generald expliciti. De asemenea, pentru ecuatiile integrabile explicit,
putem lirgi clasa solutiilor folosind teoria lui Sobolev a solutiilor gene-
ralizate. In aceastd Notid, considerim ecuatiile de ordinul al doilea cu o
functie 2 de trei variabile independente x, v,¢ g1 ardtdm, ci, in cazul
tg-cneral definit in § 1, ecuatiile integrabile explicit sint reductibile la
orma

32 . P
(3) (“-:Fx,rt:“ 0
Ax O BIAT) 3(?x3 ar )

Pentru studiul ecuatiilor {3} putem folosi metoda lui Cossecrat[i],
§ 1. Punerea problemei. Si cxaminim clasele de ecuayii

! = Flx vt z,—,

o 82 z dz 0z dJdz 92z @z Pz o 022)
dx Gr x ay’ or’ oxt ’ oy’ 92’ Gx dy’ dvorl’
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care admit solutii de forma

(5) g o= L ¥y by g o ) i (3, )] [‘ FF=0,1,0
[+m=0,1,.. A

unde ¢y — p este o funciie arbitrard de i ; de clasd C"'2, yyy =
este o functie arbitrari de § §i « de clasa Ck+2, g, 4,6 funciil deter-

minate de variabilele independente, iar
_ a“j(i » . ol m Y
aptoyl” 1" 95tdam

o Vom mai presupune cd F si f sint funciii de clasa C¥ respectiv
CY, in raport cu toate argumentele lor §i cd f depinde efectiv de cel
putin una dintre derivatele de ordinul %4 ale lui ¢ $i una dintre deriva-
tele de ordinul £ ale lui .

_ Vom examina in aceast: Notd cazul generic cind 1rei dintre func-
tiile a,i,:,d sint independente intre ele. Dacid 8,y,6 satisfac aceastd
c(.;lonc.ilue i sint considerate drept noi variabile independente, solugia {5)

evine

{ﬁ) = f[x; ni, ‘Ffj(x).y)’ ’."{m“) “” {

b

Pis

14+ 7=0,1,..., 7
4 m=0,1,...,k
unde « este o functie determinati de x,y,!, pe care o presupunem de

clasi C? intr-un domeniu D din spajiul variabilelor independente. Din
(6}, obtiaem

az_f”

) =
x So Y 1 l'_ f ' 1 @
Ox er, LA ¥ . hndl Tx?

>

_:.f), + fqli, fl.hl‘ 1 ‘{ '[ll' ) "”d',m- luy’

In

E ’f’ —I f‘#h" ('J'”[| L,m j' ’I”f_m- 1 ut) t

f + f f/) 1 f 3 -
ax af Xt rrgl_r_ i +1,7 “plm ] [T R R

foo ", -
l;‘?) * 'P',m w1 fat {_ fwhu y {'l Pl ol : '-"I,m 2 "!} b
(f {-f ma " . -
A wffwi'm Pis L fwl',m,whu Pyl ”-") ("' LT L ferr | “‘r L]
i +f,
=t e gLy W T
6‘\’ or ve r\g’.l, ol ey Tl 10y
N n . 5 | T
fw.'m Cron “_\'1 .* fwlm u_\‘ ('ll faolmnl U [T ”t)
| (f | Tin . " ! | !
¥ fwl'}wu'ur P wn'wflwn'm fh “)‘} (" It ] Ll rr%r :
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unde am folosit conventia indicilor muti i notatia
of aF a2 f
fx v dx? f(’ll - aq” 3w 3f\l“,m‘~l’.!,m, a':";.,,

6.,-“",‘
S3 considerdm acum derivatele lui ¢ si pde ordinul 4, respectiv k

Prns Fwor1r e Tons Tan> Vet Tk
§i si presupunemcd ¢, . , $1 4, ,_, sint primele derivate din aceste giruri
iar g Sl ultimele derivate din girurile de mai sus, care Intervin
php T TLE .
efectiv in (6). Avem deci

() f,-,;,_, =0 (r 1 P)a fw,-,k__f =0 (s f f)
s
[Q) f‘r,h—r =5 0’ f"p,h—-p";- 0’ f“'s,k s#‘:o’ f'l’.',k--i' #0 :

Daci inlocuim (7) in (4) si derivdm _identitatea obfinutd, pe rind,
in raport €U ¢ 4 s %0, thmr 1> Pra—ri2 $U 4, ina s vedem ci F nu de-
2 + 2 o 2 ) i
¢ = = , e §i ¢ “ deci ecuatia (4] este de forma
gxt dxdy dy* ae?
0%z dz 90z dz 823)
dx 8t ax’ v’ o’ dyot)
S inlocuim acum (7) in {10} si sd nptim cu (10") noua identitatcv.
Dacid derivim (10') in raport cu ., 4y 3 folosim (8), si(9);, vedem cd

_OF _— 0% z
(11 ity = Bz“,,”y ( yt ayor .
§ 2. Consecinfele condijies (11). Sa presupunem intii ¢i wy= 0. Atunci
din {11) rezultd
(12)

pinde de

{10} F(x, Y13 %

aF
il
¥
Oz,
Dacd ¢, = 0, avem « = alf) st r,r(r,.u(t}) = (). §olu;ia {6) depi_ndc
fn acest caz de o singurd funcgie arbitrard de ‘doua argumente §1 nu
poate reprezenta integrala generali pentru o ecuafie de forma (10). Deci,
in acest caz avem

{13) dFdzy = 0.
Dacd derivim (10°) in raport cu ¢, , ., $1 finem seama de (8),,
{9, si (13), vedem cd ecuatia (10} devine

02 8z O
(14) = Flx, 3,1, 2, zs 2 ’
dx M

=0.

dx dr
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adicd este de forma (3), deoarece variabila v intervine ca un parametru.
$i consideram acum «, 0. In acest caz, din {8) rezulta
aF

(15) Ty = Alx, v, 1) H
r).-z._',r :

deci putem scrie ecuagia (10} sub forma

oy .

. az Az L dz dz dz
([16) = ff(x,)’,f)ﬁ e G o, v 2=, y -

dx éir dy dr ‘ Ax By dr
~Folosind faptul ci primele cinci derivate din (7) se exprimi liniar
in f:e'carew d{mre mar:m:]e Vyrd Ppap $U 40y, vedem ci ecuafa (10)
trebute s3 fie de forma

= Az ds dz dz dz dz oz dz
[17) = A(x, v, 1 - B LC + D LG T T
dx ot Avade dx it dydr ix ar dy
unde B,C, D, E,G, L sint functii de x, w1, 2.
. _S:{ inlocuim in continuare {7} in (17) si si derivim identitatea oh-
tutd - raport cu g . Dacd ginem seama de (15), (8), §i (4,
vedem ci
(18) f S sk AU Fm g W

i : . ; A f
ko V¥ gt - Y b,

()2’ dz *
t B +0CT G
( dx r ay {_ ,) f"‘;,k_;’

unde prin )’:'.igtelegcm expresia care se obtine dupd folosirea formu-
lelor (7). Derivind (18) in raport cu e ooy 31 folosind (15), vedem ci

(19) C4 Bd -0.

Si \fnlocqim din nou (7) in (17} si s notdm identitatea obtinuti
H = 0. 51 mai notim

(20I LA “r’(,k y? [ll2:rfr_'_|..-r Py, :’I rhi—p i -T—P-L l).

U= W5 T = Wiy s e = ey v s

Dacd folosim (8), (9), 15) si (19), identitdgile

a2 - P2H

A ) si = {)
ol 59 1,h—s aq.i 10,k a’-’ i h— ar’ o

h—pi |
ne conduc la urmitoarele relafii

'I?‘I ] fw-:w e Bf’li:fv- 2 r‘dl.,.\l»'l Iffp“ f“’l'
Integrind sistemul (21), obtinem

(22), Jo = x, v, 0,

i1 ¥ . U ahi Xy, z)
"",t'“fm’!(l”fn'e b]

{22}, fo, = 7 % M b s s W0 T

) eb(x,\'.r,z) ,

i ind i iferite
ici am notat cu g, Pe ¢ § derivatele sale pini la ordinul h, dife
aic .

i i ind i cu ex-
de i g §1Cu oy, PE g § derivatele sale pind la ordinul %,
" i i . . - i .
cep{i; lui l.,-, iar b este o solutie particulard a ecuatiel
¥

b

(23} . = B{x, v, 1, 2).

famultind relatiile (22) cu e—* si integrind rezuitd
clx, w1, 3) -';l (.\"; ¥, ! Py Him? WPraY ") + r_sl (,\‘L’y, iy i W o 'i'\) =

e (.\'.', \J’ {’ Vi if rn".'m b ’l"l Y u) o 0'3 {x’ 'y’ !’ I 177 rj‘.'m’ i 1? "”I a 2
i1 G H

de unde

(24| ¢ (x, y; f, Z) — ﬂ'l ‘x, _)’, f, '].r'j’ ‘f'fm"f 12 Ui .

) fiind o solutie particulard a ecuati€l

) ' B (X,y, £ i ii? UNTTE ’i"l] 3

clX Yy Lz
de — E_H“""'l‘z) .
Oz

Dacid consideram transformarea

(25 z=c(x, 013),

obtinem din nou o ecuatie (17), iar solutia {0} devine
{26} z f] (JC, Wiy P VERY ,,) - fg(x:u_y: { @i 'l']) 5
Din (21) 3i 19), vedemn cd B — C =0, deci ecualia transformati este de
forma ) )

a?tz &z 1)624-5' Z—%—G z-l—L,
(27) dx It = A% I)ay at { dx dy ar

-

) i il t, 2. e
L. G. L sint functii de x, ¥, 4 ) . -
wnde Il))e,ci,ec,ua;iile (4) care admit o m{egrala .gergemla de f;n('rlnf) 521);’{27)
reductibile cu ajutorul unor transformdri de zrar:af)r:!ecéa éo{;‘::i“e (2.7) ]
£ct g u oL s ar&t3m acu ,
§ 3. Ecuipiile cvasilimare. Si ardian <] -
1 it si ibi gsiliniare. Pentru ace
i : le la ecuatii (3; cvasi _
cabile explicit, sint reductibi ] ; : .
gé inlucuirgl (7 in (27} §i s1 notam identitatea pe care o obtinem

i N ca
(27°). Derivind (27} in raport cU ¢, > vedem

(28) f“ot I"fqr:'vrn. Wit v Wrmy ) = qun'

Derivind {28), pe rird, in raport cu derivatele de ordinul & 1 ale lu
w obtinem

{29) fo; =0 (j=1,2,...,7}.
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Derivind (28), pe rind, in raport cu i, o (i =10

departe
12011 frp;w;,_].o = fores 01 = oo f‘*’l"’:,k—r-.; =0,
.3()_|
. f'P[“’l"I,;._] = f““]""f.k-{? = .. .= f“’l‘l’f—],),_r = 0 .
41
ab
f"’i"ﬂ'r 1 h—s :(9"’ ﬂp;,f\plg
abD

fw"“"‘*’v"""” 1 I f‘Pl“’s—I.f.- 5 M O fq:: fw_a 3

{31] e

' an
f(p'w"‘k_"" a f“l“'l- 1k —y—o e fw: fwv__; s

aD
f“’lu’l,k—l—l = oz frqfw,.-
y bl’:l]iminind in continuare din (31) derivatele de ordinul doi ale luj
obfinem
(32) 2L

O (f\,,r—'“,f,;,‘_ l-i—r:?j%_:-—... E{=1)r 1”:- L f V=0,

W
Sd derivim acum {27 in raport cu ¢ .
vedem ci

(33) flrp“ _1_ -frp"q”m ('l”.'l (7 -! ili"'.',m-l 1 "J) - IJ‘-fq“ ’
Derivind (33), pe rind
% ale lui  obtinem un gir
al N
(34) az (ffvz.—”'f‘av-: ,— ”:f.rp.v_ ——...-!‘{ l)t ]u:l_[fw]f=0.

» 1+ Folosind (8), si (0),,

» In raport cu derivatele de ordinul % -+ 1 gi
de relagii analoge cu {(31), de unde rezultj

Din (31) si (34) rezalti mai departe dAdr
expunerii vom considera in 6) h =k =
strapia este perfect analogd. Derivind (27’

Yew = ¥ S, = gy, obtinem

T = AL G,

=0. Pentru simplitatea
- Pentru cazul general demon-
L pe rind, in raport cu Y

= 'ny

Al £ 1
flllr ”.\: J.\"l’q 4 -fv,-;-‘lru ’Il L f"u‘“’r i T ”‘ =
=_=. . l Ll E r
{35) ‘A [.fw;ﬂ.-;‘;' f‘-\pu fv.jwq a5 ‘f'ﬁi;\"{f"' ot ”‘] i Gf“'a’

f\l'u“-\f {‘ (f;wq i-f":';“'aq Hi.;)“: =
- A[qu“n‘* (-f\"yu t fq,;,-\un'/;',j L!]”r] ¢ Gfu,q o .

s Iy. o, k) rezuiti mai

R . A =
7 1 ATHIED MDUTARD O TRED VARIABILLE L]

ac H est caz,
Sa consideram inidi in (32) paranteza egali cu zero. fn ac .
pentru 2= 1, putem scric

(36) o=ty

Tnlocuind (36} in ultimele relatii (35) si folosind prima relapie (335} obtinem

(37) (1’“ = A”w .
Derivind (15] in rapott cu ¢ si folosind (37), vedem ci
{38) dAir 0.

Si presupunem acum paranteza din {32) diferitd de zero. In acest
caz, din (32) si (34) rezuha

(39) D=Dix,yt), E=E(xy1.

Daci /,, = 0, din ultimele relatii (35), obtinem
(40) fwu (etxe — Auty) =0,

adicd /y, =D s % . i redem ci
IB:EQ f 0, derivind (35);, perind,in raportcu ¢y $1 7y,
F "R 3

{41) G dz = 0, “
Derivind (35, si (33),, pe rind in raport cu g 31 v, vedem ci

quq: = fw,m=0'

Dacd inmuljim {35), cu « §i scidem din {35), oblinem

(fum _f'h) (et — Aay) — 0,

icd si i m 648t = Q. o .

adicd §i in acest caz ave . AT

Folosind (38), putem reduce ccuafla (“27) l‘a 0 af%ZTizbrﬁelm inl?jc-
Pentru aceasta considerim urmitoarea transiormare

pendente )
X 'f:x:y}s f_f =Y =1,

. . . s wt L Ay 0.
unde fix, y) =0 este o solufie particulard a ecuatier y Alx, )

v 4 - . »
In urma acestei transformiri ecuatia (27) devine

02z dz 0z

2t p o g% 4 L.

2) dyor ox Ay ar

Inlocuind (7) in (42} s¢i derivind in raport cu 4 ., vedem ca
D =0, deci ubtinem din nou o ecuatie de forma {3}
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NMPABHETHESE MM TARITA © TRPEMS NEPEMEHBLIMII

E paTKae coctepacalne

B nacronniedn 3amerke maytnacs ypasuewnst (4) kotopie AONYCKaov

oGyt Hirerpaa sicta (6). Oun o6o6inaior ypasuenst My 1 a paa [4]. He
HOAB3YsE BLIpAXKEHIst (7) MPOR3BOANBIX  NCHIBECTHON  (WHRIIBL 1B 0PONS
BOJGHLIX YYHKINAN U1K (IPORIBOANSBIX, HOKABLIBACM 4T0  VpaBHCHHS 1pl
BOMUMLE C NIOMOULLIO  NPERPAUICHIG  HePeMenniX  Bedudun s sug (3), [l

ypasuens (3) Mox>M  padee ncnoinzosars meroid . Kocecepata {1].

3ameuaen,uTo B HANICM  CAYHAC HOIMOMKIO PACHIIPHTL Kiace peraerni
Hemoansys reopuio CoGotena oGoGIHemIbX  petiennii. A TaKme, kak no-

Kazaiwo B [2], ML MOXEM PEIATE FPAHHIIBIC 3a0aW1 ¢ NOMONBIG OO o
pemenis (6).

EQUATIONS DE MOUTARD A TROIS VARIABLES

Resumé

On étudie dans cette Note les équations (4) qui admettent une
intégrale générale de forme (6). Celles- i généralisent les équations de
Moutard [4].

Nous avons employé les expressions (7} des dérivées de la fonction
inconnue dans les fonctions arbitraires et leurs dérivées afin de montrer
qu’a la suite de certaines transformations des variables les dquations sont
réductibles 4 la forme (3.

Pour les équations (3] on peut employer 1a méthode de E Cos-
serat [1].

Il est évident que dans notre cas on peut élargir la classe des so-
lutions par Pemploi da la théoric de Sobolev des solutions généralisées.

De méme, ainsi qu’il résulte de 2], on peut résoudre les problémes
aux limites a Paide de la solution générale (6).
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