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Nous
: appelo .
v, ns  mouvem >
x une transformation u'em dans I'espace 2 connexi
qut conserve la vecteur dnexzon centro-affine
€ structu z
re 2% et |
: a

connexion linéai
méaire |°.>
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Vaf See =0,
alors, en metant
I':.: i A.‘f,

on obtient (6) et par suite la connexion métrique cst centro-affine. Nous
avons donc le

Théoréeme 3. Une condition ndcessaire €l

V, soit centro-aftine est

connexion métrigue sur
calaire [ telle que le tenseur métrique 501
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- Sn
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(12) gro= VaiVe3 T IVaVad
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) _Dans le cas d’un espace euclidien ce résultar nous conduit 4 la solu-
tion eléme‘ntaire de Péquarion de Laplace. .

g C_onsxdérqm maintenant la familje des hypersurfaces = — const. De
Péquation (11) il résulre que Ies hypersurfaces de cerre famille sont géodé.
siquement paralléles eg que : est Parc sur les géodésiques normalgs. En

Supposant les hypersurfaces de Jg famille représentées localement par les

€quations
(16) = Nt e), (a,b,e,. . = L2, . n= 1),
on obtient de (12) pour Je tenseur métrique des hypersurfaces

]7 - Xt o ¥ “ 4
(17) S A WV inlad,
ou

_x: = (’)a x*,
Le vecteur unijtaire normal aux hypersurfaces de la famille egt d’apres (10)

{18} Ar= 2= g,k

ing

et par suite pour le tenseur asymprotique des hypersurfaces on obtient

(19 h,= -y, n XTI = — Vi laiad < o C

(20) Hegijpy— "1

€L par suite toutes les hypersurfaces i
: aces de Ia Mumilje «
constante, : o

admerchxprI?qup?mm, Suppos.ans que la variérs V. 4 connexion métrique
et ns amille de hypersurfaces géodésiquement paralléles formées par
Points ombilicaux, dony le vecteur normal satisfait 4 Ja condition

(21) 'R S = {)

1 courbure Inoyenne

Se‘tjr]alec;oggb;;q Hoyenne est donpée par Pexpres.ion (20), o0 I est Parc
odesiques normales. Alory de (21) i1 résulr ¢
' l0r] 8. Alors, =1} 1l résulre que le renseur
;]s%?é)totulque ¢st symétrique. Puu_, L éant Parc sur Jes géodésiques nor-
4l €t 1a courbure Mmoyenne crant constante ¢l donnée par {20), on
obuent les relations (18) et (19), o
En écrivant le tenseqr métrique de V, sous Ia forme
(22) 8= £, X2 xh + non

8]
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ou (x2,n) est le repére réciproque au repére (%, n*) il résulte de (19)

et (18) la relation (9) et par suite la connexion considérée sur V, est
| centro-affine. Nous avons done le
| Théoreme 6. Une condition nécessatre er suffisante  pour qu'une
| connexton métrigue sur V, soit centro-affine est que V, admette une Tamille
de hypersurfaces géodésiquement paralléles formées par des points ombilicaux,
tels que leur wecteur normal sarisfasse ¢ la condirion (21) et Ia cour:bure
moyenne soit constante er domnée par (20), oy i est Pare sur les géodésigues

normales. ) ‘
Dans le cas particulier ou la connexion est symetrique on obtient un

résultat de P. Shirokov [5] relatif aux espaces de Riemann qui
admettent un champ de directions absolument concourantes au sens de
A Myller,

En supposant la connexion 17 symétrique, c’est-a-dire riemannienne,
de (fi} on obtient

(23) L8 = 20 Iy = 2

: et par suite le vecteur de structure :x engendre un groupe uniparamé-
trique de homothéties. L ' .

Réciproquement, soit V, un espace & connexion riemannienne qui admet
un groupe de homothéties engendré par un champ de vecteurs +* de
sorte que la 1-forme 6 = . dx* soit fermée. Alors des équations

(24) 4= 2V 1 = 2c8 (¢ = const 2 0)
et :
(25) Vix fm = ()
on obtient
Cfupp = Va7

et par suite la connexion considérée sur ¥, est centro-affine. Il en résulie le
Théoréme 7. Une condition nécessaire er suffisante  pour qu’une
connexion rviemanmenne sur V. soir cemtro-aftine est que V, admerte un
groupe uniparamérrique de homorhéties engendré par un champ de vecreurs W
quz déternune une 1-forme 1) = 1 dX* fermée.
Considérons maintenant un espace de Riemann qui admet un grou-
Pe¢ uniparaméirique de homothéties & trajectoires géodésiques. A coré de
(24) nous avons alors
(26) Vax !J;:‘T;z = }-,ifl.

De (24) et (26) on obtient

2V nn 7 1F = 20 g 72 f = 2en? = D2
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et par suite

(27
Cela étant, nous avons de (24) et (206)

(28) va (1) = 2¢ 4,
Cest-a-dire la 1-forme 0 = v, dx* est exacie et d’aprés le théoreme 7, la
connexion est centro-affine. Donc nouvs avons le
Théoreme 8. Une condirion nécessare el
connexion riemannienne sur V., sot! centro-affine est que V,
uniparanérrigue de homothéties @ frajectoires géodésiques.
3. Soit une variété différentiable I., a connexion centro-affine doucée
d’une structure presque symplectique définie par le tenseur antisymétrique
et non-dégénéré F... Supposons que la connexion conserve la structure

presque symplectique, ¢’est-a-dire

suffisante pour qi une
cadmette un grotupe

(28) T' F:f=0.
En considérant le vecteur
(29) :, i Fmﬁ 2

que nous appelons associé au vecteur de structure £z Ja relation (1) peut

gécrire sous Ja forme équivalente
(30) F-xj-. =:Va Zp

el par suite nous avons le
nécessaire et suffisante pour qu’une

Théoréme 9. Une condition
connexion presque symplectique sur V.. soit centro-affine est qu'il existe sur Vi,

un champ de wvecteurs i, de sorte que le rensenr de structure F. soit égal
a sa dérivée covariante.

De (30) il résulte que le vecteur Z, a sa dérivée covariante antisy-
métrique. Pour trouver une interprétation géométrique de cette propriété,
considérons une géodésique arbitraire sur V,, représentée localement par les

équations
(31) Xt = x*(8)
ob s est son arc affine. Nous avons alors
d  _ dx* _ o dxtdxt
(32) ;‘1;( :“c}s ) = V=i cE d_s

On obtient le
Théoréme I
un espace 4 connexion

Une condition nécessaire et suffisante pour que dans

affine la dérivée covariante d’un UVECIEUT La

3, soit
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antsymétrique est que son  produir
Ige’odzfs'fgue, défini par Varc affine ¢
géodésigue.

;:alazre par le vecteur rangemi i toure
respondant, soit constant le long de la

En supposant i
i maintenant | 3 v L.
résulte que V., est a a connexion I, symétrique, de (28) il

. o structure i T
quadratique extérieure symplecrique, c’est-a-dire la forme

(33 gl
Lol 5 Fapdx® o, dxv
est fermée,
Dans ce cas de (3 on obtient

(3d)

(35)

Il en résulte le

L) = E_M: dx’.

T I = ! l l S.
. } centro-affitne s mét? ique Su7r L an
e‘ﬂ,' symp?eclzque, le & !L'l ﬂ) we quad at .qhe exlé?fﬁjf' o é i ;
y ¥ ' ¥ ¥ 7 tre associee aq la struciure

Dans le cas d
¢ la connexion I';. symétrique on obtient encore de (30)

o £ Fap = 20 25 = 2Fy,

. n 3 1] ll CXI:\CC sur I’ é N QX ] i
. gy COnne on s metrlque et Symplec

o . \ASd ui enge -
symplectiques, ¢’est-a-dire : gendre un groupe de homothéties

(37 F g8 :
! " Py =204 = 2 Fag (¢ = const £ U)

tel que ]-..'. l.jf. 1vee cova v eur [~ 1 a y elr e

on obtient
(38)
et d’ “Fa = 29. 0
aprés le théorén .
e Y la e ,
résulte le Y la connexion considérée est centro-affine, 1l en

Théo

. reme 2 (e ¢ oo ; .
CONREXION s ymidty <. Alne condetion nécessaire et !

e ; sief fasa -
s u”_}'gm:‘ggu? e.; .a_\-m}p;:’ecnque sur V., soir cmn_({{( z/ /:1;: pour gu :‘c/ne
d “ ¢ de homot éries sym — p est que v,
U vecleur covariani assoc ymplectiques tel que la dérivée covariante

o . T ) .
symetrzgue_ U wvecreur gui euge”d,.e e groupe T L
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i 9} il résulte encore le ‘ '
. re_lanoen l(’;) Si un espace & connexion symétrique symplectique
Théorem 3.

] > ¥ Uua atz e
(Idmet un g? oupe de homo!kéties Symj)lecti'gues al()? § la er Hie q d]‘ q
EXIErIeuY ] i ¥ I iqiie est & .
1 ] 4 Symp € q X 4 .
: 2 associee a la structur l‘fl ! l‘ act
E. 4 COIlSidélons‘ une Va['iété I’»,, a connexion Ce[ﬂ[o-afi imne IlOIma]e.
‘ efini s€u 2% (lul
d g .d’une struct p e"-q Ompl A d 1ni p ]e €Nnse !
ouce str C'U-Ie T ue ¢ eXxXc¢ el e ar 1 T F
Satisfait fi la Condl[l()n

. reszifr: Z)rwn—p;jwc.e conservée par la comnexion,
ns la structure p )

f’:st?g-sgirc

(40) v Fy =0,

Dans ce cas, en considérant le vecteur

41) r=FpE

immmé le vecteur comjugué au vecteur I% la relation (1) prend la forme

équivalente N

(42) Fi=VaZ

et par suite nous avons le

»
1] ; ] ' wune
Théoréme 14. Une condition nécessaire et suf{asar,a&e eﬁgzr Sgr g
. ] - est qu -
connexion presque complexe sur V. soit centro affine est g /

Sri0é jante. DRTE 5 dition (42)
derwef,ecsozf:ﬁitures presque complexes qui satisfont 4 la con (

iculi ; variéiés
t été introduites par Y. Mutd [3] dans lg cas Ipamc;xhesra?%s F«'l].
(I)cghI:ricnnes et retrouvées puis dans le cas gencral par L.
En vertu de (42} nous avons

e i"‘ = }'ﬂ: .I'J
43) Vaify

i nous donne le " ‘ V4 comesion
ce qu’ll‘héoréme 165, Sur une wvariété presque cumplexeﬁ A7 e
! iopR TF oest le
centro-affine, les trajectoires du champ de wvecteurs }c;loo;:op-phes_
du vecteur de structure :*, sont des courbes planes A
Des mémes relations (42) on obnient aussi

7 - fa
v TR Ye —
£ 0=

]

(44}

‘quent nous avons le . i
° pal"TC;lOI’lf)c::]gl fne (6. Sur une wvaridté presque complexe Vi @ co
c ° —

L ; ture
= u vecteur de sLruc
. S} teur ¢, conjugue aw v
centro-affine, la direction du vect . trajectoires du champ de

s e transporte par paralléhsme le long des

- 2

pecteurs L%

I

el .

et kdhlerienne Je conjugué ** du ve
 Wmiparaméirigue de mouvements ri
qur conservent la strucrure compl
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En supposant la connexion 1.*
résulte que la structure presque compl
vertu de (1) et {(42) on obtient

symétrique, des relations (40) il
exe sur V,, est complexe [6] et en

15) eFt— 0, gF' 0.
g e}
Par suite on a le

Théoreme 17, Sur une variees complexe Vi, d connexion centro-affine
le wecteur de structuve et son conjugué somt des vecrenrs analyrigues,
Dans ce cas de (1) et (42) on a aussi

(46) i=0.

au V8
e

Il en résulte, compte renu de (45), le

Théoréme 18, Sur
affine le vecreur de strucrur
a deux paramétres de tr
la wvariérd.

3. Supposons maintenant la  variéte V.. & connexion centro-affine

wmétrique douée d’un structure kahlericnne définie par les tenseurs £ el
F.y oqui satisfont aux conditions

une variété complexe V,, & connexion centro-
€ el son conjugué engendrent un groupe abélien
ansformations qui conservent lu structure complexe de

g v {5
(47} Fo by = — 30, o FOFE = g,
Considerons la structure kiithlerienne conservéc par la connexion, c’est-a-dire
(48, Vygag:-. = O, T-_- F-‘B = ” B
Dans ce cas, nous avons cncore sur 4

e Une structurc symplectique,

conservée par la connexion, définic par le tenseur

(49 Py = Flgg,.
Nous obtenons des résultats ¢tablis dans lcs paragraphes précédents pour
le vecteur de structure le

Théoreme 19. Sur une variété & connexion
trique et kdihlerienne, le vectenr de structure %
métrigue de homothéties riemanniennes et
structure complexe de la wvariéid.

Pour l¢ vecrcur

centro-affine symé-
engendre un groupe unipara-
symplectiques qui  conservent la

2% conjugué 4 I* nous avons les relations

(50) £ San = (), L F 3 == (0

S =
€t, compte tenu des paragraphes 3 et 4, on obtient le

Théoreme 20. Sur une wvariéré a connexion centro-affine s ymétrigue

cteur de structure I* engendre un groupe

emanniens, symplectiques et centro-affines,
exe de la variéré.
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tion (46) nous donnent le

Théoréeme 21. Sur wie pariétd & connexion centro-affine symetri-
que et kRhlerienne Je vecteur de structure et son conjugué engendrent Ut
groupe commutatif a deux puramétres de homothéties riemanniennes ¢t Sym=

plectiques qui conserven! Ja structure complexe de la variété.
Sojt maintenant sur unc variété kahlerienne 17,, un champ de vee-

Les théoremes 19, 20 et la rela

reurs «* et son conjugué % Nous avons alors

(BH Lgu=2Warm, $Fe=— EAYPR A
in 1

ou vy est le symbole de la dérivée covariante dans la connexion définie
Christoffel pour le rtenseur métrique gx.. D€ ces

par les symboles de
relations et des théorémes 7 ct 12 nous obtenons les résultats:

Théoréme 22. Une condition nécessaire et suffisante  pour qu une

connexion Symeétrique el kihlertenne sur V., soil centro-affine est qu’il existe
sur Vo, un champ de wvecteurs x gl engendre un groupe de homothéties

et dont le conjugné o’ engendre wn groupc de  monvernents

Fiemanmniennes

symplectiques.

Théoréeme 23. Une condition nécessaire el siffisante pour qu'une
connexion symétrigue el kihlerienne sur Vg, soit centra-affine est gu'il existe
sur Vo, un champ de wecteurs 4% qui engendre tn groupe de mouve-

o oupe de homothéties

ments riemanntens et doit le canjugné o engendre un gr

svmplectiques.
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la conditic |
N suivante :
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ho?
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La prése

sence des deux X
u N connexions ', G A app
quement la relation de compatibilicé en 150 permet dexprimer géométri-

tion covariante mi tilisa ;
va mixtc : (utihsant un algor L
la condition de (3]. On obtient ainsi différe gorithme de dériva-
compatibilité, on trouve nites caractérisations de

si la F-stru tous les
cture es ; . 1s les couples de PN
des couples (I’ G) t donnée, on détermine le grgupe deC0nnex10m (I, G)
» 1) qui conservent la relation de compatib.l,tf'ansforrnations
thte ete.

Le proble
eme, don
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ni=structure™,
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couples
5] doué

. es de structu
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(: tte . x .

:n, donné par les équations

u = Figl,
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