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n (46) nous donnent le

Les théorcmes 1%, 20 et la relatio
connexion centro-atfine symetri-

Théoréme 21. Sur une varidté d
que €l E#hlerienne le vecteur de structure el son conjugué engendrent un
groupe commutatif o deux parameétres de homothétics riemanuiennes el Sym=

plectiques qui conservent la structure complexe de la variété.
Spit maimicnant sur une variété kihlerienne V7, un champ de vec-

teurs +* €t sOn conjugué . Nous avons alors

(51) =4 ZT:_! fiay 2 F.*;;':. = I-)-T[: fin)
connexion définie

covariante dans Ia
De ces

ou t est le symbole de la dérivee
le tenscur métrigue gu.

par les symboles de Christoffel pour
relations et des théorémes 7 et 12 nous obtenons les résultats:
Théoreme 22. Une condition nécessaire et suffisante  pour qu'une

connexion symétrique et kahlertenne sur Vg, soul centro-affine est qu’il existe
sur Va, un champ de wecteurs v g engendre wi groupe de homothéties
riemanniennes et dont o comjugné engendre un groupe de mouvenments
symplectiques.

“héoréme 23. Une condition nécessatre el siffisantc pour qu'une
connexion symétrique et kahlerienne sur Vi, soi centro-affine est qu’il existe
sur Vo, un champ de wecteurs #* qut engendrc un groupe de mouve-

ments riemanniens et dont le conjugué o* en endre un groupe de homathéties
i

svmplectiques.
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ASUPRA UNOR SPATII CU CONEXIUNE CENTRO-AFINA

Rezumat
Se stabilesc unele proprietati ale spatiilor cu conexiune centro-af_ini
lus cu o structurd metricd, simplectica,

normald [1] care sint dotate in p
complexd sau kahleriand, pistratd de conexiune.
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paubilité entre ces objets géométriques Pte;r,ef = ().
s est définic par

la conditio i
n suivante:
te: en transportant parallélement u
n vecteur v par

ra 1 p I) Y = 3y
- a mor
h

est transportéc G
La grésencepiir:;lcée}ncm par rapport 4 la connexionl sur V.
quement la relation de :(;]Iip;t(i)lr:'rll?%mns i', G permet d’ew;prihr;ue‘r ég i
tion covariant . - ilité en utilisa . o
e mixte [3]. O : . sant un algorithme de déri
la conditi j- On obtient ainsi diffé e de dériva-
ion de compatibilité insi différentes caractérisati
: g actérisat
si la Fostru patiBiiite, on trouve tous les i
cture est d : : es couples de co 1 e
e counlen f1e st donnée, on détermi nnexions (I, &)
o (1)t Comrcm, s i e iy ot
me patibilité etc
N » dont nous no ; . € elc.
ote lpogr e cas de structuses mélt!rs} qo;:;:i?nb, sera traité dans unc autre
. Soit V.. une variété di presque symplectiques
th v . . gues.
presq“eCOmplexedef,'m-eanetc différentiable C~», douée d’ -
par un champ de tenseurs /et nommé ur}?e SLEctuTe
¢ f-structure®

(1)
f-; F;@ 32_

Certe
structure dé 3
Chaun \ etermine un .
point de V, . donna automorphisme de I’es

2> @ODNE par les équati espace tangent dans
(2) quations ;

W= Fol,
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Supposons que sur la variété V. est donné un couple ordonné dc
connexions (1, G).

Définition L. Nous divons que le couple (17, G est compatible avec
une F-structure si en [ransportant  par parallélisme sur une courbe quelconque
de V. un vecteur arbitraire o' velatif a la comnexion G, son immage u' par
Pautomorphisme F se (raisporie parallélement velatif & la connexion I sur la

méme courbe. .
Le couple de connexions (1, G) est compatible a unc F-structure si

la condition.
gl dol Lodx
Voo G v

implique d’apres (2)

sur la courbe C.
En introduisant loperateur de dérivation covariante mixtc par rapport &
au couple de conncxions (I, G}, |3}, nous avons 1

v B = B G, s

" : N A N
V.l.l i H‘k}“: b (1[,”11 |k;1,.

l.a propriété de compatibilité gexprime maintenant par le:
Théoréme. 1. La condition ndcessaire et suffisantc pour quc le covple
(v, G) sout compatible @ nnc Festructire Sur V,. it

(3) Y, I"I‘J 0.

Eu appliquant Popérateur de dérivation covariante mixtc 3 I'égalité

(2) le long d'unc courbe C on obticnt
dx* o A" dx'
s v, (Fiol) = =W F

1l résulte d’apres la définition 1 la conciusion du théorcme 1.

Compte tenu de (1) et des propriétés de ja dérivée covariante MIXLE,
on obtient d’aprés (3) le

Théoréeme 2. La condition nécesswire et suffisante pour q’un couple
(1, G) soit compatible G une F-structure est

dx'
AT .
dt AL dr

(4) v, 9 =0.

De (4) il résulte que la condition de compatibilité¢ d’un couple (I,G)
3 une F-structure est symétrique par rapport aux connexions 1’ et (.
Les équations (3) sont équivalentes 2 chacune des équations

3 ‘:"I-' L COUPLES 128 CONNUNTONS 1

®) Gy =t — R Fr, Th=Gl B R
Il cn résulte le

‘ Fhéorcme 3. Une condition nécessaive ¢t suffisainte pour que ke couple
.I‘, G) soit compatible a une Fastructure sur Vo, est que Pune des relations (D)
solt vdrifide, '

Les équations (5) donnent le:

) Théoréme 4. Lrant donnée une connexion affine ¥ sur V., douée

d'une F-struciure, il existe une connexion affine G, déterminée d’une nianiére
] R .

wnique relle que le couple (1", G) soit compatible avec la F-structure.

Un couple de connexions (', G) est caracterisé par la connexion
moyenne | et le tenscur de déformation =, données par

1
6) ~fo= 5 (G_:; A Ijh') ,

il e (2 —a |
o ko= C;:_ I,

EH
Compte tennu de (5) et (6) on obiient:
T - ! Fha Fr— Gh y Fig Fik
7) Lt} It 2 -’?TJ H Ji 2 kv_l [1?
P < - 2
h=— Fiv; Ft = Fiv, Fjl.
Remargues. 1). Des relations (7,) il résulte que opérateur B, considéreé
par M. Obata [4]
. . (I
AT A i i
bie =1 21[‘.-,V,1,-
satisfait a la condition
P ks
qui représente une intérpretation géométrique pour cet opérateur.
2). Les formules (1) et (7,) ont comme conséquence I'égalité
k=20,

g

[ . - . .

A Paide des objets géométriques et = on peut donner une nouvelle
caractérisation géométrique aux couples de connexions (I, G} compatible
% unc F-structure. Ainsi nous avons le:

- Théoreme 3. Une condition nécessaive et suffisante pour que le couple
(I, G} sour conpatible & une F-struclure est que les dquations

(8-, m { — o=l
L L vE=0 0j},=0
solent satisfaites.

Ici "y est Popérateur de la dérivation covariante relatif a la connexion v
et Oif est le tenseur |

N .
(9) Oj =5 G} %~ Fi Fi),

& Muarcuar,
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Il est équivalent au probleme de la détermination des objets géo-
métriques 7 et - qui satisfont au systeme 8). ‘
La premiére ¢quation (8) a la solution générale [4]:

Le théoréme résulte des équations

‘-ij i \_kF; 0: \—kF‘.i \—;.-F(j;)_oa

qui sont équivalentes aux égalitées (8). i ' i
cati herch : _ =T — Ly PRI+ OB Wy,
Comme application, nous chercherons le cas ou le couple (1 s Ih) 112) i i Wi T T g M s
est compatible & une F-structure. Parce que la connexion moyenne v dans
ce cas est la partie symétrique de la connexion [ et le tenseur de dé- | : X itrai f ion quelconque,
£ fon - pt le t y 3 torsion de I il rém lte dapres le thé dans laquelle 1i7’ est un tenseur arbitraire .et e }m'e connexion q q
ormation < est le tenscur de torsion de I':, il résulte d’aprés le théo- La deuxiéme équation (8) a la solution générale [4).
réme 5 le: W kO Vr
. N oD . . 5 X - ch
Théoréme 6. Une condition nécessaire et suffisante pour que le couple (3 ="0R Vi,
(1'%, '%) soit comparible a une F-structure est que la connexion L(l".' 4+ ' oil ]
L 2 & *Oih= = (3 80 Fs Fh)
Cspit une F-connexion et le tenseur de torsion Th =T} — [ soit hybride par i FiclRE, T X
- rapport aux indices h,j, ct Vr est un tenseur arbitraire.

Ce théoréme a comme conséquence le:

A - ; : . "En remarquant que
Théoréme 7. Unez condition nécessaire et suffisante pour qu’une F-struc- N d 4

ture sur Vy, soit intégrable est qu'il existe une connexion I} qui avec sa trans- "= é, G=+ é:
posée T'h constitue un couple compatible @ Iz F-structure. 1 _ . .
2. Le probléme qui se pose maintenant est de déterminer une partie i d’apres (12) ct (13) nous obtenons la solution du probléme dans cc cas
des objets 1', G, F quand les autres sont donnés. j ’ . ) . 1
Considérons d’abord le probléme de la détermination d’une F-struc- P = L' — 12 (v, F)Fi+ oW — *omV

ture compatible & un couple (I, &) donné. D’aprés (8) le probléme se reduit

a la détermination du tenscur Fi qui satisfait au systéme mixte: L Gho ! (S F) Fo U ompr . L OBV
. - . . = Wt T T e T s 2an
(10) wo Fi=Q, ~ Fi4 o Fi=0, Fift=_ 3§ e 2
I 2 L7 A ki Tt 3 BT i?
dont les conséquences différentielles sont: On peut donc formuler le: ) L. .
(i1) FHmRi . Finp 0 ' wo b Fi =0 Théoréeme 9. Le plus général couple de connexions (V', G) compatible
m Ry T Pk n —~ A m -l T ——
1 & — v B 4 T = i . oo .
b po i S MR ' ; Fostructure fixée est donné par les égquations (14) ot 1’} est une connexion
('1 ]o) Fh IHR[ o F,- mv --R}, 0 Ht mv -t Fh_i_ m\_" e ~h F, = 0 a une SEructitr ; ’ Ji
; ) Vi R LA (s T Vi VT b bV ’ quelconque et V', W sont des tenseurs arbitraires.
5

On peut formuler le

Théoréeme 8. Une condition nécessaive et suffisante pour qu'il existe
sur V,, une F-structure compatible a un couple de connexions (1", G) donné
est Pexistence d’un entier N tel que le systéme (10), (11,-11y) soit compatible en
Ft et sa solution vérifie les équations (11y+;).

Remargue. Le sysiéme (10) est complétement intégrable si et seulement
si la connexion moyenne v est sans courbure et le tenseur de déformation
: est covariant comnstant par rapport 4 la connexion moyenne.

Le probléme de la détermination d’une F-structure sur V,,, tel que
le couple (I', G) soit compatible & la F-structure a été résolu dans le pa-
ragraphe antérieur,

Considérons maintenant le probléme de la détermination de tous les
couples ([, G) compatibles a une F-structure donnée sur V,,.

iz

Remarque. Les formules (5) s’obticnnent de (14) en prenant:
Wr = — I/]; = (VJF:) F; 5

js

3. Nous nous occupons maintenant de la lial:son entre deux gouples
de connexions compatibles & une F-structure donnée sur V,,. Le théoréme
7 nous montre qu’on obtient un couple de connexions (1 ,G)‘con}pz.mble
a la F-structure donnée en précisant en (14) les objets geomctriques

(lﬁ, Y, W). Nous montrerons d’abord que sans limiter la généralité de Ia

solution (14) on peut fixer Ja connexion Iu"’.}_ .
En effet, si le couple (I, G) est déterminé d’aprés (14) par le triplet

(v, W) et le couple (1), G) par (I, V, W) en meitant
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2 °
I = 1% 4
it }

i Fikd

nous obtenons aisément

i it?

1 =2 N 1 ° T
2 (v 2 (VE)EY +10R4)
et par suite
P-‘ 4 1.8 s It — 3§ i I o; s it h A4 r
't ) (V,F)F'= (L ) (V,F) Fit OihAr

Le couple (I',G) peut donc étre considéré comme déterminé par la

connexion fixée I'% et les tenseurs arbitraires Ul = 17;;.+2A};. et Wr. 11 suit
4 T

que tous les couples (I, G) compatibles & fa F-structure donnée peuvent

s’obtenir de (14) en considérant la connexion I' fixée et les tenseurs V, W
arbitraires.

Soient maintenant (I, G) et (I, &) deux couples de connexions com-
patibles 4 la F-structure donnée qui correspondent respectivement aux
couples de tenseurs (V, W)} et (V, W). En mettant

Ph= Wt — W b=Vt — P
i i 5 ji i ji?
d’aprés (14) la liaison entre les couples (I, G) et (T, G) est donnée par

= o 1 1

h — h h e w5k
e 1J1+ 2 Ors'rljs 2 O:: f:’
(15) 1
Gh= Gl OpPr- %*O::’ Qr.

2 ir s

Réciproguement, si [ I', G} est un couple de connexions compatibles 4
une F-structure donnée et P, Q deux tenseurs du type (1, 2) arbitraires,
alors le couple (I', G} donné par (15)est aussi compatible avec la F-struc-
ture considérée. En effet, en substituant en (15) les expressions (14) pour
(', G) on obtient pour le couple (I, &) des expressions ayant elles aussi
la forme (14). Par conséquent on a le:

Théoréme 10. La plus générale transformation de couples de connexions
compatibles avec la méme F-structure sur V., est domnée par les formules (15)
dans lesquelles les tenseurs Pr et Qr somt arbitraires.

Remarque. A un couple de tenseurs (Pf-’,-’ Q:'_-'__} correspond par (15} une
transformation (I, G) — (I', G). L’ensemble de ces transformations forme

un groupe & Considérons encore le groupe additif & des couples de ten-
seurs (PJ’;., G‘f:.), la somme directe du groupe additif I des tenseurs Pﬁ.,avec
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4. 1l existe alors un homomorphisme du groupe ¢ sur & défini d’une ma-
niere naturelle par les équations (15). Le noyau de cet homomorphisme

est formé par les éléments (P, Q') de § qui possedent la propriété
orpr =0, *0OrQr=0,

15
c’est & dire Pr est hybride en r,s et Q7 est pur en 7,

Des relations (15) il résulte que les formules qui donnent la trans-
formation de la connexionn moyenne v et du tenseur de déformation ~
SORt: 1

Al = k ho— oh sk Or
(16) b=+ OBP, k=i 08O

Remarques. 1) La connexion moyenne vy cst invariante pour les trapés-
formations (15} qui possédent la proprieté que le tenseur P est hybride
en » et s - ' o

2) Le tenseur de déformation < est invariant aux transformations (15)
pour lesquelles O est pur en r et s. .

3) L’objet géométrique *O¢ ' est un invariant du groupe (15). .

4, Au point 1, on a constaté qu’une F-siructure et une Connexion
' étant données, on peut déterminer d’une maniére unique une connexion
G telle que le couple (I', G) soit compatible avec la F-structure donnée.
Il y a alors le probleme suivant: ‘

Liant données les connexions I°, I' et une F-structure sur V_!,.,_ dé-
terminer les connexions G, G de maniére que les couples (I',G) et (I, G)
soient compatibles avec la F-structure donnée. .

Daprés (5) les connexions G, G sont déterminces par les relations:

(17) Gh= It — Fiy Ft, Gh=1h—F] v,F.
En merttant
(18) It = % + R, Gh =G + S,
on obtient de (i7)
(19) Sh=—F R F,
et par suite la relation entre les couples (I, G) et (I, G) est donnée
selon (18), par
o= |h sh R+ *sh Ry
h= I+ O R+ O+R:,
Gh=Gh4+ Ok Rr —*Osh R .
n n 1r Js ir 15

Remarques 1. Les relations (20) s’obtiennent de (15) pour

(20)
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Pr=2R:

75 ?

Qr=—2R".
2. Des relations (19} il résulte
St — R#

h iR

Pour la transformarion de la connexion moyenne v et le tenseur de
déformation ~ on obtient de (20)

(21) W=V HOFRL, = —TORR;

~Dans ce qui suit nous considérons quelques transformations (20)
particuliéres qui sont H-projectives, c’est-d-dire conservent les courbes
planes holomorphes données par les équations[6]:

2 LA f
22) azx" 1 dx! dx _ c{(I)abc

I dxr
1 - B}y F* .
e e dr dr #o) "odr

Il est connu [6] que les conmexions 1), I" sont H-projectives si et
seulement si le tenseur R’ de ce couple a I'expression:

(23) Ri=U 3"+ V _Fh 4 ph
o i (2 B ¢ A 32
ot U et V sont des vecteurs et P4 est un tenseur antisymétrique, ar-

bitraires. De {20) et {23) on obtient :

(24 V= B+ G+ Vi B+ Pl
124 - i . .
Gi=Gi+ , (U3t +V, 8 +V Fi—U Ft) - PsFi F,

ot U, =FtU, et V.= FiP, .

On remarque que la transformation G—G donnée par (24,) n’est pas
en général H-projective.

Considérons maintenant quelques cas dans lesquels la transforma-
tion G— G est aussi H-projective.

a) Supposons que toutes les quatre connexions de (24) sont symé-
triques et que le couple (I', I} est AH-projectif :

Alors de (24) il résulte

P=0  U=7,

et par suite les relations (2.1) prennent la forme
= 1t T %V, P,

(25) e 2EL 7 Rk 5
Gh=Gr+V, o8+ v, Fh.

Nous avons denc le:
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Théoreme 11. Si les couples (', G) et (', G) de connexions sy:né:
triques sont compatibles quec la mé{ne F—-stri:czure sur 1'72,, et !es.corfnexzons r, 1
sont H-projectives, alors les connexions G, G sont aussi H—prcijec'twes. Dans 'ce
cas les conmexions moyennes Y,y sont des F-connexions symétrigues el H-pro-
jectives et le tenseur de déformarion < est mvariant. - S

b) Considérons maintenant le,_ cas ol les connexions ld,' I, Q,f(_r‘on;
les tenseurs de torsion purs en I’indice superxeur et un indice inférieu
ot le couple (I, I") est H-projectif. 1l en résulte

*O:,’.'P; = 0, Ur =V N

1
et par suite les relations (24) deviennent

1 “h 1V §h j ]
I = 1%+ Vish+ Vi F Pl
G =G+ V, 8+ Vi Fa P

it

(26)

On en obtient le:

Théoreme 12. Si les couples de connexions (r,G) et (r, G)_ avec les
renseurs de torsion purs dans Pindice supérieur et ai'arz_s1 m‘z indice mfrf'raefar, slom
compatibles avec la méme F-siructure et le couple 1", 1 est H--projectif, aq ors
le couple G, G est aussi H—projqcnf. Dans ce cas les conmexions moyennes y, ?
sont des F-connexions H-projectives avec le méme tenseur de torsion pur el le
tenseur de déformation = est mvariant. . - " "

¢) Considérons enfin le cas ol les connexions o, G, G de ( ')(;).n
les tenseurs de torsion hybrides dans l’indice superieur et dans un indice

inférieur et le couple (I, I') est H-projectif. 11 résulte alors de (24}
O Pp=0, U=V,
et les transformations (24) prennent la forme
= P V354 VPl + P
o G;h: = G+ L—/:(f Sh+ Vb — P
Il en résulte le:

Théoréme 13. Si les couples (1I',G) et (v, G) de conn@gqns avee Ie.s
tenseurs de torsion hybrides dans Pimdice supérieur et dans un indice inférienr,
Al - . B

sont compatibles avec la méme F-structire sur V., et le couple (1, I} est H p'ro
jectif alors le couple (G, G est aussi H-projectif. Duns ce cas les connexions

moyennes v, sont des F-connexions H-projectives avec les tenseurs acgroision
hybrides e1 égaux et le tenscur de déformation w la partie syinéirique moartante.
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ASUPRA PERECHILOR DE CONEXIUNI COMPATIBILE
CU STRUCTURI APROAPE COMPLEXE

Rezumat

O pereche de conexiuni liniare (I', G) se numest: compatibili cu o
structurd aproape complexd (Fi) dacd transportind prin paraielism un vector
V' in raport cu conexiuneca G, imaginea sa U' prin automorfismul F, se
transportd prin paralelism in raport cu conexiunea I

n lucrare se stabilesc conditii necesare si suficiente de compatibi-
litate, forma generald a perechii (I', G} compatibili cu F, grupul transfor-
mirilor perechilor de conexiuni cu aceastd proprietate §i se gisesc cazuri
particulare remarcabile.

HIITETPAJbHBIE HITBAPHAHTLI NH[O'/KECTB”H::\P HPSIMDBIX
B GUAKCHAJILHOM TMNMPOCTPANCTBE

rP. CTAHUAOB

fiycrs 7, B — aGcoMioThble MPAMDIC runcp(ao:luqeelco-(mawcna.um;ona)
upoctpancina B Fcan sepiunt A, A, penepa upnnaﬂguxm 7k
‘ 1cHTaIbHag rpynna G, npocTpat-
Bepuninnl A, A, IpHHALICKAT k, To,(])yunamuna 1 Py _ap
crga B? saumnnerca CACAYOWRM o0pasoN:

ro_ t a2 .
X, = ;X + Log I

: Ty g2yl 50
x')_g_éxl_l_af!xz’ U,IGL__, '11’7.2 +

I_|:I ' ] 4
X, = 05X, + oix,,

g : SR R e 0.
= a3 X, T %X, g 7y Uy +
: K

[poisBOaBIYIO MPSIMYIO g NPOCTPAHCTEA B MOKNO NPEACTaBHTL T2
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