TENSIUNI TERMICE NESTATIONARE iN PLACI CIRCULARE
SUBTIRI (DISCURI) IN IPOTEZA VARIATIEI LINIARE
A TEMPERATURII DUPA GROSIMEA LOR

NE

I. GRINDEI

§ 1. Si considerim o placd elastica subyire, izotropi si omogend.
Planul median al acestei plici il presupunem situat in planul xOy al unui
sistem cartezian de coordonate Oxyz, cu axa Oz normali la placi.

Si presupuncm ci este vorba de un schimb convectiv nestagionar
de cildurd atit pe conturul L cit 5i pe fetele z= + k2 ale plicii, A
fiind grosimea el.

in cazul unei diferenjc apreciabile a temperaturilor mediului exte-
vior in contact cu fegele z - + k/2 ale plicii, iau nastere, dupd grosimea
plicii, gradienti de tempe:atura ce provoaci nu numai intinderea ci syl
incovoierea ei,

Determinarea cimpului de temperaturd nestationar al unei astfel de
plici se reduce, in ipoteza caracteristicilor fizice constante ale cildurii,
la integrarea ecuatiei

2T 92T  9*T 10T
= il + =

(h

ax? 0yt 0z a or’

in care a = 2/cp, » fiind coeficientul de conductie termicd, ¢ — cildura
specificd, iar p — densitatea plicii.

Solutia ecuatiei (1) trebuie s satisfacd conditia initiald

(2) T =T, pentru 1 =0

si conditiilor la limitd:
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OT_ i,
il Wy | T — 0, pe conturul L al plicti,
1 2 T— b
3 SET— {T— 83 pentru z = hf2,
dT =
= (T —0,) pentru z = — /2
dz pA ’

}xncll-:’\g:,étf);“()‘ Si[;'t t(;mperaturi}:e mediului exterior in contact cuconturul
. respectiv cu fetele == 4 A/2 ale plicii; =, i icientii
ectv ele - A2 tas %4, %, sint coeficientil
respectivi ai transmisiei de cildurd, iar » fitmala exteri

vl — normala e; i1
ral placi. . 0 a exterioard la contu-

Presupunind cd variatia t i

‘ emperaturii 7 (x, v, 2,7) dupi 5 icii

este aproximati dupd legea Sz Ry

{4 T(x; ¥y, 2, ty = T {x, p, 1) + 2T (X 3, 1) - oo 2 T (2, 3, 2

-.r.unc:i problevma noastrd se reduce la cazul bidimensional
1 1} adclt;rar,llpentru stapihrea_ ecuatiilor la care vor trebui i satisTaci
Ouﬁft;fl:lg:”T d’ T,""" T‘m,]mmulpm ecuatia (1) cu 2 (p=0,1,2,...,m) si
am dupd z intre limitele — //2 si A/2. Obti ndtorul si
21 pd n ) . inem urmito
de ecuatii dacd tinem seamd de identitatea / ‘ g
LT 0( oT
z = ar

B 0z

5i de condigiile la limitd (3):

—pz"! T) +plp—1y2r2T

g2 iz

» k1 h
o) V.- 5 :2;; (0;.?“(3[1“('2‘]—03] +(—1}-“*,‘.;[T( ;1] — 0, }-!—
Fplp—1Y W,n = ! %, (p=0,1,2,..,m)
a o ’
unde
V2 _ 0? - ?
0 x? 03,2’
h'2
¥, - Szﬂsz, 0y = 1’"(]z)+(_1)«h T( "?)
2 21’
~hi2
Lo vk oyl
3= _ » T4 .
2 A

Tnlocuind expresia (4 .o s .
PP -1 ) a temperaturil in conditia (2) $1 In prima di _
diriile (3), gdsim conditiile initiale si conditiile la limitd peitruafulr?cct?;}e

3
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T = 0,1 ..., m). in cazul cind T, si 0y nu depind de z, aceste conditii

iau forma
{0) TO =Ty, T =0 (i =1,2,...,m) pentru [ = 0,

% ]
_ " 71 pe conturul 1,

AT o T
(N = . =

0 ( Ti0 []0‘),
n 7.

o
(f=12,.,mh

Scriind ecuatia (5) si conditiile (6} si (7) pentru diverse valori date
indicelui p (p = 0,1,...,m), putem obtine sistemul de ecuatii necesar <€

descrie propagarea nestationard a cildurii in placa noasird in ipoteza

diverselor legi de variatie a temperaturii dupd grosimea plicii.
Astfel, daca presupuncm ci temperatura rdmine constantd dupi

grosimea plicil,

8) T =T {x,y,1)
si punind p =0, obtinem ecuatia propagirii cildurii sub forma
2, 10T
i vi- 12'2(1‘——0) Taa’
unde
- O L . D= 2y 0y + 2,0y !

2k vy + oy
cu conditia inigiald
110) T =T, pentru t =0

i conditia la limitd

oT 2, -

AN — — (T —0g pe conturul L al plici1.
" A

Presupunind cd temperatura variazi liniar dupd grosimea placii

(I T=T®  2T4,

obtinem sistemul de doud ecuatii corespunzitoare valorilor p=0,1, ale

propagirii ciildurii

2 Nt 107
QTL'I'_ '(T'O'—U __‘3 ‘.‘T”‘:
¥ R =" a o’
2 T O (vq—=vad T _0(2 4} (T — ) = 1 0TN
I h? a ot
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unde
T 2+y7)h
cu condigiile initiale
{13) TO = T, T =0, pentru t =0,
si cu conditiile la limita
0 R atl
(14) O o 80 vy R &5 %0
on A l‘ n Iy

pe conturul L al plicii.
In ipoteza egalitatii coeficiengilor transmisiei de cdldurd oy §i o,

(g = oy = ), deci si a coeficientilor v, §i v, {y3 =7vs=7), ecuatiile (12)
iau forma

v T“”-—%;[(T“”—O)—_-l‘;_T"‘”’
B aot
(15)
A ALE 6(2; Y)(Tm_t_)zlaTm
g adt
unde
(16) o=ltl 10—
2 g 2+y)h

. §2 54 determinam cimpul de temperaturd nestagionar al unei plici
circulare (disc) omogene $i izotrope, de grosime /i i de razd R, in ipo-
teza unuia si ac_eluiasi schimb convectiv de cildurd pe fetele z = 4 42
ale plicii. Admitind, in plus, cd legea de variagie a temperaturii in plaéé
este liniari dupd grosimea ei, adicd de forma

(17 T'(x, 3,20 = T (x, 3,0) + 2T (x,, 1),

vom avea de i‘ntegr_atvecua;iilc (15) care, in ipoteza cimpului de tempera-
turd cu simetrie axiald, se scriu sub forma

D2 Tior (0)
10 101220 o _gy L 1210,
. . 2
(8) o Cha
(1 N
a T ‘EOT’__6(2—.5—()(?,“)_@__"137"(1)
dr? r O h a o’

cu conditiile initiale ¢i la limitd date de (13) si (14), conditii care, in
cazul nostru, devin ’

T = Ty(r), TW = 0 pentru t =0,

5. o Il:'\"l:.T.':I'R\H(:H NESTATIONARE I B V] * Z.'Z.-'-.IJI: .lf.l"l'

(m aT,. o_t_,_,(T.O — 0 aTe oy
dr 7 r ar 7
pentru r = K,

unde 0, §i =, reprezintd temperatura respectiv coeficientul transmisiei de

cildurid pe suprafata cilindricd » =R a plicii (discului).

. G ta o
[ntroducind variabila p = ;si timpul fird dimensiuni = = ok ecuatiile
(18) si conditiile (19) devin:
2 T T o T
o 14T _sg(Tw)_-n)=‘ :
8 o’ p Cp =
{189
2 (1) . T
Q_T‘__%__la_T_“__ BTV — ) = ——,
Ag? o Up a=
T = T,(R), T!") =0, pentru 1 - 0,
i) 5T .
amy T L rm—op =0, 0 L TV =0 pentru =1,
g o
unde ' ) )
Srm 2L e LI L 3 - 62+ R
> I ~ 7. h?

fn cele ce urmeazi, e suficient sa ne ocupim de integrarea ecuatiei
2ol {1 oTO PYall
(20} ?T i . Sﬁ(T(O) 2 () =y
der o Op (b

cu conditia initiald

(21 T = T, (pR) pentru ¢ = 0
si conditia la limitd
(i

(22) 4Ty Yo (T® —0y) pentru p =: 1,
: 20
intrucit integrarea celei de-a doua ecuatii (18"

2 T (1) )
{23) OL_;_laT__g?(Tm_QEaT .
' 0p? p ¢ i<

cu conditia initiald
24 70! =0 pentru r = 0

si conditia la limitd
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aT!

de

(25)

o TV =0 pentru p = 1,

se obtine prin analogie.

Aplic.ind ecuatiei {20) st conditiei la limitd (22) transformarea La-
place, obtinem, daca tinem seama de (21):

(26) a1 1Y afFe - V) oo
do? p dp s’ ’
4T - -

(27) ” + g (T~} =0, pentru g =1,

unde ‘

(28) Fio) \ T e=sdz, 0, = gﬁf,e‘"dr,

0 0

si_nf transformatele Laplace sau imaginile functiilor T i 0y, s o varia-
bild complexd oarecare, iar

(29) V=280+sT,, s2=8§—|—s.

Presupunind cd temperaturile ;51 0, ale mediului exterior in contact
cu fetele z + A2 ale plicii sint constante, urmeazi, in baza relatiilor (16)
cd si 0 si Z vor fi midrimi constante. ’
Solutia ecuatiei (26) este expresia
30 For . V.
(307 = o2 + Cy I (850) + C2 Ky (3%),

unde J, (8g0) si Ky (8,0 sint functiile Bessel de ordinul zero de speta
intiia ¢ a doua de argument imaginar,

__Intrucit temperatura in interiorul plicii circulare 0 <p<1 trebuie
si rimind finitd si cum pentru g —0 avem

]D (SOP) = ]’ KO (809) =—009,
urmeazd ci trebuie si excludem din (30) ultimul termen, asa cd solufia
ecuatiei (26), satisficind condigia initiald (21), se reduce la

~ I -
(31) T = = + C, I (340

Pentru determinarea constantei de integrare C,, ne vom folosi de
condiia la limitd (27). Tinind seama de relagia

7 TSN TERMICE NI TTATIONARE 1 PLAGLE GIREUL AR Tt

f”n(snP)
dg

unde 7, (3;¢) este functia Bessel de ordinul intii si de spefa intii de
argument imaginar, obginem

= SU Il (SUP)’

_ To (55260 =V
se2[yg o (2) + e 11 (9)]

Si presupunem ca temperatura 0, a mediului exterior, in contact cu supra-

fata cilindricd a plicii (p = 1), variazd cu timpul dupd legea exponentiald

C,

(32) 00 = 001 + OOZe—krs

unde Oy, si 0y, sint mirimi constante,
Calculind mdrimea
'6, = .% + 002
o $ s+ kR
si inlocuind-o in solutia (31), gisim urmatoarea solutie pentru imaginea
temperaturii 702
V. o 122[04; (s 4 A 1 Ugz sl — {5 - Ry V5 Iy (o)
se2 s+ B2l 1 @)
Trecerea de la imagine la functia originald constituie, de rvnultc‘ ori,
dificultatea principald a problemei. Aceastd trecere S€ realizeazd cu ajuto-
rul urmitoarei reoreme generale de descompunere In fractii simple din calculul
operational:
Daci imaginea j": (s) a functiei originale f (3} s¢ prezintd ca raportul
a doud functii transcendente @ (s) s W (s)
7 D ()
f(.i’) T
1 (s)
uade functia ¥ (5) are numai ridicinile simple s, (0 = 1,Z,..) atunci functia
originald are forma

% A (s5,) &t
(34) f(.:) - ; llﬂ{sn) i
unde ¥ (6)
\P'f (S“) N __'('Sn .
0 5

Fxisti o teorema analogd yi pentru cazul ridicinilor multiple.
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Pentru aplicarea formulei (34) 1 .
|- e n cazul problemei no auta
radicinile ecuatiei P ILOsLECRt A1 LT

(35) Vis) = s(s + Ry 2{vo Iy tz) + e, ()] = 0.
Aceste ridécini sint:
=0, s5= 4k, 53=—28§
i riadicinile [, ale ccuatgiei “
tolo@ 4 2l @) =7, F, B)—3F, (B =0,

und_c § =iz, iar J,(3) si F,(P) fiind funciiille Bessel de speta intii, de

ordinul zero §i unu. '
Luind in considerare aceste ridicini si i

. ) ! aceste. si efectuind trecerea de la

imaginea (33) la functia originald cu ajutorul formulei (34}, dupd efectua-

rea transformirilor necesare, obfinem urmi i
15 sare, mitoarea expresie -
tura plicii noastre: . il

T = oo — 0 Ly (3ye) 4 Yo thog £y (pe) e
(36) Tu 1y (80) + 30 11 (50) o fo (p) - P!l (»

(2 » il
— 2 A" B 7 (8, 0) g \Botiy)s ,

n=1

unde
I _ B0, 8 B,

A= wrimne BT Ery  DiEre—a
- Pt S0 M 6}r-|_’0 {33_}_85—;3

o,
K.

p=182~"

Pentru cazul 0, = 0; = const., 0y, =0, expresia (36) se reduce la

(37) T = | CO (3% p)_z A, C"]U ®.0) e-(a;).;,q';)—. |
unde !
(0, — 0) B0+ 082

ol “o C, = 0
n [33 + 83 - 0-

- Yu[n(so) -+ 80[| (8_0),

In mod analog, solutia ecuatiei PR L
= . T tiei (23), satisficind TP
SR condirialia Y 25). se obtine sub )forma cind conditia inifiald (24)

(38) T = L1 4 CO L (3, ] — 3 4, D, 5, (8,0 RIS

nax]
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q

unde
Yo - p’%

ch N AT D, v
Yo In (?’1) 2 blll(hl)’ '63 b‘l):,

fn felul acesta, cimpul de temperaturd nestationar si cu simetrie axiald
39 T(r,z,0) = T (1) 2T (1)

in placa noastrd circulard este complet determinat. o

§ 3. In cele ce urmeazi ne vom ocupa cu determinarea tensiunilor
axial simetrice §i cvasistajionare ale plicii, provocaie de citre cimpul de
temperaturd (39), in conditii la limitd ce vor fi specificate mai jos.

Fie r, o, z coordonatele cilindrice ale unui punct al plicii noastre
luat la distanta z de planul ei median (r,o). Sd insemnam Cu ¥ ., 1,
componentele vectorului de deplasare,cuce = 2 5505 %0 :_, compo-
nentele tensorului de deformare §i €U 6,,0,.56,.50,3%:%, cele ale
tensorului tensiune.

in cazul fortelor masice nule, al cimpului de temperaturd i ale
cimpului tensiunilor cu simetrie axiald (v, =0, =0, = 0), relatiile
dintre deformiri §i deplasiri se exprimd prin formulele

du, i, i,

RS P H]

3
dar ¥ g

=
~rr

i f

Er' "E.:-_'_O oy &
? < 3 9 (0?' az))

jar ecuatiile de echilibru elastic al pldcii se reduc la urmitoarele doua:

de,, UG, | On
S __+_

Oep = 0’
dr iz
L ) )
G Ty Ors
S e
dr 7:1 r
in continuare, presupunind cd fetele z = = k]2 ale plicii noastre circulare

subtiri sint libere de tensiuni, adica

5,. = 6., = 0, pentru g = £ hi2,

—_— . .. . . s
urmeazi, in virtutea ecuatiel 2 doua din sistemul (41), cd )’ = { pentru
7y

z = 4+ hf2, deci si

9ou L g pentru z = + A/2.
0z
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Din conditiile c¢a atit 5. c1t ¢! se anuleaza pc bazele plicii, deducem
(4

¢d .. va fi o marime destul de micd dupd intrcaga grosime a placit,

astfel incit si poata fi socotita chiar nuld peste tot in placd.

Rezulti atunci ci ultima ecuatie din sistemul (41) se reduce la

da, G..
- ®_ 0,
ar 4 r

a cirei solutic nu poate fi decit o, = 0, daca tinem seama de faptul ca
o,. trebuie sd fie finitd pentru » = 0. Asadar, singurele tensiuni ce urmeaza
a fi determinste sint o, §i 645, celelalte fiind nule.
In aceste condigii ecuatiile (41) se reduc la una singura, anume
la ecuatia
aﬁr.- Grr— Gy

42 + “ = 0.
(42) P ;

Si insemnidm cu ), #, w) = 0 componentele deplasirii unui punct P, din
planul median al placii.

fn virtutea relagiilor (40), alungirile relative < , <% ale acestui punct
din planul median al plicii vor fi date de relatiile

- ] _ u)

(43) G o=, =
Fie P, P un element liniar al plicii de lungime = i normal [a planul
median nedeformat. Si presupunem cd, in urma deformarii, clementul
liniar P, P suferd o rotatie de unghi mic w in planul rOz, luind o direc-
tic P, P normald la suprafata mediani deformatd.

Acest unghi mic de rotatic este legat de sageata «! prin egalitatea
du”
1 4
or’
daci {inem seamd de faptul cid g v = w.
In baza ipotezei admise asupra caracterului deformatiei, putem scrie

urmitoarele relatii intre componentele u,, . ale punctului P (luat la dis-
tanta 2z de planul median) §i componentele wl,ul ale punctului P :

oy = —

(44)

u = ud + za,
r ¥
(45)
u_ = ul,
inlocuind in formulele (40) «®, 4’ prin u ,u_, gasim alungirile relative
%, Se» 10 punctul P
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11
146) e =tk = U, sk,
unde

e o ul o 1w’
G k== o k=TT "o

Marimile &, §i ks reprezintd curbqrilp sup_rafe;ci medigne in dxrec_;ulelr 51 t_,
Deformatiile (46) sint constituite din deformath puy‘elastlce, egate
de tensiuni prin legea lui Hooke, si deformafil pur termice. -
Dacii temperatura plicii cregte cu cantitatea =) T,, atunci d ung(lyrlv
rermici relativd in orice directie a unul element liniar al placit este egald
cu z2p0(T— To)s #r reprezinti coeficientul dilatdrii teronce liniare.
Obtinem

G, — ¥Oug

7, = P oa( T—Ty),
E
i58) . ‘
See T r'—(ﬂ_b—ﬁ + a0y (T— To)
£ fiind modulul de clasticitate al lui Young, far v— coeficientul lui

Poisson. o _ = _
Din (48) putem obtine tensiunile in functic de deformarl sub forma

O 1 < .,[E-rJ(“"a";'a — {1+ )2y (r— T())]s
— =
(49) l" G Al rpt
por o —E ey + 95, — (14 ) 2 (T = TN
k4 1 = \Jz
Ecuatia de echilibru in tensiuni (42), in baza rel:a;iilor (49), (40),
47), (49) si (30, este echivalenta cu urmatoarele doud ecuati In ¢-

plasarile #' si !

g2y’ 1o ! _ ] o
50) e kY Ty,

HEFTRIN WL ou! g
®h d“r3~ . r dr2~ 129 (I +v)er or

“f'inind seama de relagia (44), ecuatia (51) ia forma

: ; g
51 RS ._1(-03_?_10)_7(1_79)0‘.1_ :
Wi ot rdr 1 or

§ Matesnticd
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inn:ucit ecuatiile (50) ¢i (51") sint de acelasi tip, e suficient si ne ocupim
de integrarea uneia din ele, de pildi de prima; solutia celei de-a douva se
obtine prin analogie,

Scriind ecuatia (50) sub forma

d (18 (ru)
ar[-

d
67" } o 71(1 + ‘J) ar (TI'O: TU)’

(507
se vede imediat ¢ solutia et generali este
C2 (‘) (£ ").."T\'(Tm T, rdr.

0

(52) =C @r+—

r

Cum pentru r = 0, #° nu poate fi infinitd, urmeazd cd C, (1) = 0. Deci

(T — Toyr dr.

(53) w=C ()r+ (1 + JTS
r

0

Analog, solutia ecuatiei (51') este de forma

54) w=D0@r+ (11_\')3"\1"1(1’1
T

Functiile necunoscute C,(t) si D, (t) urmeazd a fi determinate din con-

dititle la limitd pentru tensiuni.
In baza relatiilor (49), tinind seamd de (46), (47), {43), (53} si (54),
obtinem urmitoarele expresii pentru tensiunile o, $i 6oy

S - {CI(I)—l—ZD] () + 25 0y T 4 “‘”“TS(Tw'—T.,)rdr -
1—v ¥
(55) i

. v—1 arz\‘ P er,
2

—Dar

re

\(T‘O)——To)r dr—

E
(56) oeo= 5 [C, (O +2D @y +Hiv—1) 22T —
0

v—1)2rz \.T‘”rdr].

r2 .
i
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Impunind conditia la limita
(57) 5,, = 0 pentru r = K,
obtinem din (55):

Cy) + 2D () = — 2z ap (T )er—

i58)
! R .
erlld) l"'z\. T r dr— p=l) 3LT\(T“” — Tyyr dr.
R? ) R .
0
in baza relatiei (58), tensiunile o, si 64, devin perfect determinate.
Avem:
1) ;
E ) (V X3 U.T - (‘U) . . - =
Gy = l_vl—Zz-f..,.(T'l )y =g — T S(_F Tyr d
0
e I "
(59) _ (\"—1_,__).&?\(7‘(1-,- dr + (v= _-)a_'f\(]‘tm — Tyr dr
“ R? J r? .
J 0
4 (v —4'1) 013\ Ty drl,
. o
"
o= 2w Tk e\ o —Tyr dr
3 1 —w R .
]
R
(003 _ v _1)7'"2\1'"’-1 rdr— (v —1yapzT -
RZ

i IWT\(Y“”-—FU):'d: ("'““”Z\T‘rd:l-

y2
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C'{[‘HNSIONS THERMIQUES QUASISTATIONNAIRES DANS UNE PLAQUE
RCULAIRE MINCE DANS L’HYPOTHESE DE LA VARTATION LINEAIRE
DE LA I'EMPERATURE IPAPRES SON EPAISSEUR ‘

Résumé

, . L
o régir:ngxo:;;esg ?})urd que la détermination du champ de températures
. -stationnaire et axial symétrique dansu i i
nor s e plaque circulai
mince se réduit, dans les cas d’éch : i la s
3 anges convectifs de la chal
frontiére et (17), & I’inté i s % (18) avec les
Al s imntégration du systéme d’équati
conditions initiales et aux hmi ‘ o otiatare. (30
s ites (19). Le champ de :
est donné par les formules (36) et (38). 0 R

Les tensions thérmi
s T ques correspondantes & ce cham 3
sont données par les formuies (59) — (60). -

ON CERTAIN MONGE-AMPERE EQUATIONS AND THE
ONE-DIMENSIONAL UNSTEADY POTENTIAL EQUATION
By

E. GOLDHAGEN

Introduction. In this paper we deal with the hyperbolic equations
of the form:

a2
0x?
where 1 and x are independent variables, @ is an unknown function,

p=0D/éL, ¢ = 8 /éx, and A4, B, C are real functions of class C2
We denote by 7, (p,¢) and 7o (p, @) the solutions of algebraic equation

A2—=Br4C=0

1.1 A, iR ( V2O e 0
(.1) PP gy T BLDG S, 2% S

and with

(1.2) wip,q) =2, (g, P =9
the solutions of the differential equations

(1.3) dp +1,dg =0, dp+2dg=0,

» and § being constants. ‘
We can easily show that the integration of the nonlinear equation

{1.1) leads to the integration of the linear equation
A2 duyde DQup it

1
2 :
dhaefd deo df AL

(I. 4) (12, = O:

where the coefficients
(L5) ap iz, B = 4 [p (2,8, g, 8]
are obtained with the aid of the relations (1.2).



