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SUR LES OPERATEURS QUADRATIQUES DANS LES ESPACES
LINEAIRES
PAR
1. CREANGA

Commnnication prisentée a la session scientifique de I'Académie de la République
Soctaliste Rominia, 21— 25 septembre 1966

1. On désigne par opérateur quadratique, dans un cspace lintaire
R, a n dimensions, I’opérateur qui, dans unc base (¢}, a comme coordonnéces
des formes quadratiques, ¢’est-d-dire:

(1) F(x)- lA (xxle, (h—1,2,..,n),
ou

) F@) ---;o‘.:'j Bde, (ijyk—1,2,m,m)
avec

3) At (ex) = b TEG x=Fe,

- I . . :
Les coefficients 2::.; forment un tenseur deux fois covariant et une fols

contravariant par rapport aux changements de la base. On considere le
tenseur «! symétrique en les indices d’en bas.

Les vecteurs et les valeurs caractéristiques de ’opérateur sont définis
analogucment i ’opérateur linéaire:

{4) F{x) =ax.

On trouve les vecteurs caractéristiques et leurs valeurs propres correspon-
dantes par le systeme:
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h o Eh_ uk 2y FiF)
(ot EF — o} 8 518 0,
) E
) ab B
- = — =2 f,

(k= 1,2 5.573 == k).

Ces équations sont les méme que celles qui donnent les directions caracté-
ristiques pour les correspondances ponctuelles entre deux espaces affines.
11 y a, au plus, ov_ 1 directions caractéristiques. .

Dans les espaces euclidiens, on peut attacher 2 l’opérat_eu_r quadratx:
que F(x) n paires d’opérateurs linéaires A* (x) ou A (x), adjoints deux a
deux, par les relations:

(6) A (xx) = (A" %, %) = (£, A7 %)
et
1 .

(7 F(x) = ;(A*'x,x)ek == 2(x,A K x) ey,
Si les opérateurs linéaires sont donnés par:
(3) A¥e, = wie,
on a les relations:
(g) m;'h : g}h o"‘:"j3
ol

g = (ej_,eh)-

Inversement, une suite de n opérateurs linéaircs A" (x) donnent naissance
4 un opérateur quadratique par la construction précédente. Les proprietes
de Popérateur F(x) se reflétent dans cette suite c}’gpérateurs A(x) et
réciproquement. En particulier on peut trouver 1a liaison entre les valeurs
propres de ces opérateurs. ) o

2. Ftant donné Popérateus quadratique ¥ (x}, on considére le vecteur:

(10) cey=Fx+y— F{x)— F{»

Nous prendrons cette expression pour produit interne entre deux vecteurs
x,y de l'espace R,, en transformant ainsi espace vcptonel en une al-
gebre Ay L’algébre Ay est commutative et distributive; elle est aussi
associative si entre les composantes oy, on donne les relations de structure:

% Lk TiFi
ol & e

(11) ok i — of ol = 0.

ir st is

Par exemple, pour n =2 de Dopérateur:

v

."_,

trenerLag I-E"e-c”lfJHL

nOL e
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F{x) L[(E‘)Z—(éz)z}e. z!

on obtient lalgébre complexe, dans le domaine réel.

Inversement, étant donnée une algébre commutative, distributive et
associative dordre fini: xoy = el Z'%e, onpeut lui attacher I'opérateur
quadratique ; x=x = (1f2) e¥ 2l d e = F(x).

Nous chercherons ici seulement les conditions de annulation du produit

Xo¥.
La condition:
112) xay =1
conduit au systeme!:
(13} Gl 0. (k=12,.,1.

Soit x fixé; alors (13) est un systéme linéaire pour les coordonnées
de y. On doit avoir:

(14) det| ot | = 0.

Si pour des valeurs ¥ qui satisfont a (14), la matrice («' 27 a lcrangr,
alors, dans le cas des algebres associatives, Pensemble des annulateurs de x
est un idéal de dimension a-——r.

En utilisant les représentations géométriques dans un espace pro-
jectif 4 n—1 dimensions, les équations (13} représentent les hyperplans
polaires du point x par rapport aux hyperquadriques: « i %/ = (). L’¢équation
(14) exprime la condition pour que ces hyperplans polaires soient incidents
suivant une variété linéaire.

On peut interpréter aussi les résultats précédents dans l'espace
affine. On considére les cones ol &2/ = 0; les équations =) Z'7/ - 0 sont
des hyperplans polaires de la direction (%7} par rapport aux cones pré-
cédents; (14) exprime de méme la condition d’intersection de tous ces
hyperplans.

Ainsi le probléme de trouver les annulateurs d’un produit x .y peut
s traduire en un probiéme de géométrie projective ou affine. Par exemple,
pour le cas n -3, le probléme précédent est équivalent au probleme:
&tant données trois coniques, on demande le lieu géometrique des points
dont les polaires par rapport aux trois comiques ont, au moins, un point
commun. Dans ce cas l2 lieu est une cubique, a savoir:

L sl b 52 a1 53 R Sl g2 524 g2 53 g3 Fllgh T2iogd T
. FI= A 4 2 1- 1L »2 0 Tl
L R R i TR | a2t Ty
. N ELL ] B2l S3 g2 Slop o2 PlyR TR B 23
(15) | #y3 Fapsr al, & a5 3 oy sty P of e, 2+a3,8"| =0
Rt SRl T3 Lot Y22 T g 14 gl E2 gl E3
ol El-bal, S2bal 8 oy sl b, T am st Fa s 25, 654 %555
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On peut changer le repére de telle maniére que la cubique (15) prenne
une forme canonigue.

On peut faire aussi une classification des opérateurs quadratigues,
de méme que pour les correspondances ponctuelles selon fes divers cas
de la forme de la cubique (15). Pour le cas n = 2, cctte classification
est déja donnée dans un travail précédent.
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ASUPRA OPERATORILOR PATRATICI INTR-LIN SPATIU LINIAR
Rezumat

Se considerid operatori dintr-un spatiu liniar R, cu n dimensiuni,
care au drept coordonate, intr-o bazd, forme pitratice; acesti operatori
sint numiti operatori pitratici. Se determini valorile caracteristice yi
vectorii caracteristici (4), (5). Se atageazd acestor operatori functia vec-
torsali biliniard: xoy = F(x - y)— F{x)— F(y), care transformi spatiul
vectorial R, intr-o algebra A, care este asociativd daca coeficientii forme-
lor pitratice satisfac relagiile de structurd (11). Se cerceteazi divizorii lui
zero in aceste algebre. Se dau iuterpretiri geometrice si se exemplificd
in cazul spatiului cu trei dimensiuni.

QUASIGROUPES DE CARDOSO ET PSEUDOGROUPES DE ZELMER
PAR

A, SADE (France}

1. Introduction. La notion de quasigroupe soustractif, rencontrée
aussi par Whitraker [18] et Furstenberg [6] sous le nom de
demigroupe, Sholander [17], Cordeiro de Silva [5], Kazim-
Husain [7], Morgado [8], [9], est définie par Cardoso ([2],
comme satisfaisant aux axiomes suivants. Si Q = E(),

1 vack, Je, ae — a, (unité a droite),

(2) va, b, ceE, (alic = {ac) b, (permutabilité 3 droite),
(3) va, b, ceE, a(be) = c(bal, (loi de Grassmann),
(4) vaeE, aa — e, {unipotence).

Un pseudogroupe de Zelmer [19], {20], [21], est un systeme multi-
plicatif, § = E(), satisfaisant aux axiomes

} vaekE, le, ae — a, (unicité de I’élément neutre a droite),
i2) va, b, ¢ €E, (ab)c = (ac)b, (permutabilité a droite),

i6) va, b, c€eE, u(bc) = [(ab)c]c, (loi de Zelmer),
7 vaeE, ja'ekE, aa’ —e, (existence d’un inverse 4 droite).

Un guasigroupe de Cardoso, [3], [4], est un groupoide K — () satis-
faisant les axiomes

(1) vaeE, Je, ae = a (ncutre a droite),
(8 va, beE, ax = b = (eb} (ea) = x, (quotient unique & droite),
(9} va, beE, ya — b blea) — y, (unicité du quotient a gauche).

Toutes ces structur.s sont en connexion avec des structures con-
nues, (groupes, [9], quasigroupes de Bruck a propriété inverse, [13], quasi-
groupes demi-symétrigues (A-Map s1ls sont idempotents), introduits par
I'auteur, [10], [11]).



