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1. Introduction

Pendant les derniéres années, un grand nombre de travaux (voir
[1—30]) ont été consacrés & Pachévement de la théoric des programmes
paramétriques. Malgré les efforts, dirigés surtout vers la question de la
résolution, d’aprés nous, on n’a pas obtenu un grand progrés, du point
de wvue pratique. Les algorithmes connus, adaptés a la résolution de
certains programmes paramétriques, de plus en plus généraux, sont difficiles
a appliquer. Mais, méme en ce qui concernc les questions théoriques,
nous ne connaissons pas un travail qui contienne les résultats qu’on peut
établir & Paide de ces méthodes. D’ailleurs, on remarque le fait, que
presque tous les auteurs ont cherché a tirer un profit maximum des idées
de Gass-Saaty, pour formuler des algorithmes pour les programmes para-
métriques, fondés sur les algorithmes pour les programmes ordinaires,
sans porter un intérét manifeste aux questions théoriques.

Dans ce travail, on considére le probléme de la résolution d’un
programme linéaire paramétrique, dont toutes les données sont des fractions
rationnelles d’un paramétre 7. On donne un algorithme pour la résolution
de ces programmes fondé sur la méthode des variables directrices de
E.M.L. Beale. Pourtant, on adopte I'idée suivante: il faut résoudre le
programme paramétrique sur I’axe O, moins un ensemble fini de points,
appelés points critiques. Parmi ces points, on trouve les points ou le
programme considéré n’est pas défini et les divers points qui produisent
des embarras pendant la résolution. Evidemment, il faut définir la notion
de point critique, ce qu’on ferra dans la derniére section du travail.
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D’ailleurs, cette maniére d’agir, conduira 2 la résolutirn du programme
dans certains points critiques, ol il e¢st défini. De plus, on peut tirer un
certain profit des résultats obtenus déja pour les valeurs de ;, situdes a
gauche du point critique. On fait économie, de cette maniére, des efforts
pour la résolution du programme dans les points critiques et on passe
légérement, par dessus les intervalles sur lesquels le probléme ne posséde
pas un programme optimal.

En supposant que Porigine est un point critique, la marche de la
résolution sera la suivante: a) résoudre le programme pour les valeurs
assez petites de j; b) déterminer P’intervalle maximal sur lequel les résul-
tats érablis sont encore vrais; c} déplacer Porigine dans l'autre extrémité
de Pintervalle trouvé; d) reprendre Valgorithme, pour les valeurs situées
a droite de lorigine. L’algorithme sera formulé, pour la résolution sur
'intervalle (0, -+ =0},

On commence par une rapide description dc Palzorithme de Beale,
pour les programmes linéaires ordinaires, puis, on donne quelques propo-
sitions auxiliaires; enfin on développe Palgorithme pour les programmes
paramétriques considérés et on montre la convergence du procédé. A la
fin, on énonce plusicurs théorémes, sur la structure des domaines d’opti-
malité du paramétre, théorémes qui résultent de 1’algorithme. On donne
aussi une bibliographie sur les programmes paramétriques, en omettant les
travaux consacrés seulement aux applications.

2. La méthode de Beale pour les programmes linéaires

La méthode de Beale est un procédé itératif pour la résolution d’un
programme linéaire quelconque. Supposons qu’en appliquant sur un
probléme (), donné sur la forme canonique, au moins une itération de
la méthode, le probléme (2) est ramené a la forme

{1) X, =) ux, 1—2qrx|,, (feN—L)
1E7 il
2) 520, >0, (ieN—L, lel)
{3) f= Esrx_. — min.
8L

o N est I’ensemble des indices des variables du probléme et L un sous-
ensemble de N. On emploie, d’aprés Beale, les termes qui suivent: équation
directrice de Ilitération == la derniére équation {1); variables directrices
de Pitération = les variables de P’équation direcirice. Alors, une itération
courante sur le probléme (1}, {2), (3), comporte les opérations suivantes:
1°. Etablir les signes des nombres ¢, (/e L}; si ¢, <0 pour tous les
leL, il i’y a pas des programmes et Palgorithme est arrété; dans le cas
contraire, on en déduit I’ensemble H C L, tel que g,= 0 pour leH.
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2°. Déterminer les variables xp(peH}, tetles que

5p o LY .
(4) — min -

g, I€H 4 ?

ces variables seront appelées variables principales de Pitération. Si on
suppose que le minimum est unique, il y aura la solution de base unique

1 ur . S
(5) v =—> x; =5 x,=0, ({eN—L, lel, Isp).
: T4 dr

Grice aux opérations de Pitération précédente et & la maniére dcl’ob’ten—
tion de Pindice p, cette solution de base est duale-réalisable, parce quona

|6) 5 Pgi 20, el

3°. Frablir les signes des nombres #? (i e N—L|; si w20, pour
tous les 7e N—L, la solution duale-réalisable (5) est un programme, donc
un programme optimal et l'algorithme est arrété; dans le cas contraire
on en déduit Pensemble 7 N— L, tel que u? <0 pour i€l

4°. Déterminer les variables x,(j ¢ [), telles que

(7} ul m{u}m e

soit x. une quelconque de ces variables.
5°, Réaliser le passage au problémec

1 ",
Tt
I%p
u? ( ur l)t (eN_—L, ik
= — T .'.-'——' TR} i —_ S
{(8) x; ugx" I\E; ! uguk i ,
i=p
q__f) _q'h !
1 = uﬁfk-{ [EE[(QI HZ k xl,
I%p .
(9 20, x =0, ((eN—L, lel)
5§ Sp .
(10) f= i-',tf X, - ;(ff—@“i] X, = min.

I=p

de la méme forme que (1), (2), (3), mais avec les varéabl.cs directrices
x et x (lel, Isp). Puis, on passe 2 unc nouvelie itération.
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~ Ilreste encore a expliquer la maniére d’agir dans le cas ou il y a plu-
sieurs variables principales et comment peut-on commencer les itérations
ainsi qu’on trouve un probleme équivalent a (<}, d2 la forme (!}, (2) |3|’
yui doanera pendant Popération 27 une solution de base duaie-réaliéablef
Cela revient a expliguer la maniére d’agir pour éviter le cyclage ct
comment peut-on déter niner la solution de base duale-réalisable de départ.

=) Silarégle (1) ne donne pas une variable principale unique, on
utilisera la régle qui suit. Soit R Pensemble de indices des variables
principales et 1, < t, = ...1, les ¢léments de I’ensemble N—L. On cherche
I’ensemble R, C R, des indices, tels que pour r, ¢ R, on a

un r
(11) " = min 2

s le minimum est unique, l'indice p sera déterminé: p — r,.
Dans le cas contraire, on cherche D’ensemble R, R, des indices,
tels que pour r,e R, on ait '

Fz Tu
{12} W min et 3
qr. nER, 9
et ainsi cfi‘e suite, jusqu’a Pobtention de Pindice unique p.
b} Considérons maintenant un probléme de programmation linéaire
(P}, donné sous la forme standard, avec un systéme d’équations compatible
et non rédondant. Le probléme (P) peut étre ramené a la forme coronique

(13} x, =o'k > vx, (iefM—£)
IEL.
(14) 20, x>0 (ef—% [ef)
(15) f=t -;-Zz_.x;-—rnin.
5}

oll % est 'ensemble des indices des variables du probléme (P} et £ un
sous-ensemble de &, Pour résoudre le probléme (P} a I'aide de la méthode
(}e B_eale, on commence par des itérations courantes sur un probléme
élargi (P¥), construit & partir du probléme {13}, (14}, {15), de la manicre
suivante:

{(10) X =olx, + Y v, l=x+wy x, (e —5),
= 187,
(17) %0, 120, %20, ((efi—§ Icf)
(18) f=tyxy + 3 tix, = min.
ET.

ou'x.,, est une variable artificielle, la derniére équation {16} une équation
artificielle et % un nombre positif aussi petit que l’on veut. Le probléme

—
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{P+) est de la forme (1), (2), (3), avee N =1, 0, L =1L, 0 g0 =1,
g, = m, (l€8) et posséde une solution de base duale-réalisable immédiate,
parce que H =1L, 4 la premicre itération. Donc, on peut appliquer des
itérations courantes sur le probléme élargi. Evidemment, il faut tenir
compte de la présence du nombre w, 4 valeurs positives assez petites et
des complications dues & la charge de résoudre le probléme (P).

On applique des itérations courantes sur le probléme élargi jusqu’a
I’obtention d’une itération pendant laquelle: soit la variable directrice x
devient principale, soit le probleme élargi est résolu. Dans le premier cas,
cette itération continuera et il y aura deux possibilités: a) la solution
duale-réalisable correspondante est optimale; b} la solution duale-réalisable
correspondante n’cst pas optimale. Si 'on rencontre la premiere possibi-
lité, en laissant de cdté la valeur de x,, on obtiendra le programme optimal
du probléme (P). Si 'on recontre la seconde possibilité, apres Pitération,
on omettra P’équation qui contient x; et les termes en w, et Palgorithme
continuera sur le probléme obtenu. Ce dernier programme est équivalent
au probléme (P) et posseds une solution duale-réalisable immédiate. D’ail-
leurs, on peut aussi continuer les itérations sur le probléme élargi, jusqu’a
la résolution de ce probléme. Dans le second cas, il y a aussi deux pos-
<ibilités: a) s, =03 by 5, =0 {p crant Vindice de la variable principale de
cette itération). Si Pon rencontre la premiére possibiliié, le probleme (P}
ne possédera pas un programie optimal fini. Si I’on rencontre la seconce
possibilité, on travaillera comme dans le cas ol x; est, en méme temps,
variable principale, C’est-a-dire de la maniére décrite ci-dessus,

Remarquons que pendant les itérations sur le probieme élargi, 'zlgo-
rithme ne peut pas étre arrée€ a la premiére opération de P:itération,
parce qu’on a toujours g, 0. Les calculs seront un peu facilités, si Pon
prend, aprés chaque itération sur le probleme élargi, g, = 1; cela n’entrai-
nera aucune conséquence pour le résultat final.

3. Questions auxiliaires

Pour résoudre un probléme de programmation lincaire paramétrique
r:tionnel sur un intervalle de la forme (0, ¢}, ol ¢ est un nombre positif
sussi petit que lon veut, il faut savoir des procédés capables de fournir
les réponses aux questions suivantes: () Etablir les signes d’un nombre
fini de fractions rationnelles sur Pintervalle (0, =); (3 déterminer les
- . - . - r ? v, } .
fractions minimales d’un ensemble fini de fractions rationnelles, sur
Vintervalle {0, <).

Soent donnés m couples de polyndmes
19) Pin) = abin® o+ @iV (a0, 0K s
I
0: (1) = b 75 + o A B2, (B0, 0L < gy

(=1, 2,...,m}
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et
. Py .
(20) £y =2 o2, m),
O

les fractions rationnelies construites avec ces polyndmes.

Il est bien clair que pour établir les signes des fractions (20}, sur
Pintervalle {0, ¢}, il faudra établir les signes des nombres

(21) ci= ", (t.=r—s, i=12,.m).

Cette opération sera appelée, en ce qui suit, Popération («j.
Soit cti, ¢4*!,..les nombres définis par les relations

@i = biich,
(22} aril! = psictit! 4 puit et
on obtient
{23) Fi0) = etvisi L oclt it g (R), (i=1,2,..,m).

Il est & remarquer que le nombre f; peut avoir une valeur négative. En
général, il faut calculer au plus un terme pour chaque fonction f, (2},
(i =1,2,..,m), donc on emploie les mémes nombres (21} utilisés pendant
Popération («).

Alors, pour répondre 2 la seconde question, il faudra commencer
la construction de la matrice T'= (¢}, dans laquelle chaque ligne corres-

pond 2 une fonction f,{») et chaque colonne correspond a une puissance
de 7, (¢/=10, si j<Cz). On construit les colonnes de T de gauche & droite,
pendant la recherche de la fraction minimale sur Vintervalle (0, <).

Soit
(24) ¢, = m:n ¢, (4= ml;n th,

Pélément minimal de la premiére colonne déja construite; si le minimum
est unique, £, (») déterminée par la condition (24) sera Ja fraction mini-
male sur I'intervalle (0, z). Dans le cas contraire, on considére seulement
les fractions déterminées par la condition (24) et on construit la seconde
colonne de T. Sur cette colonne on reprendra le procédé, et ainsi de
suite. En général, la fraction minimale sera déterminée aprés un nombre
assez petit de pas. La fraction minimale ne pourra pas étre déterminée
par ce procédé dans lc cas ol elle n’est pas unique. Donc, en général,
le procédé conduira i la fraction cherchée.

Parfois, il est nécessaire de déterminer la fraction minimale d’un
ensemble de fractions qui contient des fractions identiquement nulles.

e
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Alors, en laissant de cbté ces dernicres fractions, on applique le procédé
aux fractions restantes, et on obtiendra & la fin la fraction minimale, en
cherchant le signe de fi {2). L’opération _ut111_see, pour donner une réponse
a {a question (B}, sera appelée en ce qu suit loperanlon g - .

Ajontons que pour résoudre, sur Pintervalle {0, £}, un probleme
paramétrique rationnel, par la méthode de Beale, il faut employer encore
une seule opération, que nous appelerons opération {y}: la substitution
d’un ensemble de variables directrices, par un autre, connaissant la nou-
velle variable directrice et la variable qui sort de Iensemble.

Pour la résolation sur un certain domaine, il faudra utiliser deux
autres opérations: opération (3} — la recherche de la plus petite racine
réelle et positive d’un polynéme — et Poperation (r) — le cl_langcfjmerllt
de Porigine des valeurs du parametre A, par une transformation ‘ed a
forme ) = ’y -+ 1. L’opération (8) réclame une méthode de la th?orle, es
équations algebriques, par exemple la méthode de Ba1rst.ow,,tan’dls.qu une
méthode de type Horner est suffisante pour ac,comp}ir Popération {}.

En ce qui suit, le nombre 7, sera appelé racine de la fraction

F (), si fl2)=0,ou 1f.(2) =0

4. L’algorithme de Beale pour les preblémes
paramétriques rationnels

Soit donné un probléme de programmation paramétrique sous la
forme standard ‘
{P) AX =b, X=>0, f=cX=min,

ot les dimensions des matrices 4, b, ¢, sont respectivement mXx7, m,\gl,
1% n et leurs éléments sont des fractions rationnelles dL’l paramétre réel
%, définies sur I’ensemble D. L’algorithme que nous développerens Ici,
permeat la résolution du probléme (P) sur Pensemble Q, sauf un enserpb]e
fini de points: A. D’ailleurs, les valeurs appartenant a A seront déter-
minées pendant I'application de Palgorithme. o ,
En anticipant, il faut dire que I’ensemble () des itérations di ’al-
gorithme, nécessaires pour la résolution du probléme (P), sur D—A3, est
formé d’un nombre fini d’itérations, qui appartiennent 4 un nombre fini
s de groupes d’itérations J, (k= 1,2,..., 9. Chaque groupe J, contient
un nombre fini d’itérations, pendant lesquelles on poursuit lcs’ob)ec_:ufs
suivants: a) résoudre le probléme (P) sur l’intervglle (0, s)',”b‘} déterminer
Pintervalle ouvert maximal (0,7%.), tel que les résultats, déja connus sur
Pintervalle {0, <}, restent encore vrais pour %€ (0, »); changer 2 en 2ty
afic qu’on puisse reprendre le procédé, p;ndant le"groupe drxte‘ratlons
J4r st E<Zs. Ainsi, le probleme {P) est résolu sur lmtex.'v'alle' ‘0, 7y) par
les itérations de .J,, sur Pintervalle (A, + 75} par les irerations dfe oy
etc. sur lintervalle (i, + 25 4 « + hy, + o) par les iterations de J,. 11
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est bien clair, qu’il suffit de donner ipti
quil seulement la descriprion d’u
quelconque d’itérationes de 1’algorithme, ’ e
¥ M 147 5
l‘Supposons qu'en appliquant les itérations d’un groupe d’itérations
quelconques on est arrivé 4 une itération sur un probléme (P*) qu’il faur
dérouler dans les conditions suivantes: a) le probléme (P* s trouve S0US

la forme
.r=,=;Z;ufxi, l=5"¢x, (feN-1L),
3 1£7
x>0, x =0, ( — |
- 5 {te N—L, lely,

s, =5, (1), wl=ul{}), ¢ =gq,6i2),
s E:;Ix.r = min.,
rEL

ou N est ’ensemble des indices des variables du probléme et [ un
sous-ensemble de N; b) il est disponible un nombre 7, tel que pour

chaque )\e‘{('), %), la marche de I'algorithme de Beale, eit éié exacte
celle des itérations précédantes du groupe considéré,; ¢) il est dispoilmli:‘)lllcE
une solutjop de base duale-réalisable sur liniervale .1'0 ), déterminé
pendant l’nerat’lm} précédente, qu’il faut remplacer par une .Sz)lution mm_ele
leu’re, 'duale-reahsable. Alors, les opérations d’une itération cou o
execu;sespsur le probléme (P*), sont les suivantes: e
_ . Par une opération {«}, on détermine Pensemb 2

gt =0, pour 2.¢(0,z) et I¢ H; puis, a I'aide des opératiollszr'S)' Iéxféeclugéu?
sur les g, (7¢ L), on détermine les nombres %/ (e L), les plus petites ra e'f
nes réelles positives des g, {/ ¢ L). Posons ’ , i

(28) %, = min (,, min7!);
!

al?rs q{>0 sur Pintervalle (0,2 ), pour tous /¢ H, tandis que, sur le
méme intervalle, ¢, < 0, pour tous /"¢ L — H. ’
- 11 y a deqx possibilités: a) Dans la premiére, H est vide, le pro-
€me (P*) est résolu sur Pintervalle (0, 7,): il Nexiste pas des rogr S
L’itération considérée est la derniére itération du groupe Sip7 g_ammes.
!;: tgro&lpﬁ considéré sera le dernier; si 7.,< - =0, aprésp ﬁne opéi‘atic.)'n ?}C)’
;{ ?:l(l)n:fe I(I::m;rlr:encel: un nouveau grou?_e'd’it_érations. b) Dans la secon.‘dtez
T su!_vanr:]oms un el:ment,_ I’itération considérée continuera par
1 e, sur Pintervalle {0, 7.,).
2°. Par une opération (%}, on détermine les indices p tels que

(29) * — min
9. 1sH 9,

sur intervalle (0, z). Supposons ’indi 1
el i para’métriqu que Vindice p est unique. Alors, la solu-
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30) Y=, xo= ', x=0, (feN—L, IeL, 15p)

est duale-réalisable sur Pintervalle (0, =), parce qu’on a
31} Y 420, (el
| ’\!, =5, 7 g, =2\ ( e L),

P

en vertu du choix de Pindice p et de Ia maniére dc conduire les calculs dans
Pitération précédente; puis, a aide des opérations (4] appliquées sur les
8 (le H), on détermine les nmombres 7! (/e H), les plus petites racines
réelles positives des & {I€ H). Posons
(32) ’, = min (>, minzi);

1ZH
alors, la solution (30) est duale-réalisable pour 7 € (0,75} et il faut passer
4 Popération suivante, sur Pintervalle (0,%;).

1 Par une nouvelle opération (o), on détermine Pensembie [C N— L
des indices, tels que #? <0, sur intervalle (0,2, pour i{€/; puis, a Paide
des operations (3), exécutées sur les uf ie N— L), on détermine les
nombres 7 (i€ N—L), les plus petites racines réelles positives  des
ur (i€ N— L). Posons
(35) 7, = min {7, min 2}

e
alors, ur < 0 pour 7.€ (0,2,) et tous ¢/, tandis que u. =0, pour 2€(0,72.)
et tous I’ e N—L—1.

Il v a deux possibilités: a) [ est vide; b) [ contient au moins un
élément. a) Dans le premier cas, le probleme (P*) est résolu sur Iinter-
valle {0, 7,): la solution de base (30) est un programme optimal du pro-
bleme, pour chaque 7. ¢ (0, 7). L’itération considérée est Ia derni¢re itération
du groupe. Si j.= 4 o0, ce sera le dernier groupe d’itérations, s
3.< 4 oo, il faudra commencer un nouveau groupc d’itérations, apres
une opération (7). b) Dans le second cas, I’itération continuera par Popé-
ration suivante, sur Pintervalle (0, 2.), pour obtenir une solution de base
paramétrique duale-réalisable, plus proche du programme optimal.

4°. Par une nouvelle opération (@), exécutée sur les wr{iel) on

détermine un indice %, tel que

(34) uh = min 7,
157

cur Iintervalle (0,¢); puis, a Paide des opérations (8) apphquées sur les
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g . . .

8 = ub —up, (i€ l), on détermine les nombres ;i

racines ré iti 3 (i '
réelles positives des 3 (i € I}. Posons

135) A = min (»

MWW%
i

alor i i i
8, pour trouver une solution meilleure, il faut introduire la variable
¢liminer la variable x,,

x:, dans I’ensemble des vari i i
§ iables directrices
de cet ensemble. o

5. Le changemen i

8 t des variables de 1’ense i

. [ r m i
trices, sera exécuté par une opération (y). e

Si l'itération considérée est la derniére itérati
g 2 . :

d 1térations, le probléeme (P*) est résolu mszr: lzfe;rsaet:lglr;lj dB . Feste &
examiner séparément le probiéme (P*) ;;our red - L
. 8i Pitération considérée n’est lerni

d’itérations, aprés les opérations 1°

sous la forme

pas la derniére itération, du groupe
—5°: a) Le probléme (P*) se trouvera

1 ! '
" ut uw
xX = X — x ] i ]
P up Tk 2w % upxk-[_zlu:-_!ui‘ o2
TeL "k & 1€ Uy !
i1%Ep Pp ‘

1_%x+2 9 . .
™ T2 q'"_'u;;u” ¥, ({eN—L, i#k),
1%p
x. 20, x>0, e N—L, le Ly,
5 5, .
f= w £+ (51 —= ui]xf=mm.

3

>

?nalgg_u:: a (P7}; b) il est disponible un nombre 7, tel que pour chaque
3 ees(i; 2:'2)1,!: Ja mglzc‘:‘he d; l’qlgorithme de Beale efit été exactement c?elle
o égnsb éia executées du groupe considéré; ¢ il est disponible la
o e ase (30 ccilu probléme {P*), duale-réalisable sur Pintervaie
, 2¥), minee pendant litération précédent i
mi) I e, par
base duale-réalisable meilleure. Donc, on peut’ rréprc:llgz?e S?igtlg;érge

tions 1°—5°, d’une itérati
) R nouvelle itération <
e e inneno du groupe, sur le probléme {P*),

,r . v . . . N » .

Po ipti
P u; arcr:l};;‘:sr lIa description d’l..II;l groupe d’itérations de Paigorithme
er, comment par [application des opérations de l’algo-,

rithme, le probléme (P) arrivera 2 Ia forme (£*), Jes conditions a), b}, ¢}
2 3

étant satisfaites. |

i, (1€1), les plus petites
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Supposons que, par une voie quelconque, on a ramené le probleme
{P) 4 la forme

=+ ok, (€5 —9
&L

>0, 130, (ied—%8 lef)

x:'
f=n+ tuxn= min .
12L

(=)

oit 9 = N est Pensemble des indices des variables du probléme (P} et £
un sous-ensemble de . Cette supposition veut dire que le systéme
d’équations _du probléeme (P) est compatible et non redondant sur
’ensemble D — A. Au probiéme (P) trouvé sous la forme (=) on attache
le probléme élargi:

— ! — (1 00— £)
xl-v’.xo-l—zlel, l=x,+w) x, (1€ £)

180 1L
[mt 20, x>0, x>0 (fed-—%, lef)
f=tyx, !-Ehx-'=mi“’
el

construite par lintroduction d’une variable artificielle x, non-négative, et
d’une équation artificielle qui contient le nombre @, une constante
positive aux valeurs aussi petites que Pon veut.

Chaque groupe d’itérations de P’algorithme, commence sur le prob-
leme élargi (=*). En effet, le probléme (=*) est de la forme |P*), avec
N ={&%,0}, L=4{0,q,=1, ¢q=2, {l€ £}, et pendant la seconde opéra-
tion de la premiére itération on obtient une solution de base du probleme
(=), duale-réalisable sur un intervalle de la forme (0, 2y), parce qu’a cette
itération H = L. Donc, on peut appliquer des itérations possédant quel-
ques particularités analogues 3 celles rencontrées en §2. Les itérations sur
le probléme (='), continueront jusqu’a ce qu’on envisagera une itération
pendant laquelle, sur un intervalle de la forme (0,%,): a) Popération 2°
donne la variable principale x,, ou b) ’opération 3° donne un programme
optimal du probléme élargi.

a) Dans le premier cas, Iopération 3° montre que, sur un certain
intervalle, soit quil est disponible un programme optimal du probleme
élargi, soit qu’il faut trouver une solution duale-réalisable meilleure.
$’il est disponible un programme optimal du probléme élargi, en laissant
de coté la valeur de x;, on obtiendra un programme optimal du probléme
{P); dans le cas 2,< + o0, aprés une opération (%) sur le probléme
élargi, il faut commencer un nouveau groupe d’itérations. S’il n’est pas
ainsi, en laissant de cOté, apres Pitération, Péquation qui contient x; et
les termes en gz, il faudra continuer les itérations du groupe par des
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1;31':;:;31:)115&:;1‘1;(l;)e)'probleme obtenu; ce dernier probléme est équivalent

b} Dans le second cas, on établit, sur un certain intervalle soit
s, 0, soit 5, = 0; Pindice p est Pindice de la variable principale. Si
550, le probleme (P} ne possédera pas un programme optimal fini;
aprés une opération (1), sur le probléme élargi (=), il faut commenccr’
un nouveau groupe d’itérations. Si 5, =0, il faudra continuer les itéra-
tions du groupe, en procédant comms= dans le cas ou la variable princi-
pale érait x;.

) Il’ restera & expliquer en détail, la maniére d’agir, si 'itération
déroulée d’aprés les regles de Palgorithme est la derniére i’tération d’un
groupe d’itérations, quand le probléme donné n’est pas encore résolu
sur Pensemble D—A. Il y a au moins les deux alternatives suivantes:
[) appliquer Popération (A}, nécessaire avant le commencement d’un
nouveau groupe d’itérations, sur le probléme obtenu, avant [P’itération
p.e:n'dar'lt laquelle on a trouvé Pextremité droite de Pintervalle, en laissant de
cOté Péquation directrice correspondante et en ajoutant une noiwelle équation
directrice de la forme 1 =x,+ w ) x5 2) appliquer I'opération () néces-

. i

saire avant le commencement d’un nouveau groupe d’itérations, sur le
pfobig:me ¢largt avec lequel on a commencé les itérations du ’groupe
D’aprés notre expérience de calcul manuel, il nous semble que la meilleure
est la seconde alternative, car on rencontre souvent, un programmec de
départ obtenu par le procédé décrit dans la premiére alternarive. D’ail-
leurs, la seconde alternative est plus élégante et peut-étre plus . simple
du point de vue de la machine, Méme dans la méthode de Gass-SaaFt,y
on rencontre des cas, olt le programme optimal sur un intervalle
est plus loin du programme optimal sur Pintervalle voisin, que le pro-
gramme de départ initial. On peut donner des exemples. | :

En ce qui concerne les complications dues & la nécessité de trouver
un pgogramme_de départ au commencement d’un groupe d’itérations
d,apreg nous, il sera plus simple de dérouler toutes les itérations de
Palgorithme, sur le probléme élargi.

5. Convergence de P'algorithme

. Grice a la convergence de Palgorithme de Beale, employé sur
ll’ntprvqlle {Q, h chaque groupe d’itérations contient un nombre fini
d’lteratro’ns.. Aprés chaque groupe d’itérations, par une opération (»}, on
déplace lorigine des valeurs de %, dans une racine appartenant, au moins
a une des fractions rationnelles artachées aux solutions de base du
If).ro'ble’rpe’: élargi. Le nombre‘ de ces racines est fini, donc il y a un nombre
};11 dlte{atlons. Al?rs, aprés un nombre fini d’itérations, le probléme
(P} est résolu sur Pensemble D, sauf un ensemble fini de points,

eyt
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Rem irques. a} L’algorithme que nous avons développé est fondé
sur la méthode de Beale pour les problemes de programmation linéaire.
Cependant, parmi les opérations énoncées dans le sccond paragraphe, il
y a deux opérations qui n’appartiennent pas 4 cette méthode: le critére de
sortie, emprunté a la méthode duale du simplex et Popération nécessaire
¢i, aprés quelques itérations sur le probléeme élargi, on obtiendra son
programme optimal, avec s, = 0. b) Par les opérations (8), qui suivent
aux opérations {«} et (B), on nobtient pas toujours lintervalle rnaximal
sur lequel les résultats de ces derniéres opérations seront encore valables.
Vraiment, une fraction rationnelie change son signe sculement dans le
cas od la variable passe par une racine d’ordre de multiplicité impaire.
Toutefois, si les intervalles avaient été déterminés 4 l’aide des racines
de multiplicités impaires, certains intervalles pourraient contenir des
points ou les conclusions aient été fausses. Clest le cas rencontré, si,
sur Pintervalic considérd, il n’existe pas un progra.nme optimal, mais 2
Vintérieur on trouvera une racine de multiplicité impaire de lunc des
fractions qui déterminent cette situation. Par conséquence, il est préfé-
rable la marche indiquée dans la texte.

6. Thoérémes sur la structure des domaines d’optimalité

Supposons, qu’au commencement de la résolution du programme
paramétrique, donné sur la forme standard les éléments des matrices A,
b, c, sont des polynomes en ». De méme, supposons que les réstrictions
ne contiennent parmi eux des équations redondantes. Alors, appelons
point critique d’un programme linéaire paramétrique résoluble, chaque
valeur 7 — »*, qui satisfait au moins 4 une des conditions suivantes: a)
il cxiste une forme canonique des réstrictions, qui n’est pas définie, pour
% =12*; b) le critére d’optimalité appliqué dans un voisinage assez petil
du point 7 = »*, donne des résultats différentes, 2 gauche ct & droite
du point considéré; c) le critére d’entrée, ou le critére de sortie, donne
des résultats différents, dans les voisinages droit et gauche, du point
.= 1*; d) il existe d’une cbté du point » = »* des programmes optima-
les, tandis que de l’autre cbte il n’existe pas tels programmes. Evidemment,
tous les points critiques du programme donné, ont été déterminés pen-
dant Dapplication de lalgorithme et se¢ trouvent parmi les points de
Pensemble A. Il résulte donc le:

Théoréme 1: Un programme linéaire paramétrique résoluble, posséde
un nombre fini de points critiques.

Mais, pendant la résolution, Palgorithme a donné aussi d’autres
points, qui me sont pas des points critiques: les racines de multiplicités
paires, des numérateurs des fractions qui interviennent dans les critéres
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utilisés; ces points qui ont échappé a I'algorithme, seront appelés points
critiques de seconde espéce. Une analyse détaillée pourrait donner des
indications sur la solution du programme dans les points de A. Parfois,
on pourrait obtenir méme la soluiion, sans aucune opération supplémen-
taire; par exemple, ce sera le cas, pour les programmes considérés par
Gass-Saaty.

Les points critiques déterminent sur ensemble D un nombre fini
d’intervalles. Dans les points intérieurs de chaque intervalle, le pro-

gramme a é1é résolu a I'aide d’une méthode pour les programmes ordi-
naires. On peut donc énoncer :

Théoréme 2: Si un programme linéaire paramétrigue résoluble
wadmet pas une dégénéréscence primale ou duale, dans un intervalle déter-
miné par deux points critiques successifs, alors ou bien le probiéme possédera
un programme optimal fini unigue, dans tous les points de Pinterpalle, ou
bien le probléme ne possédera pas un tel programme, sur Pintervalle entier.

Les conditions qui déterminent Pensemble des valeurs du parametre,
sur lequel une solution de base représente un programme optimal, sont,
en général, des inéquations algebriques non linéaires. Done, a Ia diffé-
rence du cas considéré par Gass-Saaty, il y a la proposition suivante:

~ Théoréme 3: En général, une solution de base d’un programme liné~
aire paramétrigue résoluble, représente le programme optimal sur une réunion
d’intervalles.
_De méme, I'ensemble des valeurs de 7, sur lequel le probléme ne
posséde pas un programme optimal fini, peut étre connexe ou non.
D’aprés nous, une étude approfondie sur les points critiques sera

bien intéressante et pourra conduire méme 3 une nouvelle méthode pour
la résolution des programmes linéaires paramétriques.
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z?S:Lfvl’RA STRUCTURIT DOMENIILOR DE OPTIMALITATE ALE PARAMETRULLI
FENTRYU PROBLEME DE PROGRAMARE LINIARA FARAMETRICA RATIONAIL {

Rezumat

Se intrebuintcazi metoda variabilelor directoare a lui E. M. L
Beale, pentru formularca unui algoritm de rezolvare a problerf;c-:lor' de
programarc.hmara paramelricd, ale carei date sint fractii rapionale de un
parametru 7. Acest algoritm permite demonstrarea constructivi a mai
multor teoreme, enuntate in uitima sectiune o lucririi., Se di la sfirsit o
bibliografic asupra lucririlor relative la programarea parameiricd ’

LU S S

CORELATIA LINIARA (C,m,) LA PLEIADE
DE

V. NADOLSCHI si GH. PROCOPIUC

1. Scopul prezentei lucriri este determinarca parametrilor principali ai corelatiel
(C, mﬁ} pentru roiul deschis al Fleiadelor. Aceasta determinare se face prin metoda dircctd,
mai exacti decit metoda frecvenfelor. Drept material empiric i~a folosit diagrama (C,mf,;
pentru Pleiade {plansa 12 din [1]'. Forma generald a acestei diagrame, in care cele 2G4
de puncte reprezentative formeazi o singurd secven(d linfard, nz aratd cd puiem sd ne
limitdm la calculul corelatiei liniare respective.

2. Calculul coordonatelor carteziene ortogonale (C,m,,) ale punctetor disgramei a
fost efectuat in modul urmitor. Diagrama a fost copiati pe cale §i introdusi, inire doud
plici plane de sticli, in magina de milsurat coordonate JKomes"~Zeiss Nr. 36603 a Obser-
vatorului Astronomic. Coordonatele punctelor au fost midsurate in sistemu! arbitrar al
instrumentului mengionat. In acelasi sistem s-azu masurat §i coordonutele a trei puncte
pentru care s¢ cunosteau C §i i, si anume :

A(— 0,55 17,5) — (462,65 246,3),

(1
e B(—05; 13,0) - (462,0; 174.8),

C(+ 1,53 17,5 — (B25,7; 246,3).

Cu ajutcrul acestor puncte se deduce wsor urmdicaiea rclajic de trancformaie de ia
sistemnul arbitrar (a, &) la sistemul (G, m,):

(2) C=(a—462,6): 31,6 — 0,53 m, = 17,5 = (24,3 — b} : 15,9,

Folosind aceste relagii s—au determinat indicii de culoare €= x §i magnitudinile
fotografice m, =¥ ale celor 264 de stele din roiul Pleiadelor. Aceste mirimi, precum $i
mirimile x%, ¥, xy necesare calcuiului parametrilor corelafiei, sint date in tabloul care
urmeazi, Ultima coloani conginind {x + y}* este datd in vederea verificari calculelor :

x4 v =Nt Nyt 2Y xy.

13— Matomaticd



