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On peut changer le repére de telle manicre que la cubique (15) prenne
une forme canonique.

On peut faire aussi une classification des opérateurs quadratiques,
de méme que pour les correspondances ponctuelles selon les divers cas
de la forme de la cubique (15). Pour le cas n — 2, cctte classification
est déja donnée dans un travail précédent.
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ASUPRA OPERATORILOR PATRATICI iNTR-UN SPATIU LINIAR
Rezumat

Se consideri opesratori dintr-un spatiu liniar R, cu = dimensiuni,
care au drept coordonate, intr-o baza, forme pitratice ; acesti operatori
sint pumiti operatori patratici. Se determini valorile caracteristice i
vectorii caracteristici (4), (5). Se atageaza acestor operatori functia vee-
toriali biliniard: xoy = F(x - y)— F(x) — F(y), care transformd spatiul
vectorial R, intr-o algebrd A, care este asociativa daca coeficientii forme-
lor pitratice satisfac relatiile de structurd (11). Se cerceteazi divizorii lui
zero in aceste algebre. Se dau iuterpretari geometrice si se exemplificd
in cazul spatiului cu trei dimensiuni.

QUASIGROUPES DE CARDOSO ET PSEUDOGROUPES DE ZELMER
PAH

A, SADE (France}

1. Introduction. La notion de quasigroupe soustractif, rencontrée
aussi par Whittaker [18] et Furstenberg [6] sous le nom de
demigroupe, Sholander [17], Cordeiro de Silva [5], Kazim-
Husain {7], Morgado [8], [9], est définie par Cardoso ([2],
comme satisfaisaut aux axiomes suivants. 8i Q= E(),

(1 vaek, Je, ae = a, (unité a droite),
(2) va, b, cek, (alic— (ac) b, (permutabilité 4 droite),

(3 va, b, ceE, a(bc) — c(baj, (loi de Grassmann),
(4) vacE, aa — ¢, {unipotence).

Un pseudogroupe de Zelmer [19], {20], [21], est un systeme multi-
plicatif, §= E(), satisfaisant aux axiomes

i5) vaeE, 3le, ae = a, (unicité dc I'élément neutre a droite),
(2) va, b, ¢ cE, (ab)c = (ac)b, (permutabilité a droite),

(6) va, b, cek, u(be) = [(abicle, {loi de Zelmer),

{7 vaeE, Ja'€E, aa’ — e, (existence d’un inverse 4 droite).

Un quasigroupe de Cardoso, [3], [4], est un groupoide K — {7 () satis-
faisant les axiomes

(N vacE, Je, ae — a (ncutre a droite),

(8 va, beE, ax — b (ebj (ea) = x, (quoticnt unique a droite),

9) va, beF, ya — b biea) — y, (unicité du quotient a gauche).
Toutes ces structur.s sont en connexion avec des structures con-

nues, (groupes, [9], quasigroupes de Bruck a propriété inverse, [15], quasi~

groupes demi-synétriques (A-Map «1ls sont idempotents), introduits par
Pauteur, |10], [11]).
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Schein, [16], a prouvé que tout pscudogroupe de Zelmer a pour
loi de composition @b —a.b.b, ot G —= (.} est un groupe abélien dia-
gonal. La démonstration utilise les quatre axiomes (2), (5) ©), (7).

On se propose ici de montrer que les quasigroupes soustractifs et
les pscudogroupes de Zelmer entrent dans une classe commune plus
générale dont chaque membre est associ¢ a un groupe (par isotopie}.
Cette correspondance, dans le cas particulicr des pseudozroupes, four-
nit une démonstration indépendante du théoréme de Scheinj cette dé-
monstration n’utilise pas Paxiome (2), qui se trouve ainsi étre une con-
séquence des trois autres.

La classe des quasigroupes dec Cardoso est plus large que celle des
quasigroupes soustractifs, et la contient, [15]. On verra en effet quetovt
guasigroupe de Cardoso résulte (par isotop’'e et par parastrophie) d’un
quasigroupe de Bruck a propriété inverse, [1]. La connexion des structures
précédentes avec les quasigroupes demi-symétriques a déja été signalée par
lauteur, ({14], p. 133).

o 'Définitions. G - E(.) érant un groupoide avec le signe opéra-
toire (.) sur Pensemble E, la transiation a droire A, , relative 3 Pélément
a de F est Papplication, ([14], N1, p. 121),

vxeE, A, = (x = x.a).
La rranslation ¢ gauche est
yxeE, Iy=(x—a.x)

Le groupoide G est diagonal, ([12], p- 210), si Péquation x"—=a a
une solution et une seule en x quel que soit ¢ dans L.

Un guasigroupe Q — E() sur I’ensemble E est un systéme multipli-
catif pour lequel, va€E, A, et I, sont dans le groupe symétrique &g
([14), p. 121). L’adjoint, R = E(.) = QP d'un quasigroupe Q = E(} est
le quasigroupe ([12], N° 2, p. 200), satisfaisant

va, b,ce E, ab=c¢Za.c =0

Le réciproque, H = E(3¢) = OP", est défini, (J10}, N°. 1.2, p. T4), par

va, b, ceE, ab=cZa=c#b.

Le transpesé ([13], p. 134), U= E(O) = QP3, de Q est le quasi-

groupe défini par
va, b, celf, ab=cZc(a=b.

L’adjoint, le réciproque et le transposé de O sont dits parastrophi-
ques de Q, [10]. Deux groupoides, G — E() et R= E(.) sont isotapes,
([12], p. 199), s’il existe trois bijections appartenant au groupe symé-
irique Gy, (p, ¢, ¥), telles que

VJC, ¥s Z EE: xy — Z:: («'\P) - (yg) = &,

& 22

R ——
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Un quasigroupe, O = E(), est demi-symétrique, ({11], p. 630, N°. 5,

[10], p. 92, NO. 18.7), il satisfair & D’identité

(10) vx, ¥, 2€E, (y)x =,

ou, ce qui revient au méme, yackE, A, I'; =1, ou encore, ab=cZca=20b

—'bc = a, ce qui exprime qu’il coincide avec son transposé.

Un quasigroupe & proprifté inverse et neutre bilatére de Bruck, ([1],
p. 24, Lemme 1, iv), est un quasigroup¢ Q = E() satisfaisant aux axiomes

(1 va€k, 1le, ae — ea = a, (neutre bilatére unique),
{12) vacE, Jla”!, aa~' = a~'a =e, (inverse bilatére),
(13) va, bekE, (abjp™! = a,
(14) va, bekE, a ab) = b,

ou (12) résulte des trois autres.
Un semi-groupe 2 translation identigue, ([11], p. 650, N” 26, ii) est un
groupoide satisfaisant & Pidentité

(15) vx, y€E, xy =1x, (ou A, =1).

3. Quasigroupes soustractifs. 51 Q = E () est un quasigroupe soustractif,
(1), Q est self adjoint,
(i3}, Q est réciproque d’un groupe abélien, G = E(3),
({ji), la loi de composition de Q est xy =x%y~', (Morgado),
(iv) Q est isotope de G par O = G(,q, 1), avec g = (x—=>x"1),
V) Q est un quasigroupe de Cardoso.
Preuve. (i), D’aprés la proposition N4 de [2], p. 9, on a

(16) va, b, x€E, ax=56_ ab = x,
donc QP* = Q.

(ij). Soit R = E(#)=QP" le réciproque de Q; donc
{17y ax=b_b¥x=a

ab=xT_x¥%b=a,
d’aprés (16),
b¥x=aTx¥b=a,
ainsi, R est abélien. Mais (3), en posant bc = ¥, ax =¥, ba = z, devient
cz — y. Donge, sur le réciproque,
x¥e=b A y¥x=a p ¥a=b=Dy¥kz=¢
XxXc=z2¥a Ay¥x=a=ykz=4
X, ¥, 2 €L, x¥(y¥8) = 2% (yHhx)
et, puisque R est abélien,
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¥ (y¥2) = (x MKz

(ijj). G - E(+) étant un groupe
byx—ab—=a¥x""
D’apres (17) ax—=b=b=a¥x",
(18) xy=x%y
ce qui est équivalent a @ ¥-b - a(ib), formule de M orgado [9]. On vérifie
sans peine que tout quasigroupe satisfaisant (18) obéit aux axiomes des
demi-groupes de Furstenberg. 7
(iv). Si H est isotope du groupe abélien G par H = E(.) = G(l,q, 1)
on aura
va, beE, axb—a.(bg)
et puisque ¢ — (x —>x '),
cxy ' =x. [y ) =x.y =%y,
donc H coincide avec Q.
(v). D’apres (2)
(eb) (ea) — [e (ea)] b.
D’aprés (3), (4)
(eb) (ca) = [a (ee)] b = ab.
Donc, d’aprés (16),
ax = b x — ab = (¢b) (ea), ce qui est (8).
Ensuite, d’aprés (2], p. 9, Propos. 4,
ya = b= y = blea), ce qui est (9).
Ainsi O satisfait 4 tous les axiomes (1, 8, 9) des quasigroupes de Cardoso.

La réciproque n’est pas vraie. Par exemple, si G = E() est un groupe
non abélien, le quasigroupe H = E(.) =G(l,4,1) dont la loi de compo-
sition est x.y— x¥y ! satisfart (1), (8)et(9) ma’s n’est pas soustractif
car il ne remplit pas la condition (2).

4. Pseudogroupes soustractifs. (i) Pour qu'un quasigroupe soustractif
soil un pseudogroupe de Zelmer il faur el il suffic qu'il soit isotope d’'une puis-
sance du groupe du 3ire ordre.

(i}). Pour qu'un pseudogroupe soir soustractif il faur er il suffit qu’il sour
unipotent.

Prewve. (i) Du théoréme de Schein [16], (Cf N 1, supra), on déduit
immédiatement que tout pseudogroupe de Zelmer est isotope d’un groupe
abélien G' = E(.) par

(1M S=G'(, ¢, 1, ¢ — (x.x>x) e

’.!'ﬁ.-—_-_—_l.ﬁ—-‘—c
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Supposons que S — F() soit en méme temps soustractif. Alors S sera
d’une part isotope d’un groupe abélien G = E(X) par
{3, iv) S=G{, ¢ 1), g=(x—>x",
d’autre part isorope de G’ selon (19). Eliminant 5
G=G'(, ¢¢% 1)

Mais deux groupes G et G’ qui coincident par une isotopie de Susc h-
kewitsch (1,m,1) sont confondus et m—=1; or ¢7l=g=(x—>x""),
donc m—1=(x.x=x)(x=>x"1))=(x.x>x"1),

ou x.x=x"" (x.x).x=1.

Ainsi, tout élément non identique de G est du 3ime ordre.

Réciproquement, si S = F() est le quasigroupe soustractif, de loi
xy— x.v ', construit comme réciproquc d’un groupe abélien G =EL{(.)
satisfaisant a la condition yx€E, (x.x).x=1, on aura y.y =y}, d’ou
(20) xy=2x.y"'=x.(3.9),
et d’aprés {16], S sera un pseudogroupe.

On peut réaliser S en lui donnant pour loi de composition

V' =V -V (V= (a,a,,..), mod 3),

dans un espace vectoriel sur Z/3.
(ij). La condition est nécessaire, d’aprés (4). Elle est suffisaate car,
puisque xy = x.y.y, on aura
—1 —

l=xx=x.xx"x.x=x"Zxy=x.971,

ce qui est bien la loi de composition d’un quasigroupe soustractif.
5. Pseudogroupes d’ordre m. Définissons sur tout groupoide G=E( )
Popération ax,, ol m est un entier rationnel et a,x, beE, par

(21} ax, = @, ax, = ax, ax, , = (@x)x et ax_, =b a= bx,.
Dans un groupe, de signe opératoire (.), représentons par x™ la

mizme puissance de x. Alors
Théoreme. Tout groupoide Q = E{ ) satisfaisant (5),(7) et

(21 va, b, cel, a(bc)= (ablc, m fixe ¢ZN\0,
(i). @ pour loi de composition
(22) xy = x.y", G=E(.) érant un groupe quelconque,
(i}, est un guasigroupe isotope de G par
(23) O G(l,q 1), ou g=(x"-—x}eS; est un auromorphisme de G e

réciproquement.
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(ijjy. St m-= 1, O est soustractif; si m=2, Q est un pseudogroupe de
Zelmer er, dans les deux cas, G est abélien.

(iv). [® /O [ (D] (2). _
Prenve. Si m est positif, (21) s’%crit, A étant la translation sur Q,
(24) Abr o A.‘ (A,-)m.

Sim=0, atbty =ab A, =4,
Si m est négacif et égal 4 —p, (21} devient

fabe)cp = ab > A (A = Ay,

ou
Ape = A (A P = A, (A
Ainsi (24) est vraie ymeZ.
(i). Soit C le complexe des translations a droite sur Q.
C=i{\,lxc E}.
), si b—e, A=A =1 [d'aprés (5], et (24) devient
A= ()™

Mais ece E, A\, €C, donc (A)"e€C, yce L. ‘

Ainsi C contient, avec tout élément A, sa puissance mi™.

II) Si &' est un inverse & droite, (7), de b, 00" == ¢, et sl ¢ =5, ona
Aps=A, =1, d’oit 1 =48,({),)".

D’aprés 1) (A.)"€C, donc C contient, avec tout élément (A,), son
inverse {A, ¥,

11} S1 dans (24) onremplace ¢ par un inverse 4 droite, ¢’, ¢elle devient
Ape = Ay ()"
Ay = Ap(A) 7L

Comme be'¢E, A, eCet A (D) TeC.

Ainsi C coatient, en méme temps que deux éléments quelconques (A,)
et (), le produit A,(A )7L Clest donc un groupe.

L’ensemble C = A} des translations de Q étant un_groupe de per-
mutations, si on dfinit sur £ une loi de composition E{(.) par

ou, d’aprés II),

(25) x.y=2ZAA =4,
G = E(.) sera le groupe abstrait dont C est une représentation. Alors,
daprés (25), A (A)™ = A, .w et, d’aprés (24)

Moz mmbo=b.c ™,
ce qui cst (22).

(ijy. 1 revient au méme de dire que ( est isotope du groupe
G=1E(.) par

Q E()-'G(l,q,l), Q“(x'"’—'*x)-
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Pour que Eg— FE, c’est-a-dire geGp, il faut et il suffit que g soit 11 sur L.

Réciproquement, si G = F(.) est un groupe quelcongue, le quasi-
groupe R -- E() défini par (22 satisfait visiblement (5) et (7); pour qu’il
satisfasse (21) il faur er il suffit que

Va) b, cE E’ a‘!-b.c.)..).m (ﬂ‘.b"”) i (‘!,_.. -lr).u-
ou, en désignant ¢ par d, ce qui est légitime puisque ¢ est bijectif
Vb’dEEJ (b'd').m i b.m.d.m.

Cela exprime que g est un endomorphisme de G, et comme g est 1—1
sur [, ¢’est un automorphisme.

Si m =0, ¢=(x" > x) = (¢ — x) ne peut étre un automorphisme que
si F| —=1. En fait, dans ce cas, (21) devient

a(bey = ab > bc — b.

Le groupoide O est un semigroupe a translation identique xy - x. Mais
4 cause de (5), tout élément, y, est égal a 'unité unique et {£} — {¢}. Le
théoréme reste vrai, mais G dégénére et devient le groupe du [ ordre.

(iij). Si m = — 1, Pautomorphisme (x.y)"'=x"1.y7!, 4 cause de

(x.y) "=y l.x', entraine la commutativité de G. Donc (3,1, 1jj), O est
soustractif.

Si m = 2, Pautomorphisme (x.y)'?=x.x.y.y entraine encore la
commutativité de G car x.x.y.y=x.y.x.y >x.y=y.x. Comme (2)
devient a.b.b.c.c =a.c.c.b.b, elle est satisfaite et Q est un pseudo-
groupe de Zelmer. On retrouve le théoréme de Schein {16].

(iv). Tout ce qui précéde dicoule de (3), (7) et (21) seulement, et
a été érabli sans supposser (2). La commutativité de G, dans le cas m = 2,
entraine A, A = A A, ou (ab)c — (ac) b, ce qui est (2). Ainsi (2) est re-
dondante dans la définition des pseudogroupes.

Remarque. Pour qu’un quasigroupe satisfaisant (5), (7) et (21) pour
m = r, satisfasse aux mémes axiomes pour m = 5, il faut et il suffit que

vxeE g={(x—2 1 =(x—>x7,

ou x°' — x°7, x "% = |, ce qui signifie que Pordre d’un élément quel-
conque de G est un diviseur de (r—s). Si r— 2,5 =— 1. r—s =3 ct I'on
reirouve N4, i,

6. Quasigroupes de Cardoso. (i) Pour qu'un quasigroupe de Cardoso
K, soit soustractif il faur que U, soit un awtomorplusme de K.
{if). Tour quasigroupe de Cardoso, K = E (), satisfait

Va3 b £ Es Aab Abr? 1,
(1jj). est isorope d’un quasigroupe demi-symétrigue, D, par
K(re: 1, 1)"_"D5
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(iv). est réciprogue et isolope d’un quasigroupe & inverse bilarére avec la
propriété inverse, S = E(.), et réciproguement, l'on a
xy=x.y L et K=S{l,g 1), g= (y—=>3 ")

ofr y~ est Pinverse de y dans §.

Preuve. (). Soit K = IZ{) un quasigroupe de Cardoso. Pour quil
soit soustractif, il faut que (2) soit satisfaite. En particulier, si a =&
¢ = ed, (cb) (ed) = le (ed)]b.

Mais e (ed) — d, (3], Propos. 1), donc

leb) (ed) = db = e (bd)}, ([3) Propos. 3)
(B, @V =(bd) I'...
(i) On a dp =[x = x (ab}).
Posons x(ab) = ¢, donc, d’aprés (9),
= ¢ [e {ab}].
Daprés [3], Propos. 3, x — c¢{ba), donc
Ay =[e(Ba)—>cl = (B

(ijj). Posons ex — X', On sait ([3], Propos. 1) que e{ex} = x, oU (x") ' =x.
Ainsi (8) s’éerit ab=c>c'a' = h, et par itération

ab=cca =b 28 () = a "be=a.

L’application (@ — a'}=(a—> ea) est égule 4 la translation I,.

Donc ab = ¢ (b yce = al’,.

Soit R= E((Q) =KP'* le transposé de K. Alors
25 ab—c:_':(b]‘,,)c:a]‘,,;‘_”(al‘,)@(bl‘,)=c
ou K(l‘ea l‘u 1= R.

Or le produit des trois €OmMposantes de P’isotopie, 111, = (T)r=1
est identique puisque (x')' =%, done, ([13], N° 14, p. 141), K est isotope
d’un quasigroupe demi-symétrique D

K, 1, H=D.

(On comparera avec [14], p. 133, II)
(iv). I). Soit § — E(.) le réciproque de K, & =KP", Sur § I’'axiome
(1) de définition de K devient

yaek, a.e =a
La propriéié [3], propos. 2, aa =e devient e 2 =4a; donc
(11) vyacE, e.a=a.e=a

Ainsi S est un quasigroupe avec neuire bilatére e.
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11). L’axiome (8) peut s’écrire
ya,beli, eb=y )\ ea =2\ a¥ b= x=ya.
Cela devient sur le réciproquc
y.b=epz.a=ef\b.x=a=x.3=Y;
et I’axiome (8) se traduit, sur S, par
(27) Vb,zeE,z.(b.x)—e:(x.z'u.b-- e.
En particulier, si z==¢
bx—elx.b=e
i x=b1Tbh=xT' 2T} =X
S posséde donc un inverse bilatére
(12) arl=ala=e
III). L’axiome (9) devient, en posant éa = %,
va, b, y€ £, ya=bpea=2 > bz = V.
Cela devient, sur le réciproque,

ba=yhz.a=e¢ y.2=0b,
va,b,z€li, s.a=¢ (b.a),z=b
ou cnfin
(13 (b.a).a~t =b.
Par itération de (27),
- g.b=x71,

(z.8).671,

bx=z'"x.2=10
(b.x) t=zct x 1.0
ou, d’aprés (13), x 1 p~1 =z, donc
(28) (b.)"t =x"L.67"
Appliquant (28) a (13),
bl—adfat.b™ "),

donc

] ==
—
-1

ou, d’aprés (12)
(14) al.(a.b)= b

Les conditions (11), (13), (14) définissent un quasigroupe de Bruck.

Enfin, puisque K est réciproque de S,

WX, ¥, 2€E, z.y=xT1xy=2
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Mais, dans 8§, ¢ = x. y % donc xy =x.y" !, ce qui est évidemment équi-
valent 4 K = S(l,¢, 1), ¢ = (x—>x~") dans S.

Réciproquement, si 8= (.) est un I.P. quasigroupe & neutre bila-
tére, ¢, et si Pon définit Q = () par xy = x.y !, on aura

(H xe—x.e ! = x,

Puis, ey —e.y ' =y !, donc

(8) ar=blTa.x ' =bx=0"1.a=b1la !~ (eb}ea).
Enfin

(M yr=by.a "' =b_y=b.amba"! = blea.

Donce ¢ est un quasigroupe de Cardoso.

Remarque. Un quasigroupe demi-symétrique n’est pas nécessairement
isotope d’un L.P. quasigroupe. L’univers des gquasigroupes de Cardoso a une
isotopie prés est donc inclus dans celui des quasigroupes demi-symétrigues.
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CVASIGRUPURI CARDOSO §I PoEUDOGRUPURI ZELMER
Rezumat

Nota pune in evidentd legitura dintre notfiunile de cvasigrup sus-
tractiv (definiti de Cardoso prin (1})—(4)), pseudogrup Zelmer (definit
prin (5), (2), (6), (7), cvasigrup Cardoso (definit prin (1), (8), (9, si le-
gitura acestora cu cvasigrupurile Bruck cu proprietate inversa (definite
de (11)—(14)).

Doi grupoizi G=FE () si R=FE(.) se numesc izotopi daca existd trei
bisectii p, ¢, r, apartinind grupului simetric &y, astfel ca: v x, ¥, z¢E,
xy =2z (== (xp).{vq) = zr.

Se demonstreazi, printre alte proprietdfi, ci: Un cvasigrup sustractiv
este un cvasigrup Cardoso. Pentru ca un cvasigrup sustractiv sd fic un
pseudogrup Zelmer este necesar si suficient ca cl si fie izotop al unei
puteri a grupului de ordin 3; pentru ca un pseudogrup sd fie sustractiv
este necesar §i suficient si fie unipotent. Definind intr'un grupoid G=£()
operatia ax,, prin (21) si notind x°™ puterea m-a intr’un grup cu operatia
(.), se demonstreazd: Teoremd. Orice grupoid Q=K () ce satisface (3), (7),
(21): (i) are ca lege de compunerc (22), unde G este un grup oarecare;
(ij) este un cvasigrup izotop al lui G prin (23), unde ¢ este un automor-
fism al lui Gsi reciproc; (ijj) dacd m——1, Q esie sustractiv, dacad m =2, ()
este un pseudogrup Zelmer §i, in ambele cazuri, G este abelian; (iv)
BGYA(BY A(T) => (2). Se mai demonstreazd ci: (i) Pentru ca un cvasigrup
Cardoso K si fie sustractiv este suficient cal’, si fie un automorfism al
lui K (x, = ax, xA, = xa); (ij) Orice cvasigrup Cardoso satisface A,4,,=1
s$i (ijj) este izotop al unui cvasigrup demi-simetric D prin K(I',, 1, 1)=D



