HOMOMORFISME IN INELE SLABE
DE
TUDORA LUCHIAN

Com wmicare presewtati Iy al Hi-lea Congres Duerbalcanic al Matematicienilor
din 12--17 seprembrie 1965 .

1. Notiunea de inel slab, introdusi de Al. Climescu in (1], apoi
in [2] intr-o formd mai generald, sc definegte in felul urmitor:

Se numeste inel slab R un grup adirtiv abelian in carc cxistd o a
2-a operatie, inmultirea, notatd ,,. “, ce satisface
(H x.0=x0 ¢ {2y 0O.x=zxy ¢
—unde o, ¥ sint endomorfisme ale grupului aditiv £ , ¢ un clement
constant din B, (din (1), (2) rezulti ¢ = 0.0) - 1ar celc doua operarii
sint Icgate prin legile de distributivitate:

(K] x.(yiotxO0=x.y"x. 3,
(h) (v +2).x+0.x=y.x - z.x.

Sc obgin inclele obiynuite in cazul particular cind ¢ = ¥ = 0 endomorfis-
mul nul $i ¢ = 0.
Din definigia inelului slab, se deduc r:lagiile:

(Ev)( : yi)z 3 ) = =D 3 3. 0) —
1 ) 1l

=1 =

c.1) — (- l)i G.y) - (m—Hn—1)c= Z(xf.yj)-—
i=l1 1,7

— =03 xe—(m—13%"y; 4+ (1 —nmnjc;
i i=1

(c.2) (—a).b= —(a.b) L 20.0);
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{c.2") a.(—b=—(a.b)y+2@.0;
c.3) (a—b).:*:a.za—b.z-}-().z;
(c.3") z.a— b =z.a—2.biz.0.

Dintr-un inel obisnuit R* se poatc construi un inel slal_)R'péstrind
grupul aditiv al lui R* si definind o noui inmulgire ,,.“ prin
(5) X.Yy=X Xy X+ ¥y 6
unde x X y este inmuljirea din R~ iar o, y §i ¢ au semnificatia de mai
sus. Reciproc, dindu-se inelul slab R-, T ii corespunde un inel obisnuit
R~ avind acelasi grup aditiv iar inmuljirea definita de
(5°) xXy=x.y—x.0-0.¥ 0.0.

Deci unui inel slab R* i se poate asocia in mod biunivoc un inel obig-
nuit R* . .

Introducerea notiunii de inel slab sugereazd o serie de probleme,
dintre care unele au fost tratate de Al Climescu [1], [2] i de autocarea
prezentei Note, [3], [4]. [5]. In Nota de fafd se va schifa teoria homo-
morfismelor in inele slabe. _

2. O submulfime 4 a unui inel slab R* se numeste subinel slib
daci este subgrup aditiv in R ¢i este inchisi pentru inmultirea ,,.
Daci A este subinel slab in R, atunci in mod necesar

0.0=ced,
0.y=yb+ced=yyed, Vyed,
x.0=xo -+ ced = xped, vxed,
din (B)y =% W y=2Xx.y— xp— yb —ced
i ultima relagie aratd ci relatiile (6} sint g1 §uficiente pentru ca un subgrup
aditiv al lui R, sd fie subinel slab; asa ca avem . .

Lema 1. O submulgime A este subinel slab in R- atunci si numai
atunci cind A° este subinel in inclul obisnuit asociat R, 4 contine ele-

mentul ¢ si 4, este invariant la endomorfismele ¢ si "~!J. ’
O submultime H a unui inel slab R* se numeste ideal slab drept dacd:

1° H este un subgrup H al grupului aditiv R ;
29 hr_0.r¢H, oricare ar fi A€ HgireR.

Un ideal drept slab H are in mod necesar proprietatea ca grgcpul sdu
aditiv H. este invariant la endomorfismul 2. In adevir, dacid in 2° punem
r — 0, si finem seama de (1), avem

BO—0.0=ho +¢c—c=hoeH, vheH.
Analog se defineste un ideal slab siing, prin 1° si
2 y.h—r 0cH, vheH, YreR

(©)

—— RS SRR e
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si aceasta implicd H, subgrup invariant la endomorfismul v. Un ideal
slab bilater se defineste prin 17, 2° 2' ¢i este, deci, ca subgrub aditiv,
invariant la endomorfismele ¢ si . Acestei definitii satisfac, in mod banal,
inelul slab R* si submuliimea formati numai din zero (ideale slabe impro-
prii). O consecintd imediaid a definitiei idealului slab este urmatoarea:

Consecinti. Daca H este ideal slab drept (sting, bilater) in R-,
atunci H este ideal slab drept (sting, bilater) §i in orice subinel slab A4
ce-l contine, H ideal C A subinel C R.

Se ytie cd, in inelele obisnuite, orice ideal este un subinel; aceastd
proprietate nu cste adeviratd, in general, pentru idealele slabe, dar se
demonstreaza

Lema 2. Un ideal slab drept (sting) H este subinel slab atunci i numai
atunci cind elementul ceH i H, este invariant si la endomorfismul ¥ (o).

Cici din 27, cu r =4, rezulid 'n

h-b' — 0.k = heH, deci h.A' =0k + h c¢H atunci gi numai atunci
cind Q.4 eH, adicd #' ¢ - c€H, ¥’ ¢H, in particular pentru 7' — 0, ¢cH,
deci &' Lell.

Consecintd., Un ideal slab bilater H este subinel slab arunci si
numai atunci cind cefl.

Existenta idealetor slabe (unilatere sau bilatere}, intr-un inel sfabR-
precum i legatura lor cu idealele inelului obisnuit asociat R este datd de

Lema 3. Conditia necesard i suficientd ca o submulyime F a inelului
slab R- sa fie ideal slab drept (sting sau bilater) este ca H sa fiec ideal
drept (sting sau bilater) in inelul obisnuit asociat R, invariant la endo
morfismul de grup aditiv 4 (respectiv 2, sau o ¢i o)

In adevir, din (5) sau (5') se deduce relatia
{7) hxr=1k.r—0.0]— 7
care demonstreaza lema,

Consecintd. Un ideal bilater H din R este ideal slab bilater
atunci si numai atunci cind A . este invariant la endomorfismele - si .

3. Homomorfismele inelelelor slabe se definesc in mod obisnuit:
vom spune ci aplicatia 7 aplici homomorf inelul slab R- pe structura
algebrica R' cu doud operatii + si., daca z satisface relatiile

(8 (r-m)Z=vh+rZ, (B (.r)7=0700.007.

Din faptul cd R’ ecste grup ab:lian §i (8) rezultd ci R este grup abelian
si 07 =0"¢R’. Apoi, din (1), {2) si (9; rezultd ca in KX’

{1 PLO = s, cu =y, O = ¢/,

(107 0.7v=(rnr+c,

in part%cular i0.0)7 =¢y sau (10" 0".0'=¢.
Fie H nuclewl homomorfismului 7

H—{hlheR, k=W =0 ek’}.
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Si demonstram ca H este ideal slab bilater in R, Se stie cd H . este
subgrup aditiv; apoi
(h.r —0.1')7_—/1'.:"-—(]'.1"—0’.1"—0'.1" 0,
deci 2°.0h.r — 0.reH, YheH, ek,

asa cd H este ideal slab drept. La fel
. h—r. =0 2. r.h—r.0eH,

Vom demonsira acum ci R este un inel slab. {n adevir, s-a \:ﬁz?tmlai
cus c¢i R’ este grup abelian; in R si definim o corespondentd ¢ prin
{1 ro = ()4 Cu reR-, v — 17€R

sau (rp) ¢ = (rp) L. L L : 1 rind
Corespondenta ¢', definitd de (11), este univocd: In primul rind
avem 0'¢’ = (0g)7 = 07 =0" g pentru orice xcH, avind xoeH, rezuld

(xp) 7= 0" = (xn g = 0'¢'; apoi, daci

(12) i h =1 =1 €R", 1y, 72 eR,
aceasta implica
(127) (o) 1= (ryp) 7, deci ¥ ¢ = (912 =12 @7
este unic determinat, cici
(ro) 7 — (ra@) .= P12 0y 1, = [(ry—r2 2]

i, conform cu definigia (11),

{r, —r) 9l % =" —r) 219 = ("4
si astfel (127) este justificata. Aplicatia ¢’ este un endomorfism al gru-
pului R, céci

v, reR, e =0 rywl s =0+ nele=

=t + (iDL =1
Endomorfismul ¢’ il vom numi endomorfismul indus de @ in R sau o’

endomorfismul asociat endomorfismului 5 prin homomorfismul 7. In mod analog,
. At A T . o i
endomorfismului ¢ a lui R 1 se asociaza endomorfismul ¢’ a lui R,

definit prin
(11) ¢y e ) 7, ek
unde r este o contraimagine oarecare a lui ¥ in R-. =
fomulgirea in R’ satisface relatit gga_loge _cul(l), $i (2), céci din (1),
(2), prin homomorfismul 7 si dupd definitia lui ¢, 4" rezultd
(x.0)7 = (x9) £ + ¢/ 874 (I'y . ¢ =x"¢ +¢'; la fel
2) O.x=xVY 4, yxerk

r

in particular 0'.0" =0"¢" ¢ = ¢

1_2}{)@1 -O'C’g'=0'
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Apoi relatiile (3), (4), prin homomerfismul # dau
3" X . (Y4 2)+x.0=x.y+x.5,
4" (y 2).x +0 .5 =y .5 —2.%.
Am demonstrat astfel

Teorema 1. Dacd inelul slab R* se aplica homomorf prin 7. pe struc-

tura algebrica R' cu doud operapii & ,., atunci R’ este in mod necesar inel slab,
pentru care consiamra ¢y = /= ¢, iar endomorfismele de definipie ¢', & sint
respectiv asociate endomorfismelor o si b prin homomorfismul 7, fitnd definite
de’ relapiile (11}, (117).

Consecinti. Daci 4 este subinel sleb in K-, atunci Ay este
subine! slab in R’

4, In acest paragraf vom demonstra teoremele de homomorfism ale
inelelor slabe.

Fie H- un ideal slab bilater in inelul slab R°. Se gtie ci mulfimea
R [H este un grup aditiv abelian, in care adunarea este definitd prin

(13) (a+H)+(p+H)=(a+b+H_.

Si aritdm ci se poate defini si inmultirea claselor.

Fie a=a’, b=b" mod H, sau a — a,b-beH".

Arunci (¢ —a’).b—0.bcH" conform cu 2 din definitia idealului;
dar conform cu (c.3)

(@—a’).b—0.b=a.b—a'.b cH" va.b=a b{idH").

Lafela.(p—¥)—a.0=da.b—a . b cH sa . b=a b ,(H), de
unde a.b=a’ . (H"). Aceasta justifici definirea inmultirii claselor prin.

(14) @+ HY.b+H)=a.b+ H.
Din (13) si (14) rezultd ci aplicatia
lypa—a-+ H:

este un homomorfism ce aplici R- pe multimea claselor, R*/H"; atunci
din teorema 1 se deduce

Teorema 2. Mulpimea claselor de vestwri ale inelului slab R relatiw,

la idealul siu bilater H+ este un inel slab, imagine homomorfd a inelulut R,
ale cirui endomorfisme de definigie simt . " date de

(11,) (r+ HYD = (ro) 4, =10 - H",\
(aty (rt HOYU =Py =ry -+ H,

1ar constanta ¢, = ¢fy = ¢ - H".
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Fie acum R’ un inel slab imagine homomorfa a inelului slab R :
R = R'7 si endomorfismele de definitie ale sale fie o', & (satisficind
{11}, (117). Se stie cd nucleul N, = Hal homomorfismului este un ideal
Jab bilater (§3) si ci grupul aditiv R' se aplici izomorf pe grupul aditiv
R/, prin aplicatia

i15) gy =1/ Hr+-H .
Aplicatia » este un izomorfism de incle slabe, cici dacd
n=nrean s He,

atunci r'.rll = (rLr - Faroyg b H =00 Hy.(r, — H).

Si verificim ci endomorfismele de definitie ale lui R /H", g, M —
ce sagisfac (11 (11;)J—sint asociate prin izomorfismul « endomorfismelor
de definifie ale Iui R, 7" ¢i & ce satisfac (11), {117, adici ar trebui sa
avem satisfdcure relatiile

(1) (r HYyd = () ®= ("5 7,

(at) o FHIY = (0 =0 e

fn adevir, servindu-ne de (11) si (117, apoi de definitia (15) a Jui =,
avem relatiile

(o) x == [ u) o= () w=rp - H",
[0 7] % = () o= b+ H-

£

o)

care, comparate cu (11g), (116) ne dau (i1), (11"). Am demonstrat astfel

Teorema 3. Dacd inelul slab R+ se aplicd homomorf pe inelul slab
R, atunci R’ este izomorf cu inelul claselor R*/H", unde H* este idealul slab
nriclen al homomorfismului considerat.

5. Si punem in evidentd alte proprietii ale idealelor si subinelelor
qlabe. Se demonstreazi simplu urmitoarele doud leme:

Lema - Interseciia a doud subinele slabe ale inelului slab R,
este un subinel slab in R,

Lema 5. Intersectia a doud ideale slabe drepte (stingi, bilaterale)
din R- este un ideal slab drept (sting, bilater).

Si demonstrim acum

L ema 6. Daci A este subinel slab, iar B ideal slab in R, atunci 4 N B
este ideal slab in A.

Cici, in primul rind, 4 N B’ este subgrup aditiv in A . Apoi fie
vedA N B'; cum B ideal slab,

.7+ —0.reB, r.x—r.0¢B, ¥reR;

e
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in particular x.a —0.a, a.x—a.0cB’, 4, yacA, ceea ce demonstreazi
ema.

Lema 7. Suma a doud ideale slabe drepte A, B (stingi, bilatere)
este un ideal slab drept (sting, bilater).

Cici se stie ca 4 * B este subgrup aditiv in R si daci a - beA -+ B,
atunci (@ + b).r—0.r=a.r4+b.r—0.r—0.r= (@.r—0.9+b.r—
—0.n)=a +bed B, yreR, pentru cd 4, B sint ideale drepte. La
fel se demonstreazi lema pentru A, B 1deale slabe stingi, sau bilatere.

Lema 7. Suma dintre un subinel slab 4 si un ideal slab bilater #
este un subinel sjab in R-.

fn adevir 4, - H, este subgrup aditiv in R si dacd a; + Iy, ap -+
+ hyeAd 4 H, atunci, cu ajutorul formulei (c.1) si tinind seama ci H
este ideal slab bilater,

(a“i“hl).(az",l‘hz) =a1.a2—}—a-,./lz—|— ]I].az+h[.h2—al.0—hl,0_‘0-a2”“
"‘—O,hz'l“ 0.0 = [(a],hz—a1.0)+(hl-a2_0.az) 'i— (hl'kZ O.hz)_
—"(h].O_O.O)] —" al-az =h+a€A+ H.

in legiturd cu homomorfismele, s¢ pot demonstra o altd serie de
proprietiti ale subinelelor §i idealelor slabe. S presupunem ci inelul slab R*
se aplici homomorf pe inelul slab R', R' = R:7. S-a vizut (§ 3, consecin{a
teoremei 1) ci atunci orice subinel slabal Iui R* se aplicd pe un subireal
slab din R’. Reciproca nu este adevirati, dar se demonstreazi ca la
inele obisnuite:

Lema 8 Daci A’ este un subinel slab in R’, atunci contraima-
ginea sa completd A este subinel slab in R- si contine nucleul homo-
morfismului.

Lema 9. Imaginea homomorf4 a unui ideal slab drept (sting, bilater)
din R- este un ideal slab drept (sting, bilater) in R'.

Cici, dacd H- ideal slab drept in R-, atunci Hy=H' este subgrup
aditiv in R’ st

hor—0.reH ,wrée R yheH
implicd, prin homomorfismul %
horr—0 " eHd

si se verificd usor cd relagia precedenta este valabili pentru oricer’ eR’
si orice h' eH'".

Reciproca este adevidratd in sensul urmator:

Lema, 10. Daci H' este ideal slab drept (sting, bilater) in R',
atunci contraimaginea sa completi H* este ideal slab drept (sting bilater)
in R si contine nucleul homomorfismului 7.

Cici H* este subgrup aditiv in R’ si pentru orice heH* §i orice
R, dacd r' = v7, k' = hy, atunci & .r' — 0" .» €¢H’', deci orice contrai-
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magine a acestei diferente apartine lui H*,in particular s.r —0.reH".

Deci H* este ideal slab drept.
Daci H' cste ideal slab bilater, i va fi ideal slab bilater in R;

existi deci inelele slabe R+/H - si R'/H', iar intre grupurile lor aditive
se stie cd existd izomorfismul

rH « ' H
Dar z pistreazd si inmultirea, cici
(ro HYy oty - Hy =r.ry+ He " s (rorpz | H o=y .71
H ="+ H).(r 5

S-a demonstrat astfel

Teorema 4. (Teorema a II-a de izomomorfism al inelelor slabe).
Dacé inelul slab R’ este imagine homomorfd a inelului sladb R, R" = R 7, iar
H' este ideal slab in R'. arunci contraimaginea sa completd H' este ideal slab,
ce congine nncleul Jomoworfismilui 7, dar inelele de clase respective sint izomerfe

R/H* 2 R'/H".

Se poate demonstrz direct si o teoremi analegd teoremcilde izomorfism
al inetelor obisnuitc; dar aceastava rezulta g1 ca o consecinta a teorcmei
ce se va demonstra mai jos.

6. Vom demonstra acum o teoremd analoga cu cunoscuta lemd a lui
Sassenhaus.

Teorema 5. Dacdin inelul slab R sint date subinelele A, B 5i complexele
A’, B' sint ideale slabe vespectiv in A §i B, atunci

A+ (ANB) ideal slab { A" + (A N B),
B | (B A') ideal slab C B + (B'n A4)

si inelele slabe de clase respective sint izomorfe.

Demonstrapie. 1) Ininelul slab 4, A" este ideal slab iar 4 B este
subinel slab {Lema 4}, atunci — conform lemei 7 — 4" -+ (4N B} cste sub-
inelin 4 (dect si in R'); cu acelasi rafionament aplicat inelului slab B, sec
deduce ¢i B~ (B A) este subinel slab in B.

2) A B este subinel slab in 4 (lema 4), 4" este ideal slab in A4,
atunci (lema 6) A’ N(ANB) = A B este ideal slab in 4 N B;acelasi
rationament aplicat inelului slab B, ne di A4 M B’ ideal slab in 4 N B;
lema 7 ne dii ci (4 E)— (4 N B) este ideal slab in inelul slabA N B,
deci existd inelul slab de clase

AnB _AnB _

= .
(ANB) (A" By H
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3) A" + (4 B) este evident subgrub in grupul aditiv 4] +
- (A DBy, ; pentru a arita ca este ideal slab, fie
a |-ded + (ANB), a +ded + (AN B), o, ajed’,
deANnB, d eAnB;
x={a'+d).(a]+d)— 0.(a -d) =a'.(a +d)+ d.(a, +4d)
2{0.(a, | d)) =[a". (a1 d)— 0.(a, +d)]+[d.a,—d.0]
—[0.a,—0.0]+ [d.4 —0.4]
Primele trei paranteze, din ultima expresie, apartin lui 4’, cici 4

ideal slab C A>{A N ByD (AN B'); ultima parantezi apartine lui AN B,
cici acesta este ideal slab in 4 » B, cum s-a ardtat la 2); deci

¥ a* |- d*ed L (An B, cu a*eA,d*eAnB.
La fel se demonstreazd ca
dy.a - d)—(a dl).OEA’ (AN B).

{a!'

Am aritat astfel cd A < (AN B’ este ideal slab in inelul slab A" +
(A B); exstd deci inelul slab al claselor de resturi

A -+ (AnB) _
A+ (AN B)
fn mod analog se justificd cxistenta ineluluislab al claselor de resturi
B' 4+ (Bnd) _ .
B +(BnA)
A) Lema lui Zassenhaus din tcoria grupurilor spune ¢d grupul
aditiv. 4+ (4B ) se aphcd homomorf pe grupul aditiv U, prin

aplicatia
fia,+d—d + H
«i nucleul homomorfismului este 4 + AnB), . Fiegia,+ d,~d, + H,
a,eA’, d, cAn B, atunci (q, +~d).{a,-- d) = [a;-(a, +d))— 0.(a, +d)]+
[d .a,—d, .0} 4 d .d,=a" + d.d,ed +(AnDB).
Rezulta c#
(@ 1 dy) . (an - dy) = a** d-dy.dye > 2dy . dy + H=(dy + H).(d2 - 1.

Decci 7 este un homomorfism de incle slabe
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A+ (ANB~U.

Nucleul homomorfismului 7 este idealul A’ - (4N B’); conform
teoremei 3, avem izomorfismul de inele slabe

Sdsdacim
A (AnB)
Analog, se giseste izomorfismul
Uz w,

Rezultd cd aplicatia ', este un izomorfism ce aplicd inelul slab I pe
inelul slab W, teorema 5 este astfel demonstrati.
In particular, daci subinelul BC A4, iar B’ = (0) idealul nul, se obtine
Teorema 6. (Teorema I de izomorfism al inelelor slabe). Dacd
in inelul slab A- avemun idealslab A’ §i un subinel slab B, arunci A’ este ideal
slab in subinelul A' + B, B\ A" este ideal slab in B §i inelele slabe ale
claselor de resturi sint izomorfe

4B __ B
A BnA

7. Vom numi gir normal, in inelul slab R+, un lant descendent finit
de subinele slabe ce in:epe cu R-

(16) R =R ORDR,..OR (DRD.OR DO =Rs

si astfel ci fiecare R, este ideal in R, |;sd observdm ci (0) nu este subinel
slab, dar este ideal slab in R, ,. Existd deci inelele slabe de clase

(1 ?) R'-"R], RI'I.RZJ rasy R{ l.'.Rf yeeny Rk ],"Rk = Rk 1

numite factorii sirului (16). Rafinarea unui gir normal, izomorfismul a
doua siruri normale, se definesc in modul cunescut. Este adeviratd
Teorema 7. (Teorema lui Schreier). Oricare doud jsiruri normale
ale aceluiasi inel slab R admit rafindri 1zomorfe.
In adevir, pe baza teoremei 5, sirul (16) si sirul

(16 R =0002..20-1202..20: =0

pot fi rafinate respectiv prin subinelele

(18) R“ 'RI_ (R InQ}), 1-= 1, 2:--., k:

j=0,1,.., s,

, =0, 1,.., &
(18" Qi Q8O ) O Ridy

J=1,2,..,3

pind la doui siruri normale izomorfe.
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Demonstratia este compler analogd celei cunoscute din teoria gru-
purilor sau modulelor; trebuie numai observat cd, in adevir, complexele
definite de (18) si (18) sint subinele slabe; cici, de exemplv, R;; este
ideal slab in R;; , (teorema 5) ¢i ceR,; peatru cd cel’; subinel; din con-
secinta lemei 2 (§ 2) rezultd ci R, este subinel slab.

Se deduce ci existd inelele slabe de clase Ry /R, si Q 1, i/Qn 8
ele sint izomorfe.

Se observi cd teoria sirurilor normale poate fi continuati intro-
ducind notiunea de sir de compozifie intr-un inel stab R- si sirurile de
compozitic din R- sint toate izomorfe, pe baza teoremei lui Schreier.
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WEAK-RING HOMOMORPHISMS
Abstract

A weak-ring R [1], [2] is an additive group in which a muliiplication
,,. ¢ is defined, and (1), (2), (3), (4) hold, where ¢ and v are endomor-
phisms of R: and ¢ a fixed element of R-.We may consiruct a weak-ring
R+ from an ordinary ring R*, by keeping the additive group of R* and
defining a new multiplication by (5); conversely, R~ can be constructed
from R- in the same manner and (5). A subset H*CR" Is called a weak
right (left, two-sided) ideal of R+ if H' is a subgroup of R and 27 (2,
or 2° and 2} holds (§ 2).

The additive group H  of a weak right (I:ft, two-sided) ideal is
necessarily invariant under the endomorphism ¢ (7, or and ). @ &

Lemma 2. A weak-ideal H* is a weak-subring if and only if it
contains the element ¢. Weak-ring homomorphisms are defined and the
following theorems are proved:

Theorem 1. If 7 is a homomorphism of the weak-ring R- into
the algebraic system R’ with two operations - ,., then R’ is a weak-ring
for which ¢, = c7 and its defining endomurphisms 7', ' are respectively
associated to » and ¢ under z, by (11}, (11°. £

sTheorem 2. If H: is any weak-ideal of the weak-ring R°, then
the cosets » - H* of H- in R* form a weak-ring R*/H", which is a homo-
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morphic map of R, and its defining endomorphisms @, V' are given
by (11, (115).

Theorem 3. If 7 is a weak-ring homomorphism of R* onto R/,
then R’ == R-/H', where H* is a weak-ideal, the kernel of the homorphism 7.

Theorem 4 is the analogous of the second ring isomorphism
theorem.

Theorem 5 is the analogous of the Zassenhaus lemma in group
theory. Subinvariant and composition series are defined and the Schreier
theorem is proved, for weak-rings.
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ASUPRA MATRICELOR TRIDIMENSIONALE

DE

C. REISCHER 35 M. BRANZE!

Dec la lucrarea publicatdi de Vandermonde in 1771, in care in-
troduce notiunea de determinant spatial pentru a determina pozitia
pieselor pe tabla de sah in timpul jocului, matricele si determinantii
spatiali au fost subiectul cercetirii multor matematicieni, care au
generalizat unele rczultate cunoscute din cazul matricelor bidimensionale,
aplicind in acelasi timp calculul matricial multidimensional la rezolvarca
unor probleme din teoria momentelor (cazul mai multor variabile), la
studiul formelor algebrice multidimensionale, la gisirea soluyiilor sis-
temelor de ecuagii liniare sau multiliniare prin formule de tip Cramer.

Dificultitile deosebite de scriere an ficut insd ca teoria matricelor
multidimensionale si fic putin dezvoltard si au impiedicat folosirea acestor
matrice ca un instrument de calcul, in diverse probleme in care apar.

fn aceasti Noti se di o reprezentare a matricelor tridimensionale
cu ajutorul unor elemente supuse la o lege de compozitie simpld, ceea
ce permite extinderea unor rezultate din teoria matricelor bidimensionale,
facilitezi efectuarea calculelor si simplificd scrierea formutelor.

O matrice tridimensionald 4 de tip (p, ¢, r) cste un sistem de pgr
numere a;;: (1 <i<p,1 <j<gq,1 <kr)dintr-un corp numeric oarecare

K, situate in punctele spatiului tridimensional Py, j, ). Se noteazd

A == (ar.ﬂ)°

Vom numi matrice cubice de ordin p matricele tridimensionale
pentru care p =g = r §i matrice tridimensionale p#tratice, acele matrice
pentru care doud din cele trei numere cc definesc tipul sint egale
intre ele.

Interpretim matricea tridimensionald ca fiind formatd din foi
bidimensionale, ale ciror elemente sint toate elementele matricei date
care au un indice fixat,

Alegem pentru foi directia j = coustant, deoarece in cazul ¢ =1,
matricea se reduce lJa o matrice cu doud dimensiuni; notim foile prin



