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morphic map of R, and its defining endomorphisms ¢, 'I" are given
by 11y, (11,).

Theorem 3. If 7 is a weak-ring homomorphism of R- onto R,
then R’ = R+/H-, where H" is a weak-ideal, the kernel of the homorphism 7.

Theorem 4 is the analogous of the second ring isomorphism
theorem,

Theorem 5 is the analogous of the Zassenhaus lemma in group
theory. Subinvariant and composition series are defined and the Schreier
theorem is proved, for weak-rings.
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ASUPRA MATRICELOR TRIDIMENSIONALE

DE

C. REISCHER si M. BRANZEI

Dec la lucrarea publicardi de Vandermonde in 1771, in care in-
troduce notiunea de determinant spatial pentru a determina pozitia
pieselor pe tabla de sah in timpul jocului, matricele si determinantii
spatiali au fost subiectul cercetirii multor matematicieni, care au
generalizat unele rezultate cunoscuie din cazul matricelor bidimensionale,
aplicind in acelasi timp calculul matricial multidimensional la rezolvarca
unor probleme din teoria momentelor (cazul mai multor variabile), la
studiul formelor algebrice multidimensionale, la giisirea solutiilor sis-
temelor de ccuagii liniare sau multiliniare prin formule de tip Cramer.

Dificultitile deosebite de scrierc au ficut insd ca teoria matricelor
multidimensionale si fic pugin dezvoltard si au impiedicat folosirea acestor
matrice ca un instrument de calcul, in diverse probleme in care apar.

In aceasti Notd se di o reprezentare a matricelor tridimensionale
cu ajutorul unor elemente supuse la o lcge de compozitie simpld, ceea
ce permite extinderea unor rezultate din teoria matricelor bidimensionale,
facilitezi efectuarea calculelor si simplifici scrierea formulelor.

O matrice tridimensionald 4 de tip (p, ¢. ) este un sistem de pgr
numere a5 (1 <i<p, 1 <j<g,1 <L) dintr-un corp numeric oarecare
K, situate in punctele spatiului tridimensional Py, 7, ). Se noteazi
A (at.k)'

Vom numi matrice cubice de ordin p matricele tridimensionale
pentru care p =g =r §i matrice tridimensionale pétratice, acele matrice
pentru care doud din cele trei numere cc definesc tipul sint egale
intre ele.

Interpretim matricea tridimensionald ca fiind formati din foi
bidimensionale, ale ciror elemente sint toate clementele martricei date
care au un indice fixat,

Alegem pentru foi directia ; - coustant, deoarece in cazul ¢ =1,
matricea se reduce la o matrice cu doud dimensiuni; notdim foile prin
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Ay Agyey 404501 g) sint matrice bidimensionale, cu clemente
by == ayx, cu j fixat, Atunci, matricea 4 se poate nota prin

(N A=Ae; + Asey + o A4y,

unde ¢, ey,..., ¢, sint niste simboli cu tabela de inmulgire e.e,, — &, 8,14,
= simbolu! lui Kronecker!.

Operatiile cu matrice tridimensionale se introduc atunci in mod
firesc. Astfel, suma a doui matrice de acelasi tip (p, ¢, ) va f1 0 marrice
de tip (p, ¢, ) datd prin

(2) A+ B=(A + B)e

unde B = Bye. | - + B, e,.

Avantajul interpretirii date apare insd abia la definirea produsului
a doud mairice tridimensionale 4 de tip (p, g,7) si B de tip (p,, ¢, ")-
Daci A si B satisfac o conditic de inlanguire, anume » = p; $i ¢ = gy,
arunci produsul celor doud matrice este o matrice tridimensionald de tip
(#5911}

(3) AB = (4 B)e; = 1+ (A, B))e,.

Pentru matricele cubice de acelagi ordin, formula (3) conduce tocmai
la produsul dat de Cayley-Scott [1], singurul produs care pastreazd
dimensiunea matricei si singurul care s-a pretat la generaliziri fructuoase
pentru matrice de dimensiune mai mare decit trei [!, 2]. Toate celelalte
produse a doud matrice cu trei dimensiuni introduse de Rice [1],0lden-
burger [2] Weyl [2] conduc la matrice cu patru, cinci sau sase dimensiuni.

Matricele tridimensionale pdtratice de tip (p, ¢, p) formeazi un inel
dir @ cu divizori ai lui zero, a cdrui unitate este matricea £ de forma

(4 E=1Fe + Eje, 2 .. + Ee,,

1, avind elementele 4,0 — 8.0

Cu ajutorul simbolilor (e, €3,....,€,), considerati drept bazi, purem
construi o algebri de ordin g peste corpul K. Matricele tridimensionale
pot fi considerate atunci ca matrice bidimensionale cu elementele in
algebra astfel construita,

{4, + Bie,,

(5) A=), s Qi€ @iy et ey

Aceastd noud interpretare a matricei tridimensionale justificd intro-
ducerea notiunii de determinant al matricei tridimensionale patratice ca
determinantul matricei bidimensionale (x):

(6) det 4 =det 4,¢; — det Aye, - i detA4,e,.

Pentru acesti determinanti vectoriali rimin adevirate o serie de
proprietiti ale determinangilor obisnuiti, printre care $1 aceea care
afirma ci

g
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N det (ABy = det A .det B.

Definind minorii de tip (m, g, m) ai matricei tridimensionale A ca
fiind minorii matricei bidimensionale asociate e¢i, adici: detM e 4+
+ det Mg, + - 4+ det M,e, unde det M,(1<j< ¢ sint minori de ordin
m formati cu aceleagi m linii §i m coloane ai fetei bidimensionale
A;1L5<q), se verifici prin calcul direct cd rdmine adevidratd dezvoltarea
determinantului vectorial prin regula lui Laplace dupd m sectiuni 7 = const.
sau £ ==const.; la fel, formula lui Binet- Cauchy asupra minorilor
matricei produs a doud matrice tridimensionale.

Vom spune ci o matrice tridimensionald pdtratici 4 este nesingulari
daci determinantul sdu vectorial nu este divizor al lui zero. Atunci se
poate vorbi despre matricea inversi a unei matrice tridimensionale pitra-
tice si conditia necesari §i suficientd ca o matrice A si admitd o inversi
este ca ea si fie nesingulari. Matricea inversd va fi:

(8 A t=Arle, &+ Arle
A-' avind acelasi tip ca $i matricea 4.

Se poate defini produsul unei matrice 4 cu un element al algebrei

liniare peste e, ey,...,¢,; fie A =2je) 4« + 28

(9 AAd = dpe + -+ 0dpe,

unde ;4 sint produse cu scalari ale matricelor obisnuite.
Plecind de la ecuatia matriciald

(10) AX = XA,

unde A este de tip (p,q, p), X este de tip (p, ¢, 1) iar A este de tip
(1,9, 1), se poate dezvolta o teorie spectrald a wairicelor.

Solugille A; si X; ale ecuatiei (10) le vom numi valori si vectori
proprii ai matricei A. Problema gisirii valorilor §i vectorilor proprii ai
matricei 4 se reduce la gisirea valorilor §i vectorilor proprii pe fete.
Vectorii proprit Xi , Xi, ..., X, de tip (p. g, 1) sint liniar independenti
dacd o relatie de forma

TlX"l 1 TZ‘Xﬁg T ‘!'a-\’h = 0,

¥

cu v (1. <A < s)in algebraliniard cu bazi (¢, ;,...,¢,), are loc dacd §i numai
dacdl vi (1 <k < 5) sint divizori ai lui zero. Considerdm cd doud valori
proprii A, si A, sint distincte, daca lor le corespund vectori proprii

Xy, X, liniar independenti. Atunci, dacd 71, %jzsees 2 sint valorile
proprii ale fetei 4;, o valoare proprie pentru 4 va avea forma
(11) Ay = }.,l;, € + )x,'zhez + -+ )‘,-q;,EQ',

unde #;,1%;,..,i, iau valori dintre numerele 1,2,..,p, ordinea nefiind
esentiald.



Polinomul caracteristic vectorial al matricei A este
(12)  Ca(d) = AP — AP 4] (=) By A (DT,
unde Y, sint elemente ale algebrei cu baza e, e;,...,¢,, funcgii simetrice
clementare de valorile proprii ale matricei A. Evident, ¥, = detd,
V= S =8(Ae,+ -+ S(Aye, S(4y fiind urma matricei ;.
Pentru o matrice tridimensionald pitratica A4 este adevidraid o teoremd
analogdi c¢u aceea a lui Cayley - Hamilton din cazul bidimensional

$l anume:
C(l (A) = 0 .

Demonstragia se face prin calcul, aplicind teorema lui Cayley-
Hamilton la fetele 4,(1 <j<¢) si reprezentind matricea A prin (1).

Se verifica de asemenea ci, daci A, (1 <Ak < p) simt valorile proprii
ale matricei 4, atunci matricea A4’ va avea valorile proprii A, tinind
seami de tabla de inmultire din algebra cu baza (¢, &5,...,2)).

Se pot introduce de asemenea factorii invarianti 1 divizorit elementari,
deci se poate ajunge la forma normald Jordan pentru o matrice tridimen-
sionald pitratici.

Folosind acelagi simbolism, forma Jordan pentru mairicca 4 va f
(13) J=Fiey + -+ ooy
unde ¥, este forma Jordan a fetei A {l <7< ¢

Dacd considerim transformirile elementare pentru matricele tridi-
mensionale pitratice, date cu ajutorul unor matrice de forma
(14) T=Tie,+ Toey+ o+ Tty
T:(1 <j<gq) fiind matricele transformdrilor elementare pentryu matricele
bidimensionale 4,(1 <j<¢ de tip p X p, atunci matriccle 4 s J sint
legate prin relatia
(15) A=PFP1,

unde P este un produs de matrice al transformdrilor elementarc.
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O TPEXMEPHBIX MATPHILAX
Peaicve
anBOﬂHTCﬂ npeacTaBiACHHE I'pe.{l\IC])IibIX CHAIROJIOB, HMEWIue npoc-
100l 3aKOH yMHO)KEHHs. 2TO NO3BOJSICT pPaCUIMPeNHC ONHLIX PE3YJIBTATOBR
H3 TeOpHH nByxmepuhlx MaTpuu i YII[)OLLLB.ET ([)O[Jhiy.ﬂbl H HeypelcHus c
TpeXMCprlllH MaTpHLAMH.

COMPARISON PRINCIPLE AND LYAPUNOV’S SECOND METHOD
By

V., LAKSHMIKANTIMABM and 5. LEELA

1. It 1s widely known that the comparison principle has been one
of the important approaches to Lyapunov’s second method, which
provides a convenient means of discussing the behaviour of solutions of

a given differential system in terms of the properties of the Lyapunov

function and the solutions of the scalar differential equation. The
advantage of the comparison techmque is in obtaining stability criteria
under rather less restrictive conditions than those demanded in the classical
theorems of Lyapunov’ssccond method. In particular, it often helps in
deducing asymptotic stability without the stronger requirement that the
derivative of the Lyapunov function be negative definite, which, in many
practical applications, is difficult to achieve. Morcover, the comparison
method is readily applicable to the questions of cenditional stability
and boundedness. [4].

Recently, Brauer [1] has proved a result which apparently sug-
gests that, in the case of stability, theorems stated in terms of differen-
tial inequality and the behaviour of the solutions of the corresponding
scalar differential equation arc not really more general than the classical
theorems.

The purpose of the present paper is to substantiate the generality
of the comparison technique. It is shown that whenever a Lyapunov
function exists satisfying the conditions of the classical stability theorems,
it is possible o find another Lyapunov function which fulfills the con-
ditios of the stability theorems in terms of differential inequalities. On
the other hand, starting with the stability theorems in terms of differen-
tial inequalities, we can arrive at the classical stability theorems, provided
some additional conditions are assumed, namely, in the case of stability
(simple or uniform) and equiasymptotic stability the assumption (a,) [See
(Theorem 2| and in the case of uniform asymptotic stability assumptions
(a,) and (3.9) [See Theorem 7].

- Matemaiicd



