SUR LES SYSTEMES DISSIPATIFS
b A

P. TALPALARU

1. Dans (1], B. P. Demidovic a donné un critérium de dis-
sipativité pour des systémes différentiels non-linéatres. Nous donnons
dans cette courte Note une généralisation de ce critérium en utilisant
un résultat sur certains espaces de fonctions.

Rappelons que le systeme différentiel

dx
(1 — = f(x,1}
dr ’
est dissipatif au sens de Levinson, quand toute courbe intégrale x = x(l)
du systéme entre dans un domaine borné D, le méme pour toutes led
courbes intégrales, pour 7 - T'{x].
Sous une forme précise ([3], p. 20) le systéme de plus haut est

dissipatif §’il existe une constante R =0 telle que lim | x{r; 2o, t0) = R,

[ ]
pour tout (x,,7,) du domaine ou les solutions existent.

2. Avant d’énoncer le résultat qui constitue I'objet de cette Note,
énongons le lemme suivant (d0 2 Demdovi¢):

Soient x — (x), Xpgoey %) € B (X)) = (f) () [ (3) yo0s fu () € CHUQ), ot
f.(20), (1 =1,2,...,0) sont des fonctions réciles et le domaine (X est un ensemble
convexe de Pespace euclidien I,

Si 2.(x) et A(x) sont le plus petit et le plus grand nombre caractéristique
de la matrice symétrigue

‘Ll_i " ) f)

dax; A, ’

alors powr 1ous le: points xQ er ¥ + Ax &) on u Pindgalire
(1) Fow (200, A <0 (AS (1), Ax) =2 Ay (A, Ax),

ol

Fo ==

2
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Af(ey==f(x -+ Ax)— f(o); 2, = mink (%) er Ny = max \(3) sur Pintervalle
E=xbrAx,(O=1- ()

La démonstration du lemme est donnée par exemple dans [1].

Considérons maintenant le systéme différentiel (1) ol f(x,2) e C (" 1),
I (t < r="00) et fix,n e C'(E") pour tout r fixée de [Pintervalle [',
et ! = o,

Théoréme 1. Sous les hvporhéses:

a)y Il existe wune matrice A =/{a;), 1 <1,j <n, constante, symétrigue
positive définie de maniére que la matrice

F(x,n = é. [(AF (3, 00) -+ (AF, (2, 0)]

a le plus grand nombre caractéristique
() Vo) = — 20 pour x| = Ry et tel,
(3) A, <o pour ||x|| < Ry et telt;

b) les fonctions fi0,1) er oty = 0 appartiennent a Pespace M des fonc -
tions mesurables, iniégrables Bochner sur rout intervalle compact [2], le systéme
(1} a la propridté de Levinson.

Démonstration. Considérons la forme quadratique

Vix) = (Ax, x).
Du fait que A est positive-définie er symérrique, on déduit
() allxl2g Vixy<bllx|e,

ou a et b sont le plus petit et le plus grand nombre caractéristique de la
matrice A.
Pour toute solution du systeme (1)

i

5) — = 2{Ax (1), x (1)).
dt
Posons maintenant x, — (K,/|x yx et écrivons (3) sous la forme
1 dV .
18) 50 AL (2,0, x) = (Af ) — Af(x, 0,58 — x0 - A (%, 1) —
2dr

—Af O x — x) A0 AF10,0, %) | Af 0,0, %),
En appliquant le lemme énoncé et prenant |ix (1) | == 2R, nous obtenons

(Aftx, 0y — Af (v, 0,2 — 2 <Ay lx — 5P — v ||x — %l ==

. 5 2
x| — Ryt = (@ - ”{,—”—Ro) <~ %lxlf pour rel,
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R
(Afix,n — AF10,0, %) = (Af (e, 1) — AF(0,0), %) v @ ix|2—
83

(N Rellx!, pour tel'
(Af(xp, 1) — AF (0,0, x — xp)

X = X
(A (3,0 Jf(o,n,x.-.)(R 1) <20 é(Rn U< o@R |1,

pour tel’,
(Af10,1),8) Al FO,00 ],

Par conséquent

1V ~ "Nl (2o By = AN O,00 | x
2 dr 1
et, en utilisant la relation (4), on a:
ar BV L 2y e
dt

) 2 v A 0,t
ou = ’ 0, hin P (1) R S0
2b d

Considérons maintenant I’équation scalaire
ir
i Brof 20 )
de

dont la solution, qui passe par ({), ry), est

r) = |lrpe ! e 2! _\e.zﬂ hiin)yda)?

et qui est lintégrale maximale par ce point.
En appliquant les résultats connus sur les inégalités différentielles,
on obtient :

Vix(e))y = rtn),

dés que V(0) < r;.

Compte tenu du lemme 2 [2] et du fait que f(0,¢t), () appartiennent
a M, et par conséquent la fonction /% (z) € M, il suit que la fonction r (7}
est bornée pour tout ¢ et par suite de la relation (4) toute solution du
systtme (1) entre dans le méme domaine D pour ¢ = T [x].
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Remarque 1. Danslecas particulier ou (1) = const. et | f{0,1) <
< ¢ = L oo pour tout/efl', on obtient le cas étudié par Demidovic.

Remarque 2. Quand My, 0 == — v 0O pour xel', rel et f10,0)e M,
le théoréme est aussi vrai et nous obtenons une légére généralisation du
théoréme 2 de Demidovic [1].

3. Considérons maintenant i c6té du systéme (1) le systéme perturbé
dx

(1 — =[x, 1) - Rix, 1)
dr

et voyons a quelle condition doit satisfaire R(x,1) pour quc le systéme
(1) soit dissipatif.

Nous avons lc¢

Fhéoreme 2. Supposons gue les conditions du théoréme | somr satis-
fattes et que

RN < ot xl,,

a1 (¥, ) est une fonction conttnue, smonotone non-décroissante par rapport a r > 0.
Alors, si Pégquation scalaire

du )

(7 o ‘2,; I A o, t) | /r(f)', «

dt

a toutes les solutions bornées (pur la méme constamey, le svstéme (1) a la pro-
priéed de Levinson,
Démonstration. Soit la forme quadratique de 1,

ix) = (Ax, x).

Considérons une solution x (#) du systéme (1') pour lagquelle nous avons

1 dV

2 dr = (Af (x,0), x (1))

{AR (x,0), x (1)),

En choisissant &; >0 ct |l (1} = 2R,, nous avons

av
(8 = < BV A+ 2R VIR 4 2(AR (x,0), x (1),
B et k() ayant la signification du § précédent.
Considérons I’équation
17

r=—8r4 2002+ 2)4 ‘*’{
a

I
I _,E
a )

qui devient
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. )
{9) W= Cut Ao+ ahi)
2
o u=|".
a

Des relations (8) et (9 il s'ensuit
Vit < uit),

ol #(s) est la solution maximale de I’équation (9) qui passe par le point
(uo,fo), dés que V([g} = U ([c). . o ) .
Cas particulier. La conclusion du théoréme 2 a lieu si nous prenons

o

w(r,) = pir, o -0 et \Hﬂdw oz o0,

.
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ASUPRA SISTEMEIL.OR DISIPATIVE
Rezumat

Se generalizeazi un rezultat al lui Demidovici asupra sistemelor
disipative. Rezultatul principal stabilit este urmatorul:

Daci sint indeplinite conditiile (a) §i (b), atunci toate solutiile sis-
temului (1) intrd intr-un domeniu D pentru ¢ = T [x] (Teorema 1). Acest
rezultat este extins apoi la sistemul perturbat (1) (Tecorema 2),



