APROXIMAREA SOLUTIILOR UNEI ECUATII DIFERENTIALE
CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL AL IV-LEA CU
COEFICIENTI VARIABILI
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intr-o Noti anterioara |2] am aplicat metoda retelelor la aproximarea
solutiilor unor ccuatii cu derivate partiale de ordinul al patrulea cu coefi-
cienti constanti, ce s¢ intilnesc in teoria elsticitatii.

In Nota de fari aplicdim aceeagi metodd pentru aproximarea solutiilor
ccuatiilor diferentiale cu derivatc partiale cu cocficienti variabili, de ordinul

al pacrulea:
Aa o gty i gl -t dgplbenz -1 Ayl - ay, ity |
bagltss A buy tay - b1yt + bgytys
| ot - dyy iy A digitye i
- eyotty + o1ty - Goott =1 (%, 3)

unde a,g, @y 5o, oo sint functiuni continue de variabilele x §i y care satisfac
unor anumite conditii pe care le vom enunfa mai jos.

Vom presupunc ci aceastd ecuatic admite 0 solutie unicd u(x,y)
functie de opt ori derivabild intr-un domenin ¥ din plan, care e mirginit
de o curbi Liapunov |'; accastd functie satisface pe frontiera ' la urméitoa-
rile conditii

2

e = 29 (%),
Hulr = 24 (%, 9)»

unde S este un anumit operator diferential de ordinu! al doilea care va
fi precizat in cele ce urmeazd, o, $i o, sint functii continue pe frontiera
I' iar f e o funcgic continui pe .

4 — Matematici
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§ 1. Generalitati asupra metodei I. In primul rind vom studia
conditiile in care este posibil sa punem operatorul ¢ ca produs de doi

operatori de ordinul al doilea  gi S:

(3 ¢l == 00
unde ,
2 & 7}
x=prP % 420 ey S SG SU A U A
dx* dxdy d y? dx dy
(4} ) 2 g2 2

d 7
== 2 C + D L~ 4+ G
c')x2+ Ox0y+ 2 ax+ iy

iar 4, B,C, D, E, G, P, Q, R, S, T, V sint functii de (x, y).
II. In al doilea rind vom gisi conditiile in care se poate folosi metoda
retelelor pentru aproximarea solutiilor unei probleme Dirichlet de forma:
2
(5) su—aL* L op.
J x* dxdy Jy?

2 2
O*u |-CO u-]-Da"—{-Eou—}—Gu——-s(x,y)
ax ity

cu conditia pe frontiera:

(6) U I -Sg(x,y).

III. In al treilea rind vom aproxima solutia problemei diferentiale
de ordinul al patrulea, folosind rezultatele precedente.

§ 2. Conditiile ca opzratorul d si se poatd exprima ca un produs
de doi operatori de ordiuul al doilea, Operatorul ¢ se scrie ca un produs
de doi operatori de ordinul al doilea W si & daci coeficientii: A4, B, C,
D,E,G,P,Q,R,S, T, V,a;, b.,,d,, e, g; sint legati prin sistemul de ecuatii:

AP = ay,
2(BP+ AQ) = ay, 2(CO+ BR)=uy,
CP+4BQ+AR=H22, RC=a04,

o(p%4 | Q%) L DP | AS = by,
dx Ay
4(P@+Q@) —;-2(Q0_A + R%)+2DQ+2SB+ EP+ AT =by,
dx ady dx dy
Z(PE'F 0’ +4’QOB+R?§-) -~ 2EQ + 2TB + DR + CS = by,
Ox dy \ Jx Jdy
Z(Q"C+R@)+ER+CT=%3,
ox dy

|
|
{
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. . , od
P«FA 20 02 A RO'}A‘—l—Q(Pr)D Q(JD)—%-S{}A e
i) dxdy oyt dx dy
GP+DS AV=d20,
2 E (E JE D 9D
2(PPB 20”2 4R b:)+2(1)ib+Q—]+2(Q‘ RO)+
o x? oxdy o y? dx dy dx ay

dx dy

2(5 B T[)B)+2QG—|-QBV+ES+DT—¢1’“,
0x Jdy
2 2 2 il ¥ e
pPC 120 SC Ra_c+2(foé+R‘f—b) +8°7 +
Dx? Jxdy o y? dx dy dx
f
2 2 2 ' G D
L SR T RN K RN
tx? Oxily dy iJx ay, o1
| ]‘E):‘[—) T SG+DV:€|0,
Jy
ENN 2K 2t J G
! I . 20 P E RU—IT-FZ(Q( G . Rr_r) A
o x¢ TJxdy ay? dx dy
F s GT BV = ey,
Jx dy
. . 9 P :
pPG 20 C 4 G4 §90 L 19C L G =gy
gx? Toxdy i dx iy

Aflirea coeficientilor 4, B,..,P, Q,..,V din acest sistem cllfere.nual2
este o operatie greoaie. Este evident insd cd se pot studia cazuri mal
generzle decit acelea pe care le-am tratat in (2], unde a,; erau constante
sib; d —e —g, =0 Vom da mai jos un caz particular, mai general
decit cel din [2].

§ 3. Metoda retelelor pentru aproximarea solugiilor unei probleme
Dirichlet. Vom considera o retea de pitrate de pas / care acopera
intregul domeniu 9. Scopul nostru este de a determina In nodorile
sitnate in interiorul lui @, valorile aproximative ale lui u, pe care le
vom nota prin «# cu indici: #(x;, ¥} =u;, X =X+ ihy ¥, = Yo+ Jh,
X, ¥,€D.

S3 aproximidm operatorul i prin:
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Ry =l u. |- 52 & _yd LA "
L = R T S A | -’—”N,- fjen | !-u. ”:—'I.j . -} 2, “-: i’j“y”_l |
_| B L arl 1.2 .
LER i e L i 311‘"r+l,1 I i;;“u, 1,12 g"j.‘:){::{il

Sa asociem ecuatgier (D), ccuatia

TE"E — LI "
8) R T L R T}i U =S,
. Car?gzvoltmd tm1 serie Taylor si comparind cu (5) obrinem un sistem
cunoscutele b4 M - ) ,
: le sint 2, o, By, vi, (m==1, 2, 3, 45 n=12).
entru aproximatia de ordin I in /, sistemul:

el a2 K] 4
51 s _ A - 21l sy gl
gt ottt a8 8 v+ =0

Baj i
1 2 __ 43 ot N w
h (‘7'.'}' + o‘.r.f 7’:‘;‘ sl ] p— ’_{)

ij Lij Iy ij?
hloly = o2+ 2 — 2+ B BD) = £,
: h? .
99 9 (1f-j 4 ’J-?J |- 7—;51 + 'f-,‘.} |- ‘;‘,'.j 5 ",-’;'3) Ay
he (5*.:_J —_ J?J — Jf) -- 7.;.‘}) = 2137._: s
hd(:ﬁ!. B Sl - S i~ B B - 1.3 T g
2 i if 1} i LEF ) SRR Ty ¥
este echivalenr cu:
B =G —u 24, -2,
i il i 12 i
20
asl i o 2y "
Ly (’1.1 llf . /12 -'la:..' 2
3 D L. 24 2C;; -F B;;
131 (G %) iy ] i) } i l o e
= g G T SR ),
{9 ul = ! (G 2.} -D'f;‘k” . 2C;, — By o s )
T 4 1 i1 i . = ([J YT')
4h 22 2 0 Y
|- D;—E; 24,—B 1
7= (G, —2)— 2 L. d] 1 a2
4 w T Tp®TY
1 D,--E;, B, 1
o= (G —a ) ——L T O 2 ) .
0T G T T T T B
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unde z, s ¥ rimin functii arbitrare, ultimele doud le presupunem = 0.

Pentru a demonstra ci sistemul (8) are solugic i ca aceasta cste
unicd e suficient si se arate cd sistemul omogen corespunzator are numat
solutia banald. Ultuma afirmagie rezultatd imediat dacd se poate aplica
principiul maximului (vezi [1]). Or, principiul maximului are loc numai
in cazul cind coeficientii =7, 8%, ¥ sint de acelagi semn (pentru a fixa
ideile, vom presupune acest semn pozitiv).

Si vedem, deci, in ce caz toti coeficientii sint pozitivi; Din (9)
presupunind realizatd aceastd condifie avem:

. 214:
0 < pf<— (o, - Gy — ‘FI >
. 2O
0<'l',7,- < —{v;— G;) - r][—z" s
D LE. 24 +2C. +B. B4+
(), C = T 7 i i) =I< i 2 <
(- If} Ju‘) Ak 242 2
(10)
‘ i D.+E
< — (G, — ) — "+
g IPRTE
- o — By 24,— BU/GEJ (- (. —G)+
] ( i DC'J) + Ak o )2 o 2 < i 15
_E_ 2C,—

4h om

De aici rezulid pentru o urmitoarele inegalitifi:

2 Dii-E; . 2By
“ij—ij> a ]_IQ(A{; FC,;+ By, %~ Gy<<—- y T
2 24,
®i G, > — B (A4 C,;— Bi}')’ L G,<— —hfjj
o Dii + Iiii sz; . QCU
% G-’j < A -+ —h"z‘“ ) g — G < — _iz; )
D, —L; 2By
%ij — G;‘j< : i 3 1'12] y

si de aici urmitoarele condifii pentru A, Bij, C.;, Dijs Ly, Gy
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A) 0: C,_)-O,

By < A4,,C,,
- 2 4RB..
12 Dyt Ejl <= (4, + Cy), 2 (dy+ Gy + 2B,
1 1 1

2 2 . 4B
D)= Eil <2 (As4 C), - (dy+Cy) = 150,

Reciproc, dacd conditiile (12) sint indeplinite, atunci se poate alege
o functie =, care si indeplineasca conditiile {11). O datd aleasi functia
2., putem alege pe 8% si v! ca si fie indeplinite inegalitigile (10} si
astfel toti coeficientii lui & sint pozitivi.

Pentru aproximatia de ordinul al doilea io 4, la sistemul (9') se adauga:
ard LV Y
" + (e I'; 0,

i

1 1 ] 3
P s A b B
1 a 1j 1]

al — ol o} — ot =0,
i if U 4
(139 cf.,!] -t a.'f}. -- ot';‘] — c/.:.j =0,
| E— N (e 4 P — e
iy i l % *iy + Br'j *Bu‘.-‘ =0
st noul sistemn va fi echivalent cu:
Dl'f = 11‘-} =0 ]
B! = Bt — Gij— oy Ay
LA 2 B’
% B GIJ i ) cl'j
(,'j 1’,, — 2 h? ]
(13)
gl gt i T Gy , 4+ Cij+ By
i i 4 ! 242 »
W= o = %1 G 4 A5+ G — By
S 4 2h2

Urmind acelagi rationament ca mai sus aflim in locul conditiilor
(12) urmitoarele :
[14] A,-j, —C,'j < B,‘j = Aj_;‘, C

Evident aceasta implici 4,;, C; > 0.

Observagie, Dacd am fi considerat any B, yn negativi, atunci inega-
litdgile (13) ar fi avut sensul invers.
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§ 4. Evaluarea diferentei Six — %u. Se poate verifica simplu ci

diferenta dintre Hu — Ju este:

= h
| Sy — Mu <3 i

MOy 1 1+ D+ BY | 18]+ 7+ 1)
! [ T,

unde Pu Fu 0 u |_03z.r :
M!(‘S}:max{ ax3’ |oxtoy| dxdyz|’ |9y
Folosind inegalititile (11), (12) obtinem:
= B A+ Ci; 4i;-+-Ci; A+ Gy A;+Ci|
ot — T | < MO [8 2t Sl | B2 | B 8 S
. . LA C
|20y £ G|, 2045+ C)| ?_(Anffrc,;)\4_‘2(A;;j ,)H+
i P2 2 2 h
= i M{3J40IA;‘,' %‘"C,‘]‘|<4—30'M£3) ;’l'-’; ’.'=maX(A,'j, C,‘j).
3

Daci se lucreazi cu sistemul (9') completat cu (13') atunci diferenta

dintre 3u — Hu este

—~ 4 ) Sy A |
st | 5 MEI6() 2 [+ 1 11+ LD+ 1B + 183+ 1+
' 13, 1o
RIS
§ 5. Aproximarea solutiei problemei de ordinul al patr‘ulea pentru
ecuaﬁa Qu = f(x, v} cu conditiile pe frontierd u .= ¢, (x, ¥}, x| =eq,(¥,5)
Vom rezolva problema in urmitoarele etape:
a) Vom gisi in nodurile retelei valorile aproximative z ale functiei
z care in interiorul lui 9 satisface conditia:
(17 Az = f(x,y) iar pe frontierd z|.= 9, (x,¥) - Bonr
b) Vom gisi valorile aproximative ale lui u(x,y) care in interiorul
domeniului @ satisfac ecuatia
(18) Siu — z(x, y) iar pe frontierd conditia u,. = ¢, (x,).
Fiecare din aceastd problemd de ordinu] al doileza.e:st‘e 0 problemai
de tip Dirichlet a cirei solutie aproximativd a fost gdsitd in § 3.

§ 6. Evaluarea diferentei du — cu. Vom aridta cd dacd presupunem
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S — 8w ¢i Ww— Xy de ordinul 1 sau respectiv de II in /i, atunci si

diferenta clu — ¢lu este de asemenea de ordinul lui /% respectiv al lui A2,
In acest scop s punem:
Sy — 8u=F(x, y)l; Ho—v==GCG(x,v)h
unde
F(x,3) | < ox MO

Gx, y) | <cp MP

T max (Ai;" QJ) b}
p—=max (P, R],

Wk fiind maximul modulului derivatelor de ordinul % ale functiei .
Avem apoi:

Sl — Quu == 30 (Su) — T (Fu) — 3 (S — Fa) |+ (0 — ) (0 — Flx, y) )=
= RIC(F) |- h G* (x, ¥) — hEG** (x, y)

unde
|H(F)| <" MP < ez MY, ot max (e | Q1)
|G* (%, 3) | <o MY L deos MB),
| G** (X, v) | < ez MiJ) <clpr Afff(‘"’.

Deci )

(19) [l — Au| << hw,

unde w se poate calcula din cele de mai sus.

Un caz particular a! formulelor (7). Am vizut ci formulele (7} repre-
zintd conditiile in care este posibili scricrea operatorului du ca produs
de doi operatori de ordinul al doilea.

Sd examindm un caz particular si anume acela cind:

(20) B=D=E=G=Q=S8S=T=V=0.

Atunci sistemul (7) se reduce la2 urmitorul :

P=a40_ R=£qg

bl C El
C)) g4 —ay AC +a C2 =0,

a3 =ay =0,

104 _ by 104 _ by
.. oy | A0x 207 C oy 20
(21) 10C _ b, 10C _ by
A f’)x 234(], CW 2£104,
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9 Lty
ay, 9°4  ag 7?4 dy
. A Ox? C 0y?
) a, PC  ay 0°C 7 )
A Ox? C ay?

Si notam functiile by/2a40, boy/2ap, &12/2a4, by/2an respectiv. prin

Ry, ke o B

Sistemu! (21**) se poate integra numai daci vor fi indeplinite

conditiile :

0/1.,
A(hlh!_akl)_'_c(_klhz_i_ -):0;
7, x|

e
(22) Ok
A Jz,kz—ﬁi) n C(——hlkz + 2)- 0,
dy ax
or, ca acest sistem si admitd solutie nebanald trebuie ca:
a oh
B hy — o hyky — — N
13 dy dy =
. oh, Ok A
B ST Ry .-
dx
Notam acest raport cu 7. De aici:
(2 i) C= rA4.
Acum sistemul (21) are forma urmatoare:
= gﬂ R = — Aoy
A’ nA’
( £ 34;:}~2—a22}\+a04'—03
aj3 = ay =0,
(25) e
" A ox A dy
M 2 04
0?.+7_.ﬂ= By U -,
dx A Ox dy A dy
2
il A - e =dy; dy =0,
(o2 A 0x2 w4 0y?
s =~ - a?_
Qa0 (EAJl_giﬁ _‘_}_92_/.1]“&’1(6_2,&,4_1._2 ﬂr)_x‘fi_i_}\ ‘Z
A \ox? dx ox  0x2] 2.A\9y? dyédy oy

)’*"doz-
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Din primele doui ecuatii (25**) rezultd

kydx
2121’?36 4= 25 ? )
Ok,
127) o{y)= ae S (7~fr= + jay dx)d"',

iar = e o constanti.
Deci operatorul & se va putea scrie sub forma:

A -(P a7 YR o2 )(Aé??u_{_cf)z:f.
dx? ay? Ox2 dy?

in cazurile in care » dat de raportul (23), va sati iile i i
: isface ecuatiil k
sistemul (23). ’ Il

§ 7. Studiul unui caz particular. Fie ecuatia:

G o 3G o e o

GOl F
Ox Ox dy dy

dxdy (9_x Jy

(62 G G\ F &F
S ~0
dx® dy* (ax-’ ayz)

unde G este m(.)duﬂluul lui Kirchkoff, iar F o functie continui impreuni
cu dervlvatele.ez' pind la ordinul patru inclusiv, intr-un domeniu inchis D.
Acegi;ta eg:ualpe intervine in determinarea componentelor deplasirii in cazul
problemei elasticititii plane pentru medii neomo i i
) ene, izotrope -
s:bile [4]. e Fe heompre
Coeficientii operatoruiui @ vor fi:

(28)

A = @y — G, a4y =2G; ay=a; = 0,

oz oG
byy = by = 2 ax 3o by = by =2 o 3
agG EG o] .
dyy = .,—a RER _'6—6—@5 112462(;
9xz gyt axt gyt dxdy’

€ = &y = gpo = 0.
Ecuagia de mai sus se poate descompune in felul urmitor:

o a2 & 52 a2 9
: D )p R _
('3.1:~ dy? Ox ( dx* - dy* + Tay u V) F=0

e
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unde oG oG aG
2 9G 7 7
p=-22 P=R=G T=2—2, V=— —+—.
G fx dy ox dy
GG satisface urmitoarea condifie
2 (G2
AG = ° )
G\ ox
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L'APPROXIMATION DES SOLUTIONS D’UNE EQUATION AUX DERIVEES
PARTIELLES DU QUATRIEME ORDRE A COEFFICIENTS VARIABLES

Résumé

On donne une méthode numérique pour Papproximation des solutions
d’une équation aux dérivées partielles du quatri¢cme ordre a coefficienrts
variables du type (1) qui satisfassent aux conditions (2}, (3}; X et & étant
des opérateurs du deuxiéme ordre.

Ce probléme se rencontre dans la théorie de I’élasticité pour la déter-
mination des composantes du deplacement dans le cas du probleme de
élasticité plane des milieux non homogénes, isothropes et incompressibles.

Pour trouver la solution approximative de Péquation envisagée on
divise le probléme en deux problémes du type Dirichlet (17) et (18) dont
la solution par la méthode des réseaux est déja connue.

Pour approximer la solution du probléme de Dirichlet pour I’équation
Su = s{x, vy} avec la condition sur la frontiére u1 = s, (x, ¥l il faut que
la condition {12) soit réalisée. On étudie le probléme quand I’approxima-
tion de la solution est de Yordre % ou A~

Dans le dernier § du travail on examine les cas particuliers (20) et
(28} utiles, dans la théorie de 1’élasticité.



