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LUCIEN GODEAUX (LIEGE).

Il y a un certain intérét, en Géométrie algébrique, de disposer d’un
certain nombre de modéles de varietes algébriques. 1l arrive en effet qu’en
érudiant celles de ces variétés possédant certaines propriéeés, ces modeéles
permettent de vérifier si les variétés obtenues cxistent. Clest ainsi par
exemple que Pexistence de surfaces non rationnelles de genres p, = p. =0
apermisd Castelnuovo d’orienter la recherche des conditions de ration-
nalité d’une surface algébrique de fixer ’attention sur le bigenre Py [!}.

Le but de cette note est de construire des varistés algibriques pos-
sédant une variété canonique d’ordre zéro ou dont le systéme canonique
est constitué par les sections hyperplanes. Nous les obtenons en coupant
une variété de Segre par des espaces linéaires.

Rappelons que la variété de Segre représentant Jes couples de points
de deux espaces linéaires 4 r dimensions est unc variéeé a 2r dimensions
plongée dans un espace a r(r - 2) dimensions et d’ordre (2]

(2r)! - 2(:-+ yr+25..2r—1)
(ry r—1! '

Nous développons la question en supposant r=4, le cas ou r cst
quelconque se traitant exactement de la mémec maniére. Nous indiquons in
fine la généralisation au cas de r quelconque.

Ajoutons que nous utilisons certaines propriéés des involutions
cycliques appartenant 4 une varicté algébrique ; on les trouvera dans un
ouvrage récemment publié [3].

1. Considérons la variété de Segre VI' d’un espace S, 424 dimensions,

représentant les couples de points de deux espaces (v), {(z) 4 quatre dimensi-
ons. Si ¥g, ¥, ¥e, Vi, Vs €L 2p, 81, F25 T35 5y SONLT les coordonnées des points
des espaces (¥),(2), en posant

Xip= vz, (k=0,1,2,3,4
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les équations de la variéié s'obtiennent cn écrivant que le délerminant
Nl

a la caractéristique un.
Si Pon considére entre les espaces (y),(z) 'homographie y; = z;, on
obtient dans S.; ’homographie biaxiale harmonique H d’équations

‘OX:'-& =P\ Bie

Les axes de ’homographie H sont un espace o, 4 % dimensions

d’équations
X,', = 0, -\—ik —|— Xk,' = 0

et un espace 5, & 14 dimensions d’équations
Xy X =0

La variété VP nc rencontre pas Despace o, mais elle rencontre
Pespace o, suivant la variété de Veronese Q)5 obtenue en rapportant
proiectivefnent aux _hyperplans de 5, ie.s hyperquadriques de I’espace (y).
Les équations de Q}° s’obtiennent en écrivant que le déterminant s ymérrique

Xi. (X, = in)

est de caractéristique un.
L’homographie H détermine sur VI une involution du second ordre
I ayant comme unique variété unie la variété Q8. Pour obtenir une variété

image de P'involution /, rapportons projectivement les hyperplans passant
par o, aux hyperplans d’un espace X,, en posant

VY =X | X

¥ th ik ki®

Les équations de la variété image V3 s’obtiennent en écrivant que
le déterminant symérrique

Y. |, (Y, =Y)

ih i ki
est de caractéristique dewux.

Si ce déterminant est de caractéristique un, il représente la variété
dz Veronese $2/% qui correspond a4 Q!5, Cette variété est quadruple pour
la variété VE.

2. Les hyperplans passant par a,, découpent sur VP des variétés trans-
formées en elles-mémes par H. A ces variétés correspondent sur V3 des
variétés passant par la variété de Veronese Q19

L , y. .

Considérons en e¢ffet I’hyperplan passant par a,, d’équation
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! X, - X)=0.

:: Elevons les deux membres de cette équation au carré et remarquons
; qu’en tenant compte des équations de VI, c’est-a dire sur ceite varicte, on a
i X, — X)X, —X,)=e2(Y, Y, —Y, VY

¢ Nous obtenons I’équation

(1) B, (Y Y, — Yy Y)=0,

c’est-i-dire dans X, Péquation d’une hyperquadrique passant par la
variété Q1°,
; T

Désignons par A les sections hyperplanes de la varicte Ve et par 4,
les variétés découpées sur cette variété par les hyperquadriques (1.
] Considérons sur V' les variétés découpces par les hyperquadriques
0 de S, transformées en elles-mémes par H et ne passant pas par (ﬁs
axes 6, et o,,. A ces variétés correspondent sur V5 celles qui sont de-

N . Ll - . »,
coupées par les hyperquadriques Q' de X,,. Faisons varier O d’une
' maniére continue et faisons-la tendre vers un hyperplan passant par o et
1 compté deux fois. La variété corr:spondante sur Vs est 24. Si au con-
£, traire nous faisons tendre Q vers un hyperplan passant par oy compte
deux fois, Q' tend vers la variété 24, augmentée d’une varicte R équi-
valente, au point de vue des transformations birationnelles, au domaine
de Q)6 sur V5. On a donc

e L

24 =24, + R
Les variétés 4, sont d’ordre 33 et les hyperquadriques (1) rouchent
la variété V¥ en tout point d’intersection en dehors de QY. .
3. Observons qu’a une section hyperplanc X a, X, = 0 de V{'corres-
pond une réciprocité X a; y; 2. =0 entre les espaces (y) et (2). '
Si nous considérons la section V1® de V}® par un espace S, a20

dimensions, c’est-a-dire par quatce hypsrplaos, les couplgsj de points y, 2
sont homologues dans une transformation birationnelle 7' qui fait corres-
pondre aux hyperplans de Pespace (y) des hypersurfaces du quatri¢me
ordre passant par une surface 3, du dixiéme ordre et mversement.

Pour préciser, si les équations des quatre réciprocités sont

2y T 2 Py T F P TR T2 0, (i =1,2,3,4)
ou les fonctions 7 sont linéaires par rapport aux y, a I’hyperplan
hoZo -k Mz A+ loZyt hyzy 1y 2 =0

correspond dans I’espace (y) I’hypersurface
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" A A A IS

| P P %z Y P
Yw Pu Pm Pu Pa =0,
! P Py P Puz Pu
“u Fau P Pa Ty
du quatriéme ordre, passant par la surface A du dixiéme ordre, d’équations
lou|l=0. (1=1,2,3,4;k =0, 1,2,3,4).

A une section hyperplane de V' correspond dans I’espace (y) une
hypersurface du cinquiéme ordre passant par A. Cette hypersurface possede
une surface canonique d’ordre zéro, donc la wvariété V¥ a comme sections
hyperplanes des waridtés & itrois dimensions possédant une surface canonique
d’ordre zéro,

Considérons une dc ces sections, soit VI' et désignons par F ses
sections hyperplanes. Puisque la variét¢ considérée a une surface cano-
nique d’ordre zéro le systéme |F| est son propre adjoint et par conséquent
le systéme canoniquc d’une surface F coincide avec le systéme de ses
sections hyperplanes.

La section de la wvariété de Segre V7. par un espace @ IS dimensions est
une surface domt le sysiéme canonigque est celui de ses sections hyperplanes
(surface projectivement canontque). Ses genres sout p, = p. — 19, p'ti =171,

4, Introduisons maiatenant ’homographie biaxiale harmonique I
définie plus haut. Les sections de la variéié V7 par des hyperplans passant
par ¢y ou par c,, sont des variétés sur lesquelles A détermine une in-
volution du second ordre.

Considérons un espace §,; @ 20 dimensions passant par - . L’homo-
graphie H détermine dans cet espace une homographie H' harmonigue,
ayant comme axes ¢y et uUn espace o, a4 dix dimensions, contenu dans ;.
Cet espace 5y, rencontre la variété de Veroncse QI en 16 points,

L’espace S, coupe V]° suivant une variété V) contenant une invo-
Iution du second ordre possédant seize points unis. L’image de cette
involution est dans X,,, la s=ction par un espace 4 dix dimensions de ia
variété V5. Cette section est une variété V)5 possédant seize points
quadruples coniques situés sur la variété de Veronese QS

La section de la variété VI par un hyperplan passant par g, est
transformée en elle-méme par H' et il lui correspond une section hyper-
plane de V¥ ne rencontrant pas en général la variété de Veronese V.
Considérons une de ces sections hyperplanes V™, Elle appartient 3 un

T
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des espaces a 9 dimensions somt des VANELES & trois dimensions
une surface canonique d’ordre zéro,

des espaces a 8 dimensions sont des surfaces projectivement canomqgues de
genres p o= p =49, pt) w 36.

Les surfaces F, onr les mémes genres que les surfaces F .

6. Les sonsidérations précédentes peuvenr s’étendre a I'érude des
variétés de Segre représeatant les couples de points de deyy espaces 4 »
dimensions, Les procedés de démonstration Sont exactement les mémey
€t nous nous bornerons i indiquer les résultats.

Une variété de Segre ViN représentant les couples de points de deux
espaces 4 r dimensions est d’ordre

possédanr

N~ 2 + U +_L2LL‘_(_2"_ 1}
h (r— |!

€t appartient a un espace S a rir | 2 dimensions,
La section de cetre variéré par um espace 4 r¥ Ly _ | dimensions
eést une variété a r— 1 dimensions dont la variéré canonique est d’ordre zéro.
La section par un €space a r2 L r—2 dimensions est unc variéeé a

¥ -— 2 dimensions dont le systeme canonique coincide avec celui des sec-
tions hyperplanes.

Si l'on considére un déterminant symétrique éir(r +3) lignes et
colonnes dont les éléments distincts sont les coordonnges des points d’un
espace X 3 ,ir(_r + 1) — I dimensions, la variéte dont les équations sont
obtenues en éerivant que ce déterminant a Ja caractéristique deux, est
de dimension 2r et d’ordre N. 8a section par un espace é%(r D —-2)—
dimensions cst une variére a r- | dimensions dont Ja “variété canonique

est d’ordre zéro. Les sections hyperplanes de cette variété ont pour
systéme canontque celui des sections hyperplanes si » 3,
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