O EXTINDERE A ALGEBRELOR POLINOMIALE
CU SCALARI REALI
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1. ENESCU

Contumicare prezemiald la sesiunca stiinpifica o Universitapit L4l 1 Cusy!
dice fusi, %5 — 2% acrombric 10957

1. In aceasta Noti, ne propunem construirea si studierea proprietdtilor
de structurd ale unor algebre real: de ordin 4n, cu ajutorul produsului
direct dintre corpul @ al cuaternionilor reali si algzbra polinomiali reald
generati de polinomul ¢ (7) — 2".

2. Fie muliimea perechilor ordonate (a, b; de cuaternioni realt undc
a=a, +ia:+jag+ka,sib=>5b +ib+ jbi + kb incarea, b (s =1,.,4)
sint numere reale oarecare, iar 1,1, /, & formecazd o bazd in ), cu tabela
de inmultire bine cunoscuid [1].

Definind suma a doui perechi in mod obisnuir, prin

(a,b) L (¢, d) =(a+ ¢, 61 d)
si produsul cu un scalar real prin
wa, b) = (ha, by,

mulgimea consideratd se organizeazi intr-un spatiu liniar de dimensiune
opt, V,, peste cimpul real.
Intr-adeviar, perechea (a, b) se poate scric sub forma

(@, b) = (a;+ fay + ja, + kay, b+ ib, 4 7y - Rba),

iar corespondenta {(a, b) = (ai, ay, @y, a4, by, b., by, b)) este biunivocd i
satisface cerintelor de izomorfism fagi de operatiile de adunare a pere-
chilor ¢i respectiv de inmulgire cu scalari.
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Atunci o bazd in V, este datd de perechile
{1 w, = (1,0), #e = (1, 0), uy = (7, 0)y 16, = (&, 0), 1. — (0, 1),
g — (0, )y w7 = (0, f), g = (0, &).
3. Definim in Vy produsul a doud perechi prin
2) (a, b) (¢, d) = (ac, ad -+ bc).
Se verificd distributivitatea produsului, definit prin (2), la stinga si
la dreapta, fatd de adunarea perechilor de cuaternioni:
(a,b)[(c, d) + (&, /)] = (a, b)(c -+ e, d - f) — (ale + &), a{d - f)+b(c te)
= (ac + ae, ad + af + be - be) = (ac, ad + bc) + (ae, af + be) =
= (a, 8)(c, d) + (a, b} (e, ),
[(c; d) + (e, /)] (a, ) = (¢ + &,d + f)(a,8) = ((c +&)a, (c +e)b+ (d+f)a) =
= (ca + ea, cb + eb + da + fa) == (ca, cb + da) - (ea, eb = fa) =
= (¢, d)(a, b) + (e, /){a, b).
Apol se vede cid:
©[{a, b)(c, d)] = [7.(a, b})(c, d) = (a, b)[n{c, d}]-
Intr-adevir
7](a, b) (¢, d)] = nlac, ad - bey — (r.ac, rad + 1be),
[n(a, B¢, d) = (ra,1.b)(c, d) — (rac, had -+ 2bc),
(a, &) [2(c,d)] = (a, &) (¢, »d) = .ac, rad - 1bc).

Tn sfirgit, notind cu: x = (a,8), y = (¢, d), 2 = {¢, f), sd verificim i
asociativitatea produsului:
xy = (ac, ad + be) ; (xy)z = lac, ad -+ beite, f) — (ace, acf -I- (ad + bc) e}
== (ace. acf + ade - bce);
vz = (¢, d) (e, [) = (ce, cf -+ de) ; x(v2) = (a, b)(ce, of + de) =
— (ace, a (cf + de) + bce) = (ace, acf + ade + bce) = (x y}=.
Se observd imediat ci produsul nu este comutativ, intrucit produsul
a doi cuaternioni nu are aceasti proprietate. De asemenea se constatd
ugor ci elementul u, — (1,0) are proprietatea (a, b)(1,0) = (1,00(a,) = (a, ),
oricare ar fi perechea (a,b).
Asadar spatiul liniar V, in care s-a introdus produsul (2), formeaza,

o algebri reals, fie ea A, asociativd, necomutativi si cu unitate principala.
O bazid in A4y o constituie elementele (1).

3' (O ENTINDEFE A ALGEREEIOR DOLINOMIALE - 3
Fie acum algebra polinomiald A, generata de polinomul () = 2%,

Se stie, [2], cd elementele ¢, ¢, ce formeazd baza sa de puteri, se Inmul-

tesc dupa relatiile:

{3) & =¢,ee=c¢=¢,6=0

Couasiderind produsul direct dintre corpul Q yi algebra H,,, o bazi
a sa este formatd, [1], cu elementele
2= le, =18, g, = je,, &= ke,

() '

somm les, 3¢ == ies, T3 = jeu, Tu= ke .

Tinind seama de permutabilitatea simbolurilor 1, i, j k fatd de e,
¢y, fapt ce rezulta din definitia produsului direct [1], calculul produselor
¢,¢, conduce la o tabeld identici cu aceea a produselor u, u;(h, 1= 1,...,8),
dovedind astfel

Teorema 1. Algebra Ay este produsul divect Q X H.,,.

Structura algebrei A, se pune usor in evidentd scriind tabela sa de
inmuliire in baza wu;:

U i, u, ity s i H i My

w, wy M. My My Wy W Mty U

Mo WL oM, My —My Wy —Us Ww —l

My My =ity —H, la  H; —ls —Hs —Uy

) owy, Wy —us —Hy N M i, —Hs

Ms s My oz w0 () 0 0

il e —us g —uy 0 0 0 0

My My oy —us Mg 0 0 0 0

e | 1y My —s —; () 0 0 0
Se vede cii elementele us, us, u;, us formeazi o bazi pentru algebra
nuli de ordinul 4, care constituie radicalul algebrei Ay, iar w), wy U3,

alcituiesc o bazi pentru algebra cuaternionilor reali, rezultat ce se poate
formula prin

Teorema 2. Algebra Ay este suma (nedirectd) dintre corpul Q i algebra
nuld de ordin 4 (radicalul) §i aceastd proprietate este pusd in evidenyd prin
tabela (5.

Remarcim faptul [2], ci, Ia fel ca §i algebra polinomiald (3), algebra
A este indecompozabild. Intr-adevir, fie x — (a, b} un clement oareccre
din A, si atunci avem x*= (a®, ab+ ba). Conditia x* = x conduce Ia
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sistemul de ecuagii cuatermionice «@® = a, ab--ba = b, care nu admitc
decit solutiile a =1 6=0 si a =0 b —=0, de unde rezulti ci algebra A
nu contine idempotenti diferifi de zero si de unitatea principali, fiind
deci indecompozabili.

4. Si considerdm acum algebra polinomiald / generatd de polinomal
w(2) = 2", Conform proprietdfilor ei de structurd, stabilite in |2], fie ¢,
€, €, baza sa de putert. Atunci avem el=e¢, e, =¢, e =¢,,. . e
= 2,5, =¢ g e2=0, de unde urmeazi ci e, = eh~lel™) = epti-z
=e si atunci

pbg=I1

e ydacd p4-gn 2
) e g =] P9 {(p. g = 1,2,...,0).
7 )0 daci p+gq>n |2 PrA=5E s

Reamintim apoi, asa cum s-a ardtat in [2], cd radicalul algebrei H

1
estc format cu toate clementele de forma > e, e, i cl indicele siu de
—_—

h

nilpotentd este egal cu ordinul » al algebrei polinomiale respective.

Construind produsul direct Q X H urmeazi c¢i o bazi a sa este for-
mata din ansamblul elementelor de forma le,, ie,, je,, ke, (p = 1,2,..,1).
Grupdm acestc elemente in n clase de cite patru notate respectiv prin
&1, fesendle, QUP L cUM urmeazi:

ky (le. B l.el s 161, kel) » &o=(lea, 1.‘323 j"-’:: /ceﬂ) s Sy T (16’,,, ie,,, jleu; Re,).

Notind <u «, un clement oarecare din grupa g, ¢i {inind seama de
permutabilitatea lui 1, 7, j, £ cu oricare e, precum si de relagiile (6), avem

) Ue, 1, — J Heppg—1 dac:.j. pra<nt?2
o dacd p+g=n+ 2.

Relatiile (7), impreund cu proprietifile semnalate ale algebrei H,
demonstreazi

Teorema 3. Elementele din clasa g, formeazd o bazd pentru o algebrd
de ordin 4 izomorfd cu corpul Q.

Lema 1. Elementele din clasele g., g,,...,8. considerare impreund, for-
meazd o bazd pentru o algebrd R, de ordin 4n — 4.

Lema 2. Algebra R este ideal pentru produsul divect Q X H.

Lema 3. Algebra R este nilpotentd de indice n.

Teorema 4, Algebra R este radicalul algebrei O % H.

Intrucit spagiile liniare generate respectiv de & 91 ansamblul ga,..., 4,
nu au in comun decit elementul zero, rezultd urmitorul

Corolar Algebra Q. H este suma (nedivectd) dintre corpul Q §t radicalul R.

Vom ardta acum cd algebra Q < H nu contine idempotenti diferift
de zero si de unitatea ci principala.
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Intr-adevir, fie @ = x |-y un element oarecare din Q> H, cuxeQ
si ye R Avem a* = x* - xy + yx - 3*. Conditia a* - a, conduce la x2
Xy - VX -+ y¥ = x -y sau

»

{8 X¥ e x =y — Y —xy — yx,

unde, evidenr, x* —xeQ 51 v — ¥ - axy —yxre R,

Intrucit O st X nu au in comun decit elementul nul, urmeazi ci
relatia (3) nu poate avea loc decit dacii cei doi membri sint simultan
nuli, deci: x* —x =035 ¥y — > xy - yx - 0.

Din x —x=0, urmeazd x{x e} =0 s cum x¢Q rezulj
x =0 sau x —e, unde e este unitatea principald a algebreir Q X H.
Dacd x 0 urmeazd ¢d y - y* =0 sau 3* =y, Cum ve R, tinind seama
de nilpotenta radicalului, rezultd cii relagia y* — ¥ nu poate avea loc decit
pentru y — (0, ceea ce aratd ci dacd x = 0, arunci ¢ = 0. Dacid x — ¢, atunci
a—=¢ |y si condifia a* — g ia forma e -2y -1 =¢ +y, sau ° = —y
ceea ce atrage faptul c¢i y» = ( -1)v/'y, care implicd din nou anularea
lui y, sya cum rezuled tinind seams de lema 3. Deci pentru x — ¢, rezultd
v=1{ 51 g = e, ceeace aratd ci singurii idempotenti ai algebrei QO H
sint elementul nul i unitarea principald, dovedind astfel

Teorema 5. Alyebra O - H este indecompozabild.
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UNE EXTENSION DES ALGEBRES POLYNOMIALES A SCALAIRES REELS
{Resumé)
On considére le produit direct formé par le corps O des quaternions

réels et Palgébre polyndmiale engendrée par o(3) = 2% et respectivement
Piry=1" et on étudie la structure des algébres obrenues



