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SUR L’EQUIVALENCE DE LA CONVERGENCE ET DE LA
STABILITE D’'UN SCHEMA ABSTRAIT AUX DIFFERENCES
POUR L’APPROXIMATION DES SOLUTIONS D'UNE
EQUATION NON-LINEAIRE

PAR
C. IGNAT

Introduction. Une question importante dans la théorie des schémas
aux différences est celle d’établir jes conditions nécessaires et suffisantes
pour la convergence des approximations vers la solution exacte du pro-
bleme donné. Sont bien connus en cetie direction le théoréme de Lax
j4] pour le cas linéaire et sa généralisation due 3 Ansorge [1] pour le
cas non-linéaire des problémes 2 valeurs initiales, Récemment, N. N. Gou-
dovitch [3] a érudié cette question pour un probléme linéaire dans un
espace de Banach. En retenant lidée de Goudovitch de Papproximation
sur des espaces-facteurs, nous nous proposons d’étudier Péquivalence
de la convergence et de la stabilité pour un probléme non-linéaire dans
des F-espaces.

§ 1. Familles d’espaces-facteurs attachées a des espaces
du type F

Soient F, et F, deux espaces linéaires, métriques complets {F-espa-
ces), dont les métriques sont o1(1t,v), (u,ve Fy) et 0s(f, 8 (f,g¢ Fo) respec-
tivement; A = {«,>} un ensemble dirigé, { Galucar {Halaca deux familles
de variétés linéaires fermées, G.C F,, H.C F;.

Pour une variété G, fixée (respectivement H,) considérons I'espace-
facteur F,/Gx (resp. FofH,) et convenons de not -t la classe correspondante
d'un élément x ¢ F, (resp. f€ Fy) par x. (resp. fa).

Dans Vespace-facteur ainsi construit nous définissons la métrique
d’une maniére habituelle par
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ey 6a(%ar 0) = inf ¢, (x + 2, 0p),
s{Gyg

(respectivement

(1) ro(f, U2) = inf o, (F + B, 02)),
heHy

ol 0, (resp. B} est Pélément nul de F, (resp. Fy) et 0, = G, (resp. 0, = H,).

En ce cas on sait que F,|G. (resp. F;/H,) est aussi un F-espace
(f2], 11, § 4, 13). En ce qui concerne les familles {F,/Galoca €t {FofHilaea,
on suppose qu’elles satisfassent aux conditions suivantes:

(1) Si x =2 ona G, Gy et HiC Hy;

(ii) aQ Gy = {4}, f__']H; = {0,} quel que soit %€ Ad;

(lll) heT Ox (;1)61) =N (u: 01)3 lim Ta (:éi: ‘6'0&) = P2 (g) 02)
3 |

§ 2. L’adaptation d’un théoréme de Rinow sur les familles
continues convergentes d’opérateurs

Soit {Silacs une famille d’opérateurs, S,: F,/H,— F[G,.
Dé&finition 1. La famille { Saluc 4 converge, pour f € Py fixé vers ue Fy st

(2) 1im G (#a, Se fo) = 0.

ag A

Théoréme 1. S’/ existe la limite de la famille | Sy fulaza, elle est unique.

Démonstration. Supposons qu’on a deux éléments-limite x et v de
sorte gue BT

[im o (tay Su fa) = 0 et limoy(vs, Sef) =0,
xEA xE A

c’est-i-dire, pour = =0 donné, il existe 2, et x, tels que:

Gx(tzy S fx) < 2[2 pour tout x> %,
6y (Va, Sa fa) < 2/2 pour tout « = .

En prenant « € A4, ty S 0, %y > 2, on a

(a) G (aﬂt: '30!) L G (Eas Smf:c) + Gu(:‘;otg Sa_?a) < g pour « = 4.

Soit maintenant #, 3> «,. D’aprés (i,,G«, C G, et par suite oa, (2, Ta) =

—zierg pru—v+20)> iréf oy {u—uv -+ 2 0) =04 (tts,» Ua,). La fonction
oy #C0a, .
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y(2) == Ga (25 2,) est une application de A dans R*, isotone et, en vertu
de (a)lim (=) =0. Soit e A tei que Y(v) >0, En prenant U(e) =€, On
af A

trouve o £ 4 tel que

(b) (o) << (o), quel que soit o> a'.

Mais pour a> o, 23> % on a par suite de la propriété &isotonie et

par (b) L‘,:(V.)};{;(—-v) et ';(?.)~<H-:f.a(_5c} ce qui est absurde. Alors on a Y{o) =0

pour tout %€ A. Mais 64(itz, v,) = 0 pour tout x € A implique ¥ —v€G.,

Clest-a-dire # — e[ G etpar suite de la condition (ii), #—2v="8;, q. €. d.
aeA

Théoréme 2. Soit la famille {Sxfx}xca convergente wvers un élément
ue F,. On peut extraive de chague classe Suf, un représentant w* ¢ F, rel que
lim ¢, (g, w*) = 0.

xg A
Démonstration. Soit v* un élément quelconque de la classe S;fz. Ona:

GG(;‘=)S*JfG) = inf prise — v* 4+ 3, 01)'

aEGy

Soit une application p{z): 4 —» R+ antitone non-stationnaire telle que
limg(2) = 0. Par la définition de Pinfimum il existe un élément z* € Gy
ag A
de sorte que

oy (u— v* + 2%, 0p) < oaltts, Sa f2) + (@)
et comme v? + 2 =w*€S.f: on a Lim ¢, (u, w*) = 0.
A A
Définition 2. Une famille dopératenrs {Silaca est également continue

si pour = =>0 arbitraire et pour toul feF,, on trouve (s, fy et ay(s,fred,
de sorte que

3) 6o (Safur 282 < s
quel que soit o 2 (s, fy et pour tout 2. tel que 2a (Fay Ba) < 0(5, )

Dé&finition 3. Une famille d’opérateurs {Sxleca €8t continiiment Conver-

gente vers un opérateur Q: F,— Fy si pour : >0, arbirraive et tout feF, on
trouve (e, f) et a4(z, f) € A de sorte que

) 0 (Sx&as (OF)) <&,
quel que soit > a9z, f) et pour tout gx tel que Tal fur g2) < (e f)
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Théordme 3. La condition nécessaire et suffisante afin qu'une famille
d’opérateurs {Suluga SOit contindment convergenie vers un opérateur Q est que
pour tout feF, la famille {S. f:}me 4 Soit convergente wers Qf er la famille
{ Sy Yaga sOIt également conrinue.

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, la famille étant
continGment convergente, on a, pour >0 donné, 6,(S:gx, (Of)x) < ¢/2
pour o3> 44 (s, ), Txlfes g2} << n(e, f), mais en particulier, pour f=g on a
la convergence simple (déf. 1), c’est-a-dire lim 6. (.S, f:, (QF),) = 0.

ZEA

PUiS Uz(S-Igdg‘Su_‘.fu) < Ca (S’If.;.'l (Qj)'x) ":‘ s '.S't.‘éz, ( f)x) =__ 2 POUI'
o> op(e f) et wx(fa, &) (s, f), Clest-a-dire la famille {S,}xca €st éga-
lement continue.

La condition est suffisante. Nous avons par hypothése, pour
£ >0 donné:

i~

t O'u(S-zJ?m: Szg:)<5'l2 pour 7> 'Ié(e)f) et =, (j;:got) < "I(Ezf)s
e

Gy (S,f;, (Q?),) < g/2 pour o> uile,f).
En prenant z €A tel que 2> % et 2, > % on a:
Ga(Sgg:’ (Q}-)a) < Oy (Sm.?z: Szg:) 6 (ij?;, (Q_f)xl e

pour o > o (s,_f) el Tx(fx,£a) < 7 {5, f), C'est-a-dire la convergence conti-
nue de la famille {S; }aca.
Théoréme 4. Si la famille dopérateurs {S;}aca est contindiment con-

vergente wers un opérateur Q' F,— F,, Popératenr Q est continu sur Fs.
Démonstration. En utilisant le résultat du théoréme précédent on a

6x[(OF)xs (08):] < 0:[(0F)x, Sual + 0x[Sa £a, (O8):) <512,
pour x>« et p,(f,8) <uls f)-
On a donc

lim 6, {(0F ), (O8)s] < /2, pour py(f,8) < als, 1),

ag A
et par la condition (iii) on a
21 (Of, Qg) e, pour 5,(f,8) <Tfef), g e &

Théoréme 5. Soit {8, }sca une famille également continue d’opérateurs,

convergente pour tour élémznt d d’un sousensemble dense DC F,, D = F,. 11
eviste alors un opérateur continu Q: Fy— F, wvers lequel {Sx}sca est contini~
ment convergente.
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Démonsiration. Soit d€ D, La famille {8, 4 étant convergente pour
d, on a u¢ F, de sorte que

limo, (S, da,tts) =0
2 A
et soit ¥ = Q(d).
Soit fe Fy et {h,} (n= 1,2,..) une suite d’éléments de D conver-~
gente vers f, C’est-a-dire lim ¢, (f, /) =0. On a

e

6a[( )y (D) ] < 5al(Dhn)ecs Salins] + 6x(S Brogs Sl = G [SaFtmns (D)l

Le premier et le dernier terme peuvent gtre faits plus petits que
e/3 pour z = 7 en Vertu de la convergence simple sur D, le second peut
aussi étre fait plus petit gue &/3 en vertu de Péquicontinuité de la famille
{Sa)aga, POUr 2= a5 €t &g (Fu s Ha) < {2), cest-a-dire pour m,n > N{e).
Donc, en prenant o, € A4 tel que o > %p, g == o O 2

x [{OFn)as (Ohm)a) <& pOUT 0> 7, €t m,n 2 N(e).
Selon (iii) on a
o1 (Ohyy Q) <& poUr myn > N(e),

donc {Qh,} est une suite fondamentale. Soit » la limite de cetie suite
existante en vertu de la complétitude de F,, (on peur démontrer facile-
ment que v est indépendante de la suite {4,}) et posons Qf =v. Nous
avons défini ainsi complétement V’opérateur Q:F,—>F,. _

Maintenant on a donc la convergence simple de { Sy fuluca Vers of
pour tout feF, et par hypothése 1’équicontinuité de la famiile {Salucas
selon le théoréme 3 on a la convergence continue de la famille {Si}aca
vers Q. Selon le théoréme 4, O est continu sur F;. Les théorémes 3,4,5
gont les adaptations des théorémes dus a3 Rinow ([5], p. 78—79) pour
le cas des espaces métriques, en généralisant le theoreme de Banach-
Steinhaus.

§ 3. Approximation de la solution d’une équation non-linéaire
Considérons P’égation en u
(5) Tu=f,
ou T est un opérateur: F,— F,, u€ F, fé .
Définition 4. On dit que le probléne (3) est bien posé si le domaine
D des éléments fe Fy pour lesquels (5) admer une solution unique u€ Fy est

dense dans Fa, et Pinverse T~ de Uopérateur T, admet une extension continue
sur F,.
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Nous nous proposons d’approximer la solution u ¢ F, de Péguation
(5} sur les espaces-facteur {F\/Gul}icq. Ace but considérons, pour chaque

%€ A4, I’équation
(6) Tzaa r_-'};’ ‘IGA,
ot T, est un opérateur: F,/G,— F,[Hq, Uy € F |Gy, fu€ FofH,.

Qéfil:lition 5. On dit que la famille d’équations (6) représente une
approximation consistente pour le probléme (5) si:

(iv) “T rt[Ta?ta, (Tw)s] = O pour chaque ueF,.
e
(v) Pour chaque « € A il existe T ' défini sur F[H .

- Déf inition 6. On dit que la famille d’équations (6) constitue une appro-
ximation convergente pour le probléme bien posé (5) si la famille d’opérateurs
{ TV agq €St contindment convergente Vers Pextension de T sur F,.

Définition 7. On dit que lapproximation {T,)xc, est stable si la
famille d’opérateurs | T '}y q est également continue sur F.

e Y ooh . g N .
~ Théoreme 6. La condition nécessaire et suffisante afin qu'une appro~
ximation consistante { Ty)yeq du probléme bien posé (5) soit convergente est

gulelle soit stable.
Démonstration. Si Papproximation est convergente, selon le théoréeme
3, la famille {7}, 4 est également continue, c’est-a-dire elle est stable,

donc la nécessité est montrée.

Sup?osons que l’gpproximation consistente { Tylqcq oSt stable. Soit
feD, D étant le domaine de fe F, pour lequel Péquation (5) admet une
o . 5 . —1 -3¢ it 1 7 . —~
sltlltion u'mque u. T-'f, et considérons o, (u ,77'f) =o (T 7 u,,
T f). Mais la famille {7}, €tant également continue, pour &>0
on trouve o} (2, f) et 7 (e, f), de sorte que, si "= =o{z, f) €t = (Tuthx s f2) < 0( )

on a

o (T TIEI, T:‘f';) <.
Mais en vertu de la consistance — coundition (iv) — pour a>> %, f)
Ta ([ Ta Ea,(ﬁt)_,)<-r,(s,f) quel que soit ue F,.
Or on a Tu = f, c’est-a-dire, pour «, tel que «, > 0o, %y > %p, ON @
O (z—fm, T;‘?ﬁ)<z pour tout o > #y(s, f).
Mais cela signifie que

limo, (u,, T;'f2) = 03
-:EA
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donc nous avons la convergence simple de la familie { T:'ji! vers T-'f
sur D. Le domaine D étant dense dans F, on a sclon les théorémes 3 et
5, la comvergence continue de la famille {7 ', q VErs Pextension de
T-! sur F,, ce qui achéve la démonstration.

Remarque 1. Une condition suffisante pour la convergence d’une
approximation {7 jscq €St que Ja famille | T '} 4 soit également
lipschitzienne, c’est-a-dire qu’il existe une constantc L0 telle que

(7} cg(T:‘_?l, Tx—‘g:) < L‘:_zn_f;, ;{;) pour tout x cA.

Remarque 2. Une interprétation de ce schéma est, par exemple, celle
donnée par Goudovitch [3], 4 étant l'ensemble des entiers positifs,
mais Popérateur différentiel étant en général non-linéaire.
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ASUPRA ECHIVALENTEI CONVERGENTEI §I1 STABILITATII UNEI SCHEME
ABSTRACTE CU DIFERENTE PENTRU APROX!MAREA SOLUTIILOR
UNEI ECUATII NELINIARE

Rezumat

Se considerd problema aproximdrii solugiei problemei (5), T fiind
un operator, in general neliniar, de la F-spatiul F; la F-spatiul F,, utili-
zind metoda retea-spatiu-factor datd de Gudovici [3]. Se introduc notiu-
nile de convergentd, stabilitate si consisteni pentru aproximatia { Ty}
si se demonstreazd teorema 6: condijia necesard si suficientd de conver-
gentd a aproximatiilor consistente ale preblemei corect puse (5) este
stebilitatea aproximdril.



