ITERATIONS MONOTONES DANS LA METHODE DE RELAXATION
SUPERIEURE POUR LA RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES
ET APPLICATIONS AUX EQUATIONS ELLIPTIQUES

PAR

C. ILIOI

Préliminaires. Dans les travaux de L. Collatz [2), ]. Schréder
5% J- Albrecht [1], J. Schmidt [4] on obtient des évaluations de
[a solution d’un systéme algébrique d’équations linéaires

v = Mv + s,

par I’emploi de la propriété de monotonie de 1a matrice M. Sont étudiées
de cette maniére les méthodes itératives de Jacobi et de Gauss-Seidel.
Clest du méme point de vue, que nous étudierons la méthode de relaxa-
tion supérieure.

Nous ferons appel aux relations suivantes de semi-ordre pour les
vecteurs et les matrices. Soient u (1)), w(w;) deux vecteurs et A = {aij),
B = {b;;} deux matrices quadratiques d’ordre 7; alors nous aurons: #<w
siwLwi=1,2,., n) et si pour au moins un indice { ’inégalité est
stricte, et A< B si a; <by; (7 =1,2,.,n) et si pour au moins un couple
d’indices (i, /) Iinégalité est stricte.

En particulier, une matrice A est positive, si tous ses éléments
a;; # 0 sont positifs.

Deux résultats de la théorie des matrices positives sont utilisés. Ce
sont les suivants [5):

(I) Si la matrice 4 = {a;;} satisfait aux conditions:

a) a; <0 (pour i# iy ) = 1,2,.,1)

b) tous les mineurs principaux de det A sont positifs; alors la matrice
inverse A~1 est positive.

(I1) Pour une matrice positive, la valeur propre, la plus grande en
module, est positive; il existe un vecteur PpIopre associé a cette valeur,
qui est aussi positif.



158 C. 1.101 5

Les'n'otations suivantes sont utilisées: 4 est une matrice quadratique
avec les éléments a,;, A, est une matrice avec les éléments

a; pour {>/7, . .
agy =1 " C i =1,2,.
{0 pour i << j {1,) 3 2 50y 1)

et A, est la matrice des éléments:

0 pour :1>/, . .
PP : D (= 1,2 ),
a; pour 1< J

§1. La convergence des suites monotones d’itérations dans
la méthode de relaxation supérieure

Soit
{1.1) Av+s5s=10
un systéme algébrique d’équations linéaires avec la matrice A4 positive:
(1.2) A= 0.
Pour le systéme équivalent
{1.3) v=—My-+tsavec M=A4+E,

l(e; _;?eth?c?fel?i r;l?ﬂ;igg--?fmu;glejt Soin(éle _p:::) ia(\k)x';éc:l;m:z:fé szuivante:
ou

(1.4) x40 = (F — oMy}~ (wMp 4+ (1~ 0) B) 2 + w (E— M) s,
L’équation (1.3) est équivalente

(i.5) v=Tv+1t,

en posant

(1.6) T=(E—oM) oM (1 —w)E); t=0(f— M) s

Compte tenu de (I} la matrice (E— wM;) ' est positive et, d’apres

I’hypothése (1.2), la matrice (wMp 4 (1 — 3 i iti
Pk T>)’0. (wMp + (1 — @) E) est aussi positive. I

Considérons les processus itératifs:

(1.7) whtl = Tyt o py gl = Tl g,
on les vecteurs initiaux #'% et %' sont choisis de fagon que:
(1.8) WO <% WO <yl w0,

Alors nous démontrerons le résultat suivant:
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Théoréme 1. Si les conditions (1.2} et (1.8) sont remplies, les suites
d'itérations (1.7) sont monotones et CORVErgentes vers la solution du systéme

(1.3) (ou (1.1)).

En effet, soit ’ensemble des vecteurs
MWM={x; u" <x<w""?}
et x¢O. Compte tenu de la monotonie de T, on a:
i

u < gl = T 4 r < Tx + £ T - ¢ —= 'V = ',

donc Tx 4 1e¢9R. D’aprés le théoréme de Brouwer, il existe un point
fixe, qui est évidemment la solution unique v du systéme (1.5) et on a:

W <yl o< <t
Puis, toujours par suite de la monotonie de T, il suit que:
IO “u 21 o 7o'2 <w“) N
En appliquant encor¢ une fois le théoréme de Brouwer, on obtient:
wl <y < o<l w® <wth.
Par induction, on démontrera facilement la suite d’inégalités:
W Y < Lt < N o L0 Lo S0 <
<ttt = <ot < ¢,

qui fait preuve de la convergence des itérations (1.7). Mais, si ces itéra-
tions sont convergentes, elles tendent vers la solution du systeme {1.5).
Compte tenu de ’équivalence entre (1.5) et (1.3), le théoréme est comple-
tement démontré.

(1.9

§ 2. Comparaison entre les méthodes

Nous allons étudier dans ce paragraphe la rapidité de la convergence
des suites d’itérations (1.7] en les comparant avec les itérations du type
Gauss-Seidel, quon obtient pour w = 1. Ensuite nous allons comparer
deux processus de relaxation supérieure avec lec paramétres o différents,

du méme point de vue. )
Considérons deux suites d’itérations de type Gauss-Seidel

(2.1) (BE— M)u+! = M ul® +5,
’ (E— M)t = Mywlt +5,

avee les vecteurs imitiaux qui satisfont a:
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(2_2) 1u;o) < wgm; ugo) < u{l); w{l) < wgo)

et deux suites d’itérations obtenues par la méthode de relaxation supé-
rieure (1 <o < 2}:

(E — oMy) a0 = (oMr + (1 — w) E) 4 + ws,
(E — wMp) o) = (oMz + (1 — ) E) '™ + ws,
avec les mémes vecteurs initiaux:

01— 4,00 0) — 0
(2.4) WO = 4%, w0 = @,

(2.3)

Dans les conditions (2.2), le théoréme 1 est valable (pour w =1} et
les deux suites (2.1) sont monotones et convergentes vers la solution du
systéme (1.3). Maintenant nous démontrerons le

Théoréme 2. Si les conditions (2.2) sont remplies, alors les suites (2.1)
et (2.3), avec (2.4), sont monotones et convergentes vers la solution du systéme
(1.3), et les suites (2.3), obtenues par la méthode de relaxation supérieure,
convergent plus vite, c’est-d-dire on a:

(2.5) W < ut <o <a® <wl, (k=1,2,.}

En effet, nous avons fait déja la remarque que les suites (2.1) sont
monotones et convergentes. Pour démontrer la méme chose relative 2
(2.3), nous écrivons :

(E—-M)ul) =M u® + 5,
ou, en multipliant avec w:
(E—oM,) 1l = oM ul® + ({1 — o) #{" + ws;
ensuite pour la relaxation supérieure:
(E— oM u'V = oMp ' 4+ (1 — o) ' — os.

En soustrayant les deux derniéres ¢galités et en tenant compte de (2.4],
on obtient:

(E - oM}V = (E— oM u -+ (0 — 1) (4t — u®).
Parce que la matrice (£ — wM,)~! est positive et #{") — u' > 0, il résulte:
1 i
2 > w4
D'une maniére analogue on peut démontrer que
([} = 1
with =Tt
Donc nous avons

| PPy A LTINS MONOTONDS DANS PA M DrREDANATION il

(2.0) o' i <M < pttly el <l < wl = el

¢t daprés la théoréme 1 il résulte que les suites {2.3) sont monotones et
convergentes. De plus, la rclation (2.5 ¢st vraic pour h=1.

Par induction, supposons gue la relation (2.5) est valable pour un
indice & quelconguz. Alors on a successivement:

(E;— oM Yt ! w Al w) 15 s > e 0P
(1 an) T g — o fl"f”) R R L IR R il
dPoti: '
w (J7 - M) a1 >0 (4 — ALYy 0.
Puisque la matrice (/£ M) ! est positive (v. (), il résulte
TS B TR
d’une maniere analogue

,i-u'-':‘r 1) < TU;JJ |

¢l ¢est ce que nous avons voulu démontrer. -
Considérons maintenant fes suites iteratives:

(.tli‘ "y A’f‘,) H'l'." ((n] A,II\' - (1 ml) 7 i, vy %y
27) ; i Y I7y ol ;
(1’: oy idi’ ) TU] [tl)j AIR -!' (1 ﬂ)l) 1) S —§ fre, &
et ‘
(f o, f\/f',) JiEEL {1, AIH (l m:_) oy i oo S,
(2.4 o
L of (n,fl’ff ) qulik! ((-',IM}\ |- ¢ € 1, xri)'(‘\‘.',_, o, 5y
wee les parameétres
2.9) 1- g - ol 2
ot gvec les mémes vecteurs initiaux:
1210y 'l = wl?, = i
Alors nous avons:
Théoreme 3. S les conditions
i i eyl =
2.11) i < el Wl << w Pl

: o . , . .
soint remplies, alors les suites itératives (2.7) el (2.8), avec (2.9), somt monoto

‘ g . 05 ] ’
wes et convergemtes vers la solution o du systéme (1.3), et les swites (2.8) tendent
vors la solurion plus vite gue les suites (27), clest-a~dire .

(2.12) W < v < i) -Z i

i Alaicninticie — Upiverssl
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En effet, les conditions (2.11) assurent la monotonie ct la conver-
gence des suites (2.7). Pour démontrer la mén.e chose relative aux suites
(2.8), nous écrivons successivement :

(= w M )ul" = w, M, - (1= w,) tl 4 o5
(I ""Mr] =<, NfR 4 (1= m_:) I S
d’ol on obtient facilement:
e, Uf o 1’”!) u‘ll n, (1:‘ ot A’f!_) il = (tﬂ._, —= ml} I!lu 5

ou
w, (L — w, IML) u,fl” = mz{]f — IVI‘, ) It'i! (tu_: (nl) ”l_-l) e

=t (r— ", IVII_) H‘i” o ((1): = :n]) I('ll ty (I tn,, ['H-Jl ) In!g_”

ct puisque (2 — w. M, )7 =0, il suit que
) > il
D’une maniére analogue il résulte
qollt > gl
et donc
LIS AL S L ad!) < 2o — !

" T

¥

et Cest la preuve de la monotonie et de la convergence des suites (2.8)
et de la relation (2.12) pour & — L.

Par induction, si nous supposons la valabilité de (2.12y pour un
certain indice k2, nous avons:

{Ir —m, M,) “(ik-l-ll =, A’IR H(l’\') - (1 — ml} oo 5
(E—w, M Ju =, M, w4 (1 — ) U a8
d’out on obtient:
w, (E—w, M,) uEH) — o (Ji—wm, MYl =, w, M, i —
i, m, AIIR Hi,k) - w, (1 e n]l) H(lk] — oy (1 —_— (1)2) Il::_,"') 5
ou
e ([} L "ML) H&""'E'” ", (L‘ o, "Hl,) H'rl“ 1 + (m: - -|l} (H'l : .'fl' |

+ oy (ul2 [HR 41— l”'.!) L) (u;"‘? — H(lk])'l 2
et parce que «, — w0, wttY el W et e, A b 1) 220,

il résuite:

T CERAT NS AIONOTONGR T3NS LA MEEHOE DI RELANATILNN 1ias

oy (1: w, M,} H_."' ! o, (I iy ;Wl | H{" oy
d’ot

car (£ —wy M) 10
I.a relation

suit d’une facon analogue.
Le théoréme est complét>ment démontré.

§ 3. Evaluations de I'erreur

En utilisant le théoréme 1 on peut obtenir, sous certaines conditions,
des évaluations de lerreur dans la méthode de relaxation supéricure.
Soit un processus de relaxation supérieure :

{3.1) A = (Mp o) - My ¥ sy (L=,
ou
(5] ') (13 cnl!"f.ﬂ_) ) kI — fmﬁ/f,l; 'i‘ (I — (n) 1'1'_ v : 8,

ou encore ¥ 0 — Tut® -7, avec Its notations (1.6), D’aprés le théoréme
{11y (voir Préliminaires), il cxiste une valeur o = 0 ¢t un vecteur = -,
tels que:

(3.2) (M 4+ (1 —w) E) 2 == 2 — 0dl) 7.

Si nous désignons
;\:l.- —= ,vh") o Ut""" 1) s

nous avons:
(3.3) (e (1 — o) ) 3= (I — wmd}) SEkd

On démontrera le:
Théordme 4, St les conditions :
(3.4) B¢ >0, o1

sont remnplies, on a Pévaluation:

(3.5) prz<v —v - Pz
avec
L6 o o8 @ ¥
(3.6) Py min > P, max -
’ — faFian 1— cy=imnthi

Remarguons que les conditions {5.4) assurent la convergence mono-
tone de la suite {3.1).
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Pour la démonstration nous utiliserons le théoréme i, avec

u vy W

afla P,

Afin que les conditions (1.8) soient remplies il suffit d’avoir:

pk < 1)..
et
(& M)

(wM: {1

ou, compte tenu de (3.1} et {3.2),

(l-u‘ﬂ[;\- —i (|

QWM:JI_@MZ<IO

11}

Py {oMy + {1 —

w} If) est positive, ilest suffisant d’avoir:

Parc: que la martrice (mAf, - (1

l—»5

(n) L) " us o

((I)M.. F {1

py b s
(I oM yw?,

(n) E} o -

w) I =

> -
125w,

qui est satisfaite par les nombres po et P de (3.0). Donc d’aprés le

théoréme 1, on a

M= u -l

¢t c’est ce qu’il a fallu démontrer.

W =q Py

Un autre théoréme suit dans certaines conditions modifiées:

Théoréme 5. St les conditions

(3.7} 0 < 3 < 3
sont remiplies, on a
(3.8) ged' v — "
avec
(3.9) o=ty O
| —r
et
)
{(3.10) r min =5 1

r=en 1

1

-

S

o
[

e

"{.k
1—R k

8
max ¢

|

La démonstration est analogue. Il suffit d’avoir:

s = G
¢t successivement. o
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z m} L") "Z)“'.] + gt 8'1;) "i' M8,
(F — oM (@" = Qi Y,

(4 — wM;) (-v’ - g 8 =2 {oddy - {1
(i 4 (1 — o) B {o® 4 @ 8% s
ou, compie tenu de (3.3}
(o b (U= ) I) g (37 5 oMy A4 (1~ w) E) S
(L — o £ Q0 (31— 3%);
et parce que oMy {1 — o) I 0
Q3 ) B < QL —

qui est satisfaite si les nombres g ¢f Q. soat ceux de (3.9 et (3.10y
Alors, en appliquant le théoréme 1, un obticnt:

(m."!'f,'\' +

A LR T O/

et PPévaluation est démontrée.

§ 4. Le choix des vecteurs initiaux

Les vecteurs initiaux z " et dans les suites itératives (1.7) doivent
stre choisis de maniére que les conditions {1.8) soient remplies. Prenons,
par exemple, des vecteurs initiaux avec toutes les composantes identiques:

{4.1) " (%52 5000y )y ot Vo s )
et soit
42) it l ':.;1 b £_' 3y E,-.) 3 w 1 I: fils Tayeens ol

\lors il faut gue

(+.3) P, L, iR N (i =1,2,.,8)
ol
= N
d -c-;(k-_,m.- 2 E.Lm.;.--Hs)-i-(l — ) 3,
k=1 by
113 .
= (o ( L b A Z_ M A s_.—} - (1 ——wo} .
Les1 kaay /
Considéroas les récurrences:
=il Rn
(ﬂ: T,—'-(JEFH_TL (JE”I. -1 fiy
o : ki
1.5)
=1
e
(b} « =g 2 A B €S
1

I*2r induction on démontre facilement que
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;1 o, (=12, ),
et alors les conditions {4.3) ¢'écrivent:

4.6 3 o o = i

[4.6) EN a5 Tt (f=1,2,.,n).

Donc si nous prenons:

- . 3, T
(4.7) 2 - min et v -—max S .
1=izmn 1 — 3, 1=y | —
sous la condition trés importante :
4.8 =1, (i=1,2,.,n,

alors les relations (4.3) sont remplies.
: Il reste & voir quand la condition (4.8) est satisfaite. Désignons par
-é, e vecteur qui a toutes les composantes égales a1 et par r; les éléments
e la matrice T= (E — oM;) "t Mg + (1 — o) E). Alors la récurrence (-1.5)
(a] peut étre écrite sous la forme: '
M, 7 oM (T — o), 7= (T Taees
ou .
« = (E— oM} oM+ (1 — o) Elu = T

ct donc:

H

H
-

& ?__,rngl[td, car r, (.
=t

k=1

Avec la définition

n

T — max Z Lk
i n k-1
de la norme de la matrice T il suit que la condition (4.8) rcvient a:
{4.9) Tp=<1.

s . .
Clest I&n}e condition suffisante de convergence des suites itératives (1.7).
aintenant, prenons les vecteurs initiaux sous la forme plus générale

f -
{4.10} u tzy w" =z,

avee & (2,82 o0 T 0 un vecteur quelcongue et
(4.11) 'l iz wh=wrz (i=12,.,n).

Alors, avec les récurrences:

1
(4.12) n © o &
Vrede \ay T Bl s PR
- 2, !_Zl U = g ;m._-_ -1 — o,

TEATION:T. MONOTONES DANS A METUODE DE HELANATION 167

11 1
izl 10}
.-.1.12) (b) leh) = TS Sily
k=1 “

les conditions (1.3) Jécrivent sous la méme forme (4.6) et les vecieurs
initiaux sont donnés toujours par (+.7) dans la condition (4.8).

§i = = » est le vecteur propre de la matrice 7T associé¢ a la valeur
propre ; 0 donnée par le théorcme (11 (Préliminaires), alors nous avons

-
v

T = p7,

qui a lieu si et seulement si
i—1 Eil

(4.13) = m( 2 Ml 58 k>__\,m;k 2, ) + (0 —w)a 1,2 40 1)
E1 =i

(voir par exemple [6]).
En comparant (4.12) (a) avec (4.13), pour j=1,2,..,n il suit que

C’est la condition nécessaire ¢t suffisante de convergence des suites

itératives (1.7).
§. 5. Application aux équations élliptiques

Remarquons que la fagon dont nous avons construit le systeme (1.3)
équivalent 4 (1.1) n’est pas la seule possible. Pour tout systeme

(5.1) p="Mv-}+s
équivalent & (1.1), qui satisfair aux conditions:
(5.2 M=>0 et m, = -

les résultats obtenus dans §§ - 4 restent valables. En effet la matrice 7

dans ces conditions reste positive.
eqt celte remarque que nous atiliserons dans Papplication suivante.

Considérons le probleme a la limite [6]:

— oy ;J a t J 6“ 'I i C (1” Iv (“ 0 Rli
(5.3) 2| 3\ A g ¥ w -G , XeRT,
(5.4) 1w {x) — g(x) pour XE€S,

ott § est la frontiére d’une région bornée U de Pespace euclidien R,
it (v} la fonction inconnue de » variables de classe C* dans O et l=s fonctions
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F, G, ey dy, Cryey C, sont des fonctions données du vecteur xeR
continues et deux {ois dérivables dans (2, qui satisfont aux conditions:
(5.5 A () =0 (B =1,2,.,0, F<O0

D. Young [6] a démontré que I'application dc la méthode des réseaux
A ce probleme conduit & un systém: algébrique d’équations linéatres

N
-

(5.6) ajj oy oo 0

avec

i T ()) == .I-J
ey < 8]

pour un résecau suffisamment fin.
1l est facil> de voir que le systeme (5.6) est équivalent au suivant:

i a;; ] 1 § (i , I
x XA P12, N)
i 2a;, . 2a 2T

3

qui est de la forme de (5.1) et satisfait 4 (5.2). Donc toutes les considé-
rations des paragrsphes précédents restent valables pour ce systeme.
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ITERATIT MONOTONE IN METODA RELAXARIT SUPERTOARE
PENTRU REZOLVAREA SISTEMELOR LINIARHE
ST APLICATII LA ECUATIILE ELIPTICE

Rezumat

Se studiazii metoda relaxdirii superioare in cazul cind matricea siste-
mului de ccuatii liniars este pozitivi. Se dovedeste cd rapiditatea de
convergensd a acestei metode cregte o datd cu cresterea facrorului de rela~
xare 1 -~ w < 2. Sint obginute doud cvaludri ale erorii folosind teoria lui
Frobenius a matricelor pozitive. In ultimele paragrafe este dat un algo-
ritm simplu pentru alegerca vectorilor initiali §i o aplicatie la ccua-
tii cliptice.

TENSIUNI TERMICE IN MEDII ELASTICE
TRANSVERSAL-IZOTROPE

I. GRINDET

Scopul lucrdrii de fagad consti in obtinerea unei clasc de solutii ale

problemelor de echilibru din teoria termoelasticitayii pentru medii eclastice
transversal-izotrope. Metoda folositd ne da posibilitatea obtinerii solutiilor
corespunzitoare in cazul general. ) ‘

Fie un mediu elastic omogen g transversal-izotrop. Alegem mgten_ﬁu}
de axe de coordonate carteziene in asa fel incit planele sale si coincida
cu cele ale simetrici elastice. _ _

Fie © si v modulul de elast citate, respectiv coeficientul Iui Poisson
pentru direcgille 1, i r,, iar E i v mz_“ir.:mile corespunzitoare pentru
directia v,. Dc asemenca, fiec = si _coef;cne_ntul de dxlagare termicd ‘]11‘11—
ardi, respectiv coeficientul de conductie termicd pentru directiile v, §t v,
iar z' si »° mirimile corespunzitoare peniru directia vy .

Componentele stirii de tensiune ;{7 = 1,2,.) sint Jegate de com-
ponentele #; ale deplasirii prin relatiile [1]:

i it it . fu ity
6 =g, il .«Il_,f”' A 3T, Gla_/fl;!i(_f[' P
iy Xy ax, O.\.z ax,
it e, iy iy iy
G . A A 8T, op A -+ =
(1) Fan Al_ v B 0 1: D Y, b) I 14 ‘!'J.".':, 0-\,[ 3

i, Ha ity . M, | Oy
o A B A, My 4, S BT, 6y A“( AN

33 ) :
.y, AN av, dx, oy

unde coeficientii 1, au expresiile:



