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F,G, A, ,.,d,,C ,.,C, sont des fonctions données du vecreur x¢R°
continucs ot deux fois dérivables dans (), qui satisfont aux conditions:
{5.5) Al =0 {k=1,2,.,1, Fx<0.

D. Young [0} a démontré que Papplication de la méthode des rcscaux
y Dl - 3 M r . * + . -, .
& ce probléme conduit & un systém: algébrique d’équations linéaires

N
(5.6) Ea.r_ |~ «f 0
fa=t
avec
a0, =
= )

pour un rdscau suffisamment fin.
Il est facilz de voir que le systéme {5.G) est équivalent au suivant:

v =3

qui est de la forme de (5.1} et satisfait a (5.2). Donc toutes les considé-
rations des paragrophss précédents restent valables pour ce systéme.
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ITERATII MONOTONE IN METODA RELAXARII SUPERTOARE
PENTRU REZOLVAREA SISTEMELOR LINIARE
ST APLICATII LA ECUATHLE ELIPTICE

Rezumat

Sc studiazd metoda relaxdrii superivare in cazul cind mairicea siste-
mului de ccuagti linfare este pozitivi. Se dovedeste cd rapiditatea de
converzentd a acestei metode creste o datd cu cregterea factorului de rela-
gare 1 <" <= 2. Sint obginute doud cvaludri ale erorii folosind teora Iui
Frobenius a matricelor pozitive. fn ultimele paragrafe este dat un algo-
ritm simplu pentru alegerea vectorilor initiali si o aplicaie la ccua-
il eliptice.

TENSIUNI TERMICE IN MEDIT ELASTICE
TRANSVERSAL-IZOTROPE

I. GRINDEI

Scopul lucrdrii de fatd constid in obtinerea Uur}.ci clase de solutii ale
problemelor de echilibru din teoria termoelasticitafil pentru medii clastice
transversal-izotrope. Metoda folositd ne di posibilitatea obtinerii solutiilor
corespunzitoare in cazul general. _ ‘

Fie un mediu elastic omogen si transversal-izotrop. Alegem sw}en}u!
de axe de coordonate carteziene in asa fel incit planele sale s2 coincidd
cu cele ale simetrici elastice. o _ )

Fie X si » modulul de clast citate, respeqtiv coefment}ll lui Poisson
pentru directiile v, ¥l Vs, far £ 51 v mg‘xr'rmlle corespunzidtoare pentru
directia x,. Dc asemenca, fie = s1 7 _coef1c1e_ntvul de dilatare termica _hrp—
ardi, respectiv coefrcientul de conductie termicd pentru directiile v, §1 v,
iar »' gi »" mirimile corespunzitoare pentru directia vy

Componentele starii de tensiune o {1,/ 1,2,.) sint legate de com-
ponentele #, ale deplasdrii prin relagitle [1]:

H . it , i ity
g Wy g Mle oy CIESaT | s duw|— =)
711 “n i2 I 12 3 E . Dy
thy i r},‘.‘., o . n").\._! U
it hi, iy . Qi | Dty
I thag = 1 o 7= Ay - Ay BT, o A 9y e
o (IR AW (RN IAW
It TS e e i, Juy
o A AT A Mg, m a0
oy 1AW vy dr,  day

ande coeficientii ., au expresile:
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A, 1 | 1. v:\’ A, lv(v‘ J) 4, =’ (1 ‘ “\;) ,
pe\r 1) DENE I DEE
Ao tT8 4, =@, Au=GC o fe L
() B 3 7, o ¥ s R A N
(2 7= e : DEL’
oy [ Dy’ y
" 1 Jl—';,u} 1 }7.') ( .
DI I KL
Se constatd usor, in baza formulelor (2), cd intre coeficientii A,

A, s1 Aw avem urmatoarea relatie
:3‘| All 3 Al_’ QAN,.

Daca introducem tensiunile date de formulele (1) in ecuatiile de
echilibru elastic fari forge masice
, 5, .
(4) 0SH =0, (i=1,2,3),
.']\,
obtinem:

A (r)-'n-!] 7 gﬁ,) y ey oy 0 [(A,, -A,g)(aur 4 6‘113) n

ity ax, "o oy, 2 dv,  dx,
u aT
(Al:; F All) : [ ﬁ - 0>
ayy dx,
(5) A(.-,[”ﬂ“f 1 a:z;_:_.)__Al‘azzi_,__ D [y A) %_I_Ou.l n
A% dxs diy Ox,| 2 ax,  dx,
_ s, aT
(Ao kA 52|80,
duy, v,
(- 11, HEFTR o= 0T
4[24 ﬂ_AﬂwaAyAdff@rmﬂﬂﬂjo.
da aas iy Ava\dx, Oy Oxy

Inmulgind ecuaua a doua din sistemul (3} cu cantitatea imaginard 4/ st
sdunind-o cu prima ecuatie (5}, vom putea scrie atunci sistemul (5) sub
urmitoarea formi echivalenti

3

» o i
A 57 () £ i) -+ Ay (i) = 7)) l ( ’ { J )[(/I,,
i 20 )

v v, ("-\.'._

Ju f1gy" i, 1 .
{6) A p) ((_ =4 Ht| +2(dyy Ay = —£ [ g ! 4 T =0,
av,  d . i, ax,
. 0% . ‘ T
Ay T n Ay u:‘ L (At Ay (i | iy g ar 0,
b Ay 3, o) \':} iy,

unde PR
v :
dyy das
La sistemul de ccuatii (0] trebuie s3 adidugim ecuatia propagéril caldurii
care, in cazual stagionar si in absenta surselor de cildura, se scric sub forma
O X ) 111
7 WU _ 0.
(".\:s
Trecind de la coordonate carteziene la coordonate cilindrice prin
formulelc
(8) X, =rcosp, V.= rsing, Ny =
si luind in locul functiilor necunoscute i, ., u, alte functii necunoscute
1w, 0., Wy legate de primele prin relatiile
w, = (i + i) e,
() w, = (U, — H) €',
wy =y,
atunci sistemul de ecuatii (6) impreunid cu ccuatia (7) sc scric sub forma
Al Bl . 2
¢ 1 () 1 A r)l i i . O-zu, .
A N =+ + = . -+ P w4 Ay—= +
arr oy dr  rtogt rtde rd i

| 1|1A1’ $_L0) (0 _r_{..(? —i—l w-l(n'-l-in i-l)wﬂ.
4 Or o opli\dr  rap o r Yar re )

i 1 A dw; i, i o
I e e (4— )Trm
+ (A ")(a,- s el e =

(0'—’ 1 a 1 0% 2t 4 1 EEN
A :

0).'.5 I “')’. r:’_‘ (’]:?2 e t)'? r'.'. ,‘]‘\-3
H

A+ Ap(d T (0 i 1 (r’) a1
10} -+ == = = - —)w +| ., + )u'-! '
% 4 (r)r r Uo)[ ar  r oo " U\ e

(A b Ay (2 _ ii\%_‘n _ 5(_‘2 __Li) T =0,
dr rdo)ix dr i

]‘203 oAy,

R T l(a P 1)wl+(0 +z‘ﬂ_+1_)ﬁ,_.] A
: . LI

2 Ax, \dr rdo dr  rdo vy
= ) 2 :
;(‘ ]'+10)T|;7.,—()
Aoy Y O3
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Vom ciuta o solutie particulari a sistemului (10) sub forma

w, = L, (mr) @™ Xy (1),
(¥a),

i .= Iy {mr) "% Xo (x3)
. = I, (mr) e X, ()

RYS ]
T L () € X (),

unde 7. (mr), L (mr), I, 5 (mr) sint functiile lu Bessel de prima spetd cu
variabila complexd s — wmr, apariinind planului cu tdietura | o, O} i &
un parametru care poate lua orice valori intregi pozitive sau negatve.

Introducind funcpile (11) in ecuatiile (10} si tinind seamd de rela-
tiile de recurentd

precum i de ecuatia diferentiald

de 1, (z) 1 dl(2) o (] - v_.:

dx s dz

)!., {z) =10,

o

la care satisfac funcyile 7,(2), v=~%h 1, &, b+ 1, obtinem urmitorul

sistem de ecuatii diferengiale ordinare cu coeficienti constanyi in functiile

necunoscute X, (v;), (1 =1,2,3,4):

Ay Ay
-4

| m* X,

Ay, X4 (Al:_ Au :

A”) m X,

(A -+ AYymXs - mpX, =0

: A . ;
(12) Ay X, — (A W— —— Al‘) mt X, Ayt A m X,
2 4
Ay, 4 AyymXy —mp X, =0,
.'I:. X_;"A;.:m?X.; ?HAm .OA”(X. X5 — 8 X {0,
xi="tx, =0

B
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Integrind sistemul (12}, cbtinem :

-\’| (\':) (;lemsl.\-a o C._,e BESEXa Cj: ems:.\‘;, —ll_ C,[e WiFE N

__!~ C.-] ems; X _!l__ Cﬁ ¢ NSy Xa +_ (IC; enm. E '!r' (lcﬁ P g !
.-‘Y_. (\'~5) C| f.:‘ms; X3 'i" C-_- e sy Na _.[_ (}n el?fs‘: Xno_ (; | e—my_. Xy
( 1\_,‘} . C.-J em:’; Xa o C., 2 ¥y Xa a (;7 é’h 3 X a CJ“.’ e—ﬂ,-_u. Vi S

Sy .\';.) _I,

‘Y.‘i ('\-::) =a, (C:‘ ems. x C‘-l é niss l} Lo {C:, emm w CG .
- (Cr g™ ™ — o™ )5
‘,\’l (_\—3} - CT enrs. ¥, CSG sy X3 ,

unde C,, C,, ., Cs sint constante arbitrare, iar

5 ’/fi"', 5, = ].?’,,
1"

1 ’
A {24_1:”: A, [-:'1'1 dody Ay, — A Ada)

[T

.'A;4 f AuA:m (Al:; | */}‘11"':': 4y AsxAj*l}. E
N S ,
5y -lem—A'“ Aiy oAy Ay — el Ay

| | B Y
Vidit Ay dp— A+ Ay —4dn ‘4”“[1;4” '

. 1 B0 Ay A B hd, 4B Ay - 57 Ay ’

mr! A :zA.:134| i [AL A Agy — (A + A7 Ay A

ey si— Ay Aysi oAy (Ani xj”}ma - (5.
& 5.’(-"111"—-1(111)J a: s (A +An)’ G msy (A + A

Cunoasterca functiifor X, ne conduce, in baza formulelor (L1}, Ia

cunoasterea functiilor w; si T
Solutia generald a sistemului (10) o vom putea scrie deci sub torma
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) i in adevidr, pentru ascmenea medii elastice, e suficient sd folosim
TN 15 Lk ] i l 1
w }_ ¢ \],; my et X g dm numal soniia
E2 o
1 P .
N ke '- E] ML EEES] TS X g - W
; -« 20, - L er V\[k ] (””_} [C, e IS X -%"C,(;k)e i _%_C[(;k) e NISIX -';—(IC:-(;”(Z WIS \N |dnz;
1) . xrld I % 5
W 3, ¢ \I,\._ﬁ.k{nnm\-_r-' {r.)ydm, . :
B . | 16) ;
] " - Dn
“'II v T il [ . [y e [k gy ik IS
o : w. o &N () [Ce ™ —Ci e Gt e ™M _aCy e Nedn;
- ik g k=~ 5
b, >, € \ L) X5 a0 dm, ’ i
=T G o
. :
Ll = e E) —miig xa k) —ings xa
N T, = 3o ¢ ‘;\[k (mr) fa, CFe™"® + a, Cs e "% 4
re— 2. ¢ *\f:.- (mir) X§ 10} dim, emoo
p—2 . Ak T
0 S Y ey
L ] 2
unde ‘\r I_.".;) Sint datl de {13)‘ o . jiy ! i | THET
‘Tinind scama de velagiile (1) ¢i (¢), componentele o ale tensorului 1 ,‘Ev N\ L lmr) Cae dm
[;qmumlor se determind in functic de g ¢i T din urmatoarele combinatif . ’ . L . .
liniarc: daci tinem seama cad w; %1 7' (avind in vedere semnificatia lor fiz'cd) sint
J J ) mirginite pe v, =0, iar s, i m sint pozitivi. Pentru determinarea celor
.' F o0 . k k » R Bl g
(F1y - imgle T d, I( )n. PR | patru familii de constante cl, Gy G osi G din (16), vom presupune
e thay ci functiile la limitd admit dezvoltarca in secrii TFourier convergentc dupi
) I . « yi transformarea Hankel dupd r adicé
T i Gagt gr A“ == Wi —= ] .
ar v do) iy e :
dulfo 0 1 oo ia | Wy e Wil = HU9) = 20 ¢ \] (e i ) o
(6323 — o . o F @y + T + . ‘u'.: |'fj::: i l{jr 1 3 .
2 \\tr rce o1 e ordo r Dy
ol
n ( Dy W iod ! ik Y
(15) (5—0x | 2i6)¢ 2] =4 — g ity o0 = [o {1, @) = > e 1 () fe tmrpdo,
dror duo = .
i
3 e a ] i 1 17
(614 — Guz— 21 Gyy) €9 = -)-Aust - - \j Wa 3 ) w o
i - O -] ; ik &
ror do Wyl e = fo (19) = > \ I, Unr) £ Y(m) dm,
) fll] A!_: N 1’ i 1 . 0 . !- . 1 1 dJ k=—"w .I
(O Mz = T - T wy T }- :1' o "
2 ity rodle r oy roika rl - 2
; 2 .
. . 38 &
y A, o T smi = 1 475 P 3 ¢ \1, (mr) ) dmr
=4d)g ""-‘.-‘1' . T A ’
:-_f I.... i)
Structura solutiilor gisite ne arati ca ele sint foarte conveoabile in g Din eralitatea membrilor drepll ai relatiilor (16} {pentiu 1, == 0) s
rezolvarca problemelor la limita pentru medii elastice transversal-izotrope 1], obtinem urmaitorul sistem de patru ccuafil pentid necunoscutele
A I:”. (1 C' _.‘i Clll. .
3 b 5 .

din semispatginl v, = 0. =




(18) ) .
¢, G a, Ci i Cx [V,
Ca 5 ).
T . —— : . N v : & . .
intocuirea tui ¢, €1, € 4 CY prin valonle lor ce rezulid din

rezo]\'arca.sisgcmului (18) «i {16) ne dd rezolvarea nroblemel propusc.
Tensiunile se calcuteazi cu ajutorul formulelor (15).
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SUR LES 1ENSIONS THERMIQUES DANS UN CORUS BLASTIQUE
TRANSVERSALEMENT ISOTROPE

Resunwe

On résout, par unc nouvelle méthode, le probléme dela distribution
des tensions thermigues dans un corps diastique transversalement isotrope.
Les tensions sont données par les formules (15).

TENSIONS THERMIQUES DANS DES BARRES ELASTIQUES
NON-HOMOGENES

PAR

1, TESAN

Dans cectte Note on étudic le probleme des tensions thermiques
dans des barres élastiques non-homogenes dans le cas on le champ ther-
mique varie linéairement le long de la barre. On considére le cas des
barres composées de différents matériaux orthotropes (§ 2, § 3) et de
différents matériaux avec un plan de symétrie ¢lastique (§ 4, §5). Au
§6 on traite le cas d’unc barre isotrope qui possede une non-homogénéité
transversale continue.

§ 1. Considérons une barre cylindrique de longueur I, composce
de plusicurs tiges cylindriques [7]. Nous supposons que les forces de
masse sont nulles et la surface latérale m’est soumise a aucune tension.
Nous considérons la barre fixée a une des extrémités et étant en équilibre
sous I’action d’un champ thermique qui varie linéairement dans la direction
de la génératrice, les forces extéricures qui actionnent sur extrémité
libre étant statiquement équivalentes a zéro.

Nous choeisissons le systéme de coordonnées cartésiennes orthogonales
de maniére que le plan x,; Ox, contienne Yextrémité libre et que I'axe
Ox, soit parallele aux génératrices de la surface Jatérale et dirigée vers
Pextrémité fixé. La section transversale ¥, de la barre est formée par les
domaines X, Xy oy — sections des tiges — et le domaine X, environ-
nant. Les domaines X;{/ = 1,2,..,m) ont pour fronticres les courbes I';,
simples, fermeées, rectiiiables et sans poinis communs. La frontiére du
domaine Y. est formée par les courbes 1y, 1'aymy Vo EXtEricures les unes
aux autres et par la courbe I',,1 qui contient ¢n son intérieur toutes les
autres.

Nous allons noter par i, ((,; =1,2,3) respectivement ks com-
posantes du vecteur déplacement, du tenseur déformation et du tenseur
tension et par T, la variation de la température absolue par rapport 2 la
température de 'érat non-déform¢.

1. — Aelemalicy — U piversitale



