C C Ci' 4 aC [ (),
C. C & aCu :
(18) ‘ i 1 f (;'1)
a, G od G- ay G £ ¢y,
C. £ )
inlocuirea lw ¢, C ¢ g el prin valorde lor ce rezolit din

1
rezolvarea sistemului (18] =1 (16} ne da reslvarea problemei propuse.
Tensiunile se calcuteazi cu ajutorul formulelor (15).
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SUR LES 1 ENSTONS THERMIQUES DANS UN CORUS FLASTIQUE
FRANSVERSALEMENT TSOTROVE

Resunwe

On résout, par unc nouvelle méthode, lc probléme dela distribution
des tensions thermigues dans un corps diastique transversalemert isotrope.
Les tensions sont données par les formules (15).

TENSIONS THERMIQUES DANS DES BARRES ELASTIQUES
NON-HOMOGENES

PAR

D, TESAN

Dans cette Note on étudie le probleme des  tensions thermiques
dans des barres élastiques non-homogenes dans le cas on le champ ther-
migue varie linéairement le long de la barre. On considére le cas des
barres composées de différents matériaux orthotropes (§ 2, § 3) et de
différents matériaux avec un plan de symétrie élastique (§ 4, §5). Au
§ 6 on traite le cas d’unc barre isotrope qui possede une non-hnomogénéité
transversale continue.

§ 1. Considérons une barre cylindrique de¢ longueur I, composce
de plusicurs tiges cylindrigues [7]. Nous supposons que les forces de
masse sont nulles et la surface latérale m’est soumise a aucune tension.
Nous considérons la barre fixée a une des extrémités et étant en équilibre
sous P’action d’un champ thermique qui varie linéairement dans la direction
de la génératrice, les forces extéricures qui actionnent sur extrémité
libre étant statiquement équivalentes a zéro.

Nous cheisissons le systéme de coordonnées cartésiennes orthogonales
de maniére que le plan x, Ox, contienne Yextrémité libre et que I'axe
Ox, soit parallele aux génératrices de la surface latérale et dirigée vers
Pextrémité fixé. La section transversale ¥, de la barre est formée par les
domaines X, Xy oy — sections des tiges — et le domaine X, environ-
nant. Les domaines X;{j = 1, 2,..,m} ont pour frontiéres les courbes I';,
simples, fermeées, rectiiiables et sans poinis communs. La frontiére du
domaine X, est formée par les courbes 17y, Vs V' EXtéricures les unes
aux autres et par la courbe I’ qui contient en son intérieur toutes les
autres.

Nous allons noter par u,, %, % {i,j =1,2,3) respectivement les com-
posantes du vecteur déplacement, du tenseur déformation et du tenseur
tension et par T, la variation de Ia température absolue par rapport 2 la
température de I'érat non-~déforme.

_ Aletemalicdl — Universitate
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Les équations d’équilibre s’écrivent

(1.1) Gr'}"r'=”.
Les relations entre les déformations et les déplacements sont
{1.2) 2z = w1+ U,

Les équations de compatibilité s’écrivent

(13) Siiy - St = 2%iis (EFT) o .
Cknii T Siak = Sk + S (FET F R )

Les conditions sur la surface latérale sont

{1.4) Tt =0 ({=1,2,3; a=1,2],

ol n,, n, sont les cosinus directeurs de la normale extérieure au contour
I',,+1 de la section transversale.
Nous avons supposé que

(1.5) T{xy, X2,y %) = Ty(xy, ¥3) + x4 Ty(xy, x,).

Les conditions sur le bout libre conduisent 2

(1.6)  ouudos — S"’"‘ do == 0,
(1.7) H .\‘653;6 =0,

(1.7 g.t;cx,d; = g.x—la;,,daao,
(1.9) ‘ \'(_\-, B ;263,){15 =)

Compte tenu du fait que la portion de la barre entre les plans x, =0
et v, = h(0 </ <1} est en équilibre [5], il suit que pour x;=/ nous
avons

(1.10) \-c;.;,do'=0,

[ £

(111) \.xgc;udc—_—gxlc;,;.da-—o.

b =
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Les composantes du déplacement doivent éire continues quand on
passe par les surfaces de séparation et les composantes de la tension
do'vent satisfaire aux conditions

(112)  [owande = [mans), sur Vi (e =1,2,35 0= 1,2,

érant entendu que la valeur de Pexpression entre parenthéses cst prise
pour le matériel 4 section transversale X, rcspecnve_megt }_.,. Nous désig-
nons par S, Paire du domaine Y, et nous associons i’indice 7 aux constantes
qui caractérisent les propriéiés élastiques et thermiques du maieriel a
section transversale ;. . . ‘

3 2. Nous supposons quc les partics qui forment la barre sont
composées de marériaux homogénes et orthotropes.

Les équation constitutives dans le cas des milieux orthotropes son,

{ on= Az, A Hep + Geyy — B 1,
(I Hey, + Beyy + Fag 22T,

(2.1 Guy = Geqy + Feyy + Conn — Ba T,
Gug = 2Lz, Gn=2Ms, on 2 Neya,
ou
24 1 (9,070 & Y1 0a2 v o T,
E
Fim l_{v“nl. |- g Faw = Yafga) b % e
)
i2.2) .
: E(G v o o) a1
1 1 ) 1
13 2’;:’ oty 3 = 5 Taly  vhz QN“H
Les relations entre les coefficients sont
1 AB-—H? BC — F¢ FG — CH
p= s O MTapwHY M AB—H
 4c-G | _BG-FH . AF—GH
2.3) TR AB - H' ° AB-— H?
A HG

A=|HB F ,
G F C
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o _1(\, Bp A voa P _— Lol o
1 E 18 Pt S By — Vifs) os = ;' Yia By F vaa Py — W By
1

Oy = F(gi‘ — v 3 — wfl).

Nous notons

¢ = \Eda =3NS,
i=0

(2.4) IJ,“ = \E\idﬂ == 2 Ei],('n)s [;?2] = \E_\'-l;dn = i[; [z,
byt ) = Pl

a

1

19 = \ Ex,xade = SO E 109,

felr

| R

ou [ sont les moments d’inertie réduits |7] et 7** sont lcs moments
1 §

'H " . - r
Cdilnel:[lf: de la surface S;. Nous considérons [P’origine des axes de coor
3 - ’ - -
onnées au centre d’inertie réduit [7] et pour les axes Or,, Ox, no
prenons les axes principales d’inertie. Nous avons donc v e

a et

(2.5) \ Erido = \L\ do = \L ryds = 0.

Moyennant les résultats de [4], nous 3 satisfai

| _ , cherchons a satisfaire aux condiri

du probléme de la maniére suivante : enditions
Nous supposons que les tensions o.(z, = 1,2) sont données par

nik ‘1 = "1 o
(2.6) Gr1 = Gy I I 1
T o dxydx,” TH T _GT;’ »

et satisfont aux conditions
(27) [615 nﬁ]ﬂ = [615 ﬂﬂ]i sur 1 (I = 13 2:'”: FH), [Gﬂ n”s]u =0 sur I,
¥ 12 m -

.2 fonction Ay, Xay Xa) = y{¥y, Vo) + el (v brifi
_ i Xa, Vg Ay (v, Vo) + agely v, va)l vén
des domaines Y;, Péquation ’ b S

(2.8) [b;f} A (b1 - b)) P e L L
o 12 o6/ gy2 9x2 Il oy R £ 0_‘1’ S i o

ou

14 1
I2'(].| bz: = Ve "'z“':)s bﬁﬁ - y Ve =% a3 Vo, 1% 2= 1.12.|'

Nous notons par i, ct 2,{z 1,2) les déplacements dans les pro-
blemes de déformation plane thermoélastique caractérisés par les fonctions
d’Airy <, respectivement ;.

Nous allons commencer par le cas ou les coefficients de Poisson v,

et v. sont les mémes pour tous les matSriaux qui composent la barre, les
autres constantes élastiques et thermiques étant dif férentes.
Supposons que les déplacements wi (X, ¥y, vy} ont la forme
vE ; i Kol ) ,
n o=dA1— ) (v, 1% — v ¥3) | -+ A, — 5 g (v, ¥F — w23) | —

B vy i v vy — B .\'.3—Clvl.\'l.r;,—-Cgvl Xy TNy Na g T Al

X

3
i 3 " R
|.2.10] 1:’2 - Arv: '1'..' A‘_'v‘_"\-l '\.2 A Bl‘ o -6’ _%_ _2 (v]'\.l_ o ‘le\;‘;)\ u
I-’; 1 i a 2 . . . L
By 2 ciep e v Vi | = C vy X ¥y — Cyvp¥, T 7%, F 1 Xyt
.IA z A--I_lB-"-‘ B-‘-_l]CQ Cx Py v
= AR Ay Ny > Vi B,y k3 N2 CLg (X Vo)

oliil reste 3 determiner lafonction ¥ (v, x,} et les constantes A, B.,C.lp=1,2)

et $5n
De (1.2) et {2.10) nous obtenons

v Ay b By H G - A.x, -+ Byx, - Gl
vy [l Ay - Beve + Cyb 4 Apy - Byve C,) -+ 2,
xyldy v, + B+ GO+ Ay vy 4 Boxa o+ G,

*
=113

tap —
0 o 1 Y - L g_l_acb
(2.11}y 2¢g,= — A vy x X, - By, 2] — v, ¥ — Cy v, %, -+ =Y+ Uy
2 oy
IA . 2 _ By xx.—Covx . Laq;
S = o A e wA3) — By v, — Yy F R, e
axy
Sl T R
ou
{2.12) Dely = Uy & U T Vyltan 4 Un )

De (2.1}, (2.3} et (2.14}) nous obtenons pour les tensions les expresions
i2.6) et



e, D, TESAN =

vl 6\-; v, a\l /i ‘IT:
2.13) 1 o+
Tazy = L. A-_ Yl + B, i 1";' — v, 17} - Ctvz'r" X U + . !
Pt zta z T Ony
q ' ) o
G:u o M, = Bl ‘11 \'; "2 - o] Al':_v| "“12 - v'.!“'i) C|1 \"1 .1‘] - TI'" } ul : 6T l '
F=n ‘ ]

dans le domaine X,
Compte tenu de (2.8}, les conditions de compatibilité sont satisfaites.
En imposant aux tensions {2.13) de vérifier les conditions (1.7}, {1.8),
{1.10) et{1.11) nous trouvons pour les constantes A, By, Cy, les expressions

BN b o
A= ;ﬂ\.\l.»g-zda, B 20\1._,."__:_,1(&,
(2,14} 1 - =
& S E\'ﬂ;‘:’lxdr‘.s (o= 1,2),
Iy U-_
ol
; : e _— 0% d, a2 d
(2.15) T = E) T, — v g — Vg (e =01)

1

dans le domaine X,.
Iotroduisant les expressions des temsions dans les équations d’équi-
libre on déduit que la fonction ®(y,,v,) vérifie I’équation

ot RER .
i i ot (v M, - v,L — E} (A,x, + By, + C)+
(2.16) -

+ & (1” o M;'E:,t o L:_“_-,-;:

dans chacun des domaines X,.

Compte tenu de la continuité des déplacements il résulte la conti-
nuité de la fonction ®(v ,1.,) dans le domaine de la section transversale.
Moyennant (2.7), de (1.4) et (£.12)il résulre que la fonction ®(v,, v,) vérifie
les conditions i
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P .ot
Muq(l) ny ot Ln'a{i"‘z] - {Mi?(l) ny Li’_“"'a] = (M, — Mi)\Bf’x-"r‘z'l‘
dx, Axs o | 9n dva L

n, + (L, ~ L,\\Alv,\-l_\-f :

1 o . N o =
{2.17) Z-A‘(V'XI — v, 53 + Cvyx, + 7Y, — 1y
- l Bl(vl'\jf - V-_-'\::} il C] v, X, =7 T Z':\nz’

sur I', (i =1,2,..mm * 1; Ly =M,a = IR

Examinons Pexistence de la fonction (‘I)(.\'l,:\"_‘:). Soit'_g(.\'!,.x.z) une solution
particuliére de l’équation (2.16). En faisant la substitution

2.18) D(x,, v2) = gl X} + plvy, b

il résulte que la fonction sy, vy vérifie I’équation

H-’q (_)_':)3 »
(2.]9) M; ;) 'l’ IJ: f‘-\‘:j == 0)
dans le domaine X; et les conditions aux limites
(2.20) (D2}, — [Dy), == fi sur L%,
i J
D - Mn + Lny—>
Y ax, ’ HES

1 . o
f. = (Dgl; — [Dgla + (M, — M.)\Blvl_t:l,r,_, + Ay 3t v )+
(2.21) LGy ¥y TV — 10y \ ny -+ (Ly — L,-'E\A,v.z.xl Vo —

Mys

1 & uh : . =
9 B, v,y — v, C vy ¥, = = Uy

{i=1,2,.mm-+ 1; Lypsr = M =0).
La condition nécessaire et suffisante pour Iexistence de la fonction

a5 ) est [2]

m=l

2.22) $ Rf, ds S0,

=1
v

Dans notre cas, nous avons
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s by i w1

) \f,-ds = z\' [Dg.ds — 3 \‘[Dg]l,ds s

i=l . [E LI i=1 .

1 i
+ (Ly— L) I Ao, : B [yaf== ) — =y, — u__,lnu} ds.

Si nous transformons les intégrales ci-dessus en intégrales doubles, et
compte tenu du fait que la normale & I', est extérieure au domaine
constant X, nous obienons

N PN PR I v .
f_zl .\f; 5 = ‘—%\ ,W“.‘ L;m)dG-F\'LMU[V;{AlI-_ -}-Bl.l'_, | C]" -
I = S

] LA Byx, + C) — lide + S\ UM (A4, +
i=[

b,

A

H

4 Bixy+ C) — tpa] + L[ (A5 + Bie + Gy - tou]} do —
— EI\E,-(A, v, - B,xy + C\}do "2 g Flide =0,
f=U o {=10 o

-y =

+

moyennant (2.5) et (2.14).
) E_n supposant que la fonction ¢{y,,x,) est connue on détermine
= 4 Paide de la condition {1.9). Ainsi, nous obtenons

mo(" 1 1
e [-m»[Al (v EM;vl) 5+ B, (2 L, — M)\ +

=0 H l
1
P CUL v, — My )+ ;(MiAiv_,.l’f_f— LB v )+
- b i) 1
: A’f_.m_,(u 1 ) Lo, | —) do
1 7 et o l )

ol
r= 3"\ (Lt + Mo,
=y .

e

-
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En vertu des relations (1.1}, (1.4), (2.3), {2.13) et (2.14) les conditions
{1.6) sont identiquement satisfaites. En effet pour la premiére nous avons

mof wo" de. )5, .
odo = S o o {700 P e B A v+ By G
_I_EU‘\F.IL 7 %I/.\lf'“ 1((“_1 t 01’3) 1 { 1Yy |’ 1V N

p e

T a 0 - mo =
- 0\ s 00 (| do AL — E\.\lw(___ﬂda —0;
= < 1 U =0 i

Ja deuxi¢me résulte d’une maniére analogue.

§3. Passons maintenant au probléme général ol les coefficients de
Poisson des matériaux qui composent la barre sont différents,

Le systeme v, Ox, est choisi arbitraircment dans le plan de Pextremité
libre de la barre.

Coasidérons trois problemes de déformation élastique {T=0) plane
dans lesquels les déplacements et les tensions, #® et a{f) (=, & = 1,2; £=1,2,3)
vérifient les conditions (2]

k — 3 ]
[+ n,], =0, sur I' .,
@1y q [signd, = oG )

[ugf‘)]‘.—--[ugf‘)](J = g® sur T, (1=1,2,nm; k=1,2,3; a=1, 2).

ol
gl L [ ot — (= ) gl = O s
':3.2 p o L. " l : 5 o | "
| l gl = O =) x5y 88 = — 5 [0 — A o — 6 =),
g}f" — (_x,(ll') — y(l“)) Syl gf_") = (\,f_)!') — VE_P)) X, -

Supposons ces problémes résolus.
Soient les fonctions
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R 5 ’ s
; 3 3 P 0o 3 1 T D o
Wi=a|—5 — 5z 00D F G my (A7 2§ — -‘\’5)]

b| wiP X v, Xy — b: v'l"" Y, X, —¢ v(l") X N, K T, X,

™ R . ) .\‘_3 RY N W
33 Ui = - alvﬁ_,'l_rl N, Ny7=a, v,‘;l X, ¥, + b, I — _ﬁ’ + .6‘ (A X — v,‘_ﬂ.\;)] +

2

LS R, o ) ) . -
+ b[ " 2-"‘ + 5 (v‘lf).\:.; — viitxl) —e iy, X, — c_,v!_,'),\'z + oy, gty b N,

. 1 " TS R S .
Ty -+ _2' bl X, Ak b'_' 'IL’.'\:i—l—T)-Cl'\.{ e C:"’;s-l_ (2 1 '12}9

définies dans le domaine X,, ou la fonction O (x,,x,) et les constantes
a, b, ¢, (z=1,2) et ~vont atre déterminées. Nous cherchons a satisfaire

aux conditions du probléme en supposant gquc les déplacements ont les
expressions

R [ B {Lh .1 2) (3] 1. ty L L1 5% Y i
I u, = u - fagn bt e i) boa, Db U c, 1,

(3.4) l E
o=,

En tenant compte de (3.1} et {3.2), les déplacements (3.4) sont con-
rinus au passage par les surfaces de séparation.
Les déformations qui correspondent aux déplacements (3.4) sont

2= v [, (@, v + b oy, c)+ a, ¥ + b, v, +c)d,,+
+ vfa, )+ b, + ¢ 2] +a, ) & b, 4, el (o, B =1,2),

Sp ™ Yy (G b, v, ¢)+a, v+ b, v, 4 <,

(k]
: 1 o . . ) =
2e,,=—a, v x o, N b, (v — s E) -~ ¢ i X, TNy - u, +
13.5,] ()(D . . .
+ = + a, )+ b u) e, uld,
1{ ,\'g
1 - Kt 5 Al . - - { . . =
==, 4 (A 32— WD af) — b vk, — e WA — T, +
ad N .
4= a,ul + b w4 ul®,
()-‘-1

De (2.1}, (2.3) et (3.5) nous obtenons les fensions
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ao) LT 6 + v, [, o) -+ b, 75 -+ ¢ o8] + a0l + by +
L0
- ¢, 0'({23 (7,3 = )8
ol ), ont les expressions (2.6), et
0'33 = E,‘ [.\-‘3 (al Xy + bl R Cl) + de + bg Xo + C._!] -+
- {a, %, + a,)0oy G(llll + v G'[;_')) R (T b} (v 5'1-; + vyl et}
T+ fey ) (RO 1) 440, H ol — B T
. 1 - - =
Gy == L —apyPxx, + ;bl (Wi a7 — vl ) — e Vi, - Ty ko
(3.7)
AP 1) {2} ) i
- ba )+ b ul ¢ u___-j
i
iy ! ) 42 ioh 42 (i} .y = =
“u Mf[ blv(ln'\l Yo ;4 (AT — R AG) —e R R
oW 4 i o
. A-a, uitt byl o=, .
()‘]

Si nous imposons les conditions (1.7) et (1,10} nous obtenons

13.8) ¢, = —ad —b.dy+7_,; (o = 1,2},
ol
i \ (E.x, +valtt + o0 ol2) do
=0,
d = — *—.-i———~ , {o=1,2)
Z \ (£, e i gl 4 \,'(_;'l 523)) da
3.9 “"' 0 N
i=U i W (9-\".:; ) 0".":
Tr: = 'nr H.] ———y (Q = 0’ ]).
2\ (Et. 4 ‘.ull{mg::} o v!j) o} do
PR L

Compte tenu de {3.8), de (3.7) nous obtenons
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Gay = Ty (al. “-'”:i' + bl jl.-'_'”) i a, m‘(l” + bz L"Il.'(.'” - 3™ “HI:[;I) + “o :‘I(.(ql.) T

3
(3-10) cop T e B,
s T o
oll
S = I li) 1) |- i) ) — g (i .
(3.1} W = Ex, + e A oly) —d, W 1

) = B+ o]+ o '

e (1.8}, (1.11) et {3.10), nous obtenons pour les constantes a_, b_
(¢ ==1,2) les systémes
| Jia, + Jip by =me,

(3.12)
l Jua, + Jo b, =mi™, (= 1,2},
ou |
ot 1
Fu=3 \ A v, do,
=i,
.
{3.13} moff Ll gt .
mie) = - SR S Y 4 P E g T \x,dn,
£ ‘ZU ) PR 1 6’\:;' s f’)\"l: F ] & &

(”‘)B g |325 ? _0:1)
Moyennant les résultats de [2], il suit J,=F, et ;50 Jip =0
ainsi que

= jll_jzj_-]f-_:(j-':nlll-l_x)_j.’l]n:.’: “)s

1
b i mpe - §omv), (2= 1.2),
’ }llfzz_jf:(jllm- }a-ml ( )

Ea introduisant les tensions (3.7) dans la troisiéme équation d’équilibre,
il résulte que la fonction W (v, v.) vérifie I’équation

(3.14)

iy 2 L o L 3
YA SRR R R BV
favt | ox : ' e oy
{3.15) £ E 20T, + (LYY + M, viY(a, ¥, +b ¥, e} — Lu,,—

Mu,  —a, (L, uf), -+ M. uh) — b, (L!u‘_,-”_, + M. zt‘]'-:l) —

i 3
o (L.' u'_',lu + M;”ﬁ,i) .
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Soit g(1,, 1») une solution particuliére de 1’équation (3.15). En faisant
la substitution (2.18), de (1.4), (1.12) et (3.15) il résulte que la fonction
(v, Y2) vérifie Pequation (2.19) et les conditions suivantes

(3.16) [D7)y — (D7) = 1 sur 1y,

ou

h, = [Dg). — (Dgl, —|—{ {)— a, [(MM" M, Ayt — (M v — M) ] |

Je b (M — Mo x x, b e (M, — M) x, +

(3.17) |- (M, — M)(sx, — ;;1 —a " — b —c¢ uf;‘?)} n, - {al (L, —

— Lo 3, = o b LA = Lo — (L) = L) 5]

I« [L"v,l_,“) o I‘{ ‘}'E:“) X, (Ln—L,-) (=%,
(f=1,2,,mm4- b5 Lyyy = My = 0}.

u, |- a, u‘,_,” + b, ul¥ ¢, i) ‘71._,.

Nous devons démontrer que ia condition nécessaire et suffisante
pour I’existence de la solution du probleme (3.15}, (3.16) est vérifiée. De
{2.21) et (3.17) nous obtenons

mt — )2’ ():o
hyds = \ M= L ')dc +
; \ . 2 ( & i GRS
l'l \_[

+ i \[(L, J'_.i' o B M,- \1'-_,|)(£11 \'1 -'Il_ bl .\'2 - cl)_Li{Eﬂ_‘_‘ -+ a]u_ﬁzj__: + bl uf_"_:l)l -

ht

e udy — M (u  + a “(11,]1 + b, u‘]'ﬂ + ¢, ui':‘,’)] do =

=3 \t a4 b, =+ SN P g Tl] do == 0,
i . .\"‘; 2 ()-\;fl P2

M

compte tenu de (3.9). On détermine la constante = en employant (1.9).
En vertu des relations (i.1), (1.4), (3.10) et (3.12), les conditions (1.6)
sont vérifiées.

§ 4. Supposons maintenant que les milieux qui composent la barre
ont un seul plan de symérrie élastique.

Les ¢équations constitutives sont
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oy = Aey + Hean |- Ge |- Q=10 -+ 3, T,
aug = Hey + Bezy, + Fro 4 Reps -+ 2, T,
Gy — Gzyy - Feny -+ Cega + Sep -+ B T,

141) () Q311 + Reys -+ Seun + .DE.._, -+ ;:n| T,
a2 Lzax 1 Nzgy),
\ G:{; 2 (NE’_!;; ‘I‘ ME;{]),
oll
l 1
N ("l: Ty Vig Fay b Vin Gle o Yy sl + T,
2oy Avpa o e Bay s Vaa Gz — Ve 5a) + 02 T
1
" (633 — V1 Gy~ VaOm —Vaop) + % T,
{4.2) ’
2 (o yy b Vg O+ vy — o) o T
1
g My e T )
1
Ry P " (N"i-_-;; -— LG:”)_
\ 2(LM— N*#)

Entre les coefficients intervenant dans (4.2) et (4.3) il y a des relations
analogues aux relations {(2.3) {3].

Dans cette section nous supposerons que les coefficients de Poisson
vy, v et vy sont les mémes pour tous les matériaux qui composent la
barre. Dans la section suivante nous allons étudier le cas ol les coeffi-
cients de Poisson sont différents.

Nous choisissons le systtme de coordonnées cartésiennes de maniére
a avoir (2.5). Nous supposons que les tensions &, (2, B = 1,2) sont données

par (2.6) et vérifient {2.7). Dans ce cas la fonction «l vér.fie 1’équation

2 ¢ 4 el g4 el O el
bgn a 1 _ 2b2| a -1" e ?.bl;{ a — ”‘J[_ (2b]'_‘ + b;;;;)—T_T ‘Jl_ b“(‘ =
axy dox?ox, av, aad 3—‘-{ LR dxy
(4.3)
T 02T &*
= {2 W P X - ¥ e
axs dx, ax, dxt
ou
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(44) b =>v _—v v, g, =z v 2} E, p,= (22,

Py (a v 1)%"

Notons par u_ et u, les déplacements dans les probléemes de défor-

mation plane thermoélastique caractérisés par les fonctions d’Airy d,
respectivement <. Nous supposons que les déplacements ont la forme

I .\: ; l.'; 1
' 1, = A, | — Ty, 23 u,r-:)l - Al —— (v —v, % ,
L6 2 - N 2 2 = o
- B,( v |- ; vjt_,] T B,_,(uI v, + ~;J_1'2Jx, -
Cl(vl L zvxl]\; C_,(v]x +-—v,1,)
THLA by .\'Jzzt",
u A vy, Dyox )ax A fvx Lyov )
(4.5} $ LTt T, R o Vet T 9 7Y
5|4 2)+B[ Nyl -*)]
| — WA v, A == v,y v, A% | -
| I G 2 i1 I | z 2 ¢ 2 1 27
1 C[v A lvx]\ C(v v —{——l-vl) I-
1 272 9 S 3 A I 2 n il ]
A A u?‘ | \’ﬁ,
1 e 1 e o0 g
I, Alllr: 'A1‘1‘|+ Bl‘ 4 B"’."i l"F"l Ya
2 ¥ = 2 3 2
- G,k P xy, ),

ou la fonction (v, v,) et les constantes 4,,B,, C, (x—1,2) et = vomt
étre déterminées.

) Les déformations sont
' 5 =Y [x. {4, x, -+ B, x, -+ C)+ A,x, + B,x, CJ %
e, = —v,[%,(4,x, 4 B2, + Cp + A, %, + B, x, 4 Ggl 55
(4.6) Vi | _ - A
g, s [x, (Al x, <} B x, -+ Cl; A, x, +B,x, O B e

ey =x3 (A %, + Byx, + C) + Aoy + Bexo + G,
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D= .A(v\c-i_ly x}x 1q (v Wy ) —
R R e LA B T IS T B A

1 iy

v, X, 50 e _

C, (v, %, + 5 %)) + 7 4, I

X
- __1A(v f"—‘fx")"'B(‘ix-k-l-,x)x-
Sl o N N , (X 5 %) ¥

= i o a

..C] (\Jlxl - 2":.“\_:] %X, U] n ;:x_l

De (4.1) et (4.6) nous obtenons
. ) - ol
G, = B [x, (4, %, + By, CY I A,x -+ B.x, -t Gl v, v

a4l o ¢l
Loy, — S ) i
> o " dx, 0 0
ot i | ) )
s L,lat, b bow Ay onx 2 LR B 5

. ad
— G, tr, %, + i-,:__xl) }-{— Nf‘a_f b — T, —
1y

1 2 oy e 5 «1\ B vy o
(4.7) 2Alhl‘\l - ’:"1-:) . B:("l\l 'y 2y, C] (’,-'-l 90 '-,"] )

ad
I com D ¥ IR ¥ voo-]-
Gy - N, [6.\', 1, -wu = AI(J_,.\: bov )l

Cav
=
-

1 . s 1 .
+ 9 BI (‘Jl .\'I — Y \:} - Cl {V_, .\‘,_, 4+ 7 Yy .1'“} “ le.l ;

" . 1
: 1 B, v Y _i'ig (e R

L

Lo

A O ¥ — )
i

=C, (v, X o .1_,)l s

dans le domaine ;.
En imposant les conditions (1.7), (1.8), (1.10) et (1.11) nous ob-

Tenons ) )

A= 1}12\1 i) ds, B, - 1,1”2\1 de,
(4.8) . ',:" .

c, . S}_fz;y,_r;}qu, s 2),

b

S R

TENSTONS THERMIQUIES D Vs DES BARRES 1T LASTIGUIS P9

ol
o= el (]" cl ("' cl
4.':)) L PR . [ " RN E [ —
( : LI AT o g T 6\]6’1‘_,’ (3 = 0,1).

Moyennant la relation (4.7) et Ja troisieme équation d’équilibre il résulte

que la fonction @ (x,, v.) vérific I'équation
gL az 224
. . LA
(4.10) i avy UG ox, av, L il
= I L M:’ + v, N, — L) (A, x B ¥, - C,) —
) !w, H:'|’| Ar,'(l!]'-_ -+ 1'=£.-_-3'|) ! L,- H ‘.:-1[)'

Comptc tennt des relations (1.4). (112, 27 ct 4.7) il résulte que la
fonction @ (v , 1} vérifie les conditions

(4.11) [2®],— [DP] = p, sur ",
ol
i ) J )
M, i, LN a;_,l R ] Li, 6(-.'.,’

( L 1 a 3
P: i{N — N [Al (‘J2 A -t ':} I) A - 5 BI (v, 1; — Y, .'l.'!) -

My = = 1 o
|- CI (v.__\-_ 4 "1) —u, — .\l[ (M, - JW'.‘; [2— Al(;] W% —

— o, 43) = B, (v x4 SR ).1'_, | Cl ("1 v 15.\'2)—1_—;, —’r“.,tgl}u[ -

(4.12) s 2
{(L.. L[4, ("-. v, i;xl) 4y é—Br (o, 3 =y 03) &
‘- _— 1 ) o
+ €, (‘J:'\‘-’ + J‘é_‘xl) — = TN N, = N g A, v =l T

v & .
| g oy e By la L g oy - By --_—l
{ B](al.\1 | 3.\2).\,_, h Cl(zl.\l 1 .\__,)—1— 5 i ”'lnw

P

(i =1,2,,m+41; L = M = L= O

np-= 1 -] m -k

Soit ¢ (v,, v uone solution particuliere de ’équation (4.10). En faisant
la substitution ¢2.18) i1 résulte que la fonction o (v, ve) vérifie dans

chaque domaine X, I’équation

- Alatelnatici — Universitale
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(4.13) M2 oy Fr %% g,
Loy 'E'.*.I(J‘l'z ' 6,\_3
ct les conditions suivantes
(4.14) [(#5], — [Bp). =g sur V',
ol
(4.15) g, = [Pg), — [Fgl, +-pis (= 1,2,y m ).

La condition nécesszire et <uffitente pour Peristence de la tolutien du
probléme (4.13), (4.14) est {3]

m+l o
(4.16) S\ —o.
r=1 .
e

Compte tenu de (4.8), (4.10), (4.12), (4.14) nous avons

TR ar T L) Ry a2y
.d - — \ . ' 2 F. = - o - ., F i
Z; ,\g' : !Z(, LM' oy e G.x, o, + 1 6.\'—’_](# -
1 i

+ E\{Li [9,0A, %) < By, 4 G — ] -+ N vy (A, x, - B =t C))

M ug,,| - .Mt. [v] (A, v, + B x,-+ Cl) S ”U] da = G, S!_'_ —2\;’:‘;-11 der e=0).

1=
=i

Si on connait la fonction ¥ (v,,v,), va dérermine !a constante = & laide
de la relation (1.9). En vertu des équations (1.1}, (1.4), (2.5} et {2.6), les
conditions {1.6) sont satisfaites.

§ 5. Dans ce qui suit noussupposerons quc toutes les constantes qui
caractéris nt les propriétés élastiques ct thermiques des milieux qui com-
posent la barre sont différentes.

Nous considérons trois problemes de déformation élastioue (7 = 0)
plane dont les déplacements et les tensions, v’ et 6 (u, = 1,2:40-1,2,3)

vérifient les conditions

J [61’Ii ”,elo — 0 sur I'm 55
(5.1} [a;?f ",’:L‘ = [GL’;} 7],
1,2, ...m5 k&

(247, — [ui‘f’]“=g§i’ sur L, {7 - 1,230, =1L2).

© i e
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: T, 0 (0 o
: e ot v | o) e (i1 X (=) X
f';I. 5 [("1') 7y )"1'_(’?)'_’: ))'\:}1 S (uifl—uiP) ¥, X, 2( 1 a0 )Y
(il y2 gl T i) i)y () =m0 2
20 [ FF =t Uiyt gl = [ (A — ) = (] Jaths
{H.2) &5 (’lf | )'\|-\‘-’ : .)(";'. y ) '_”g;_' 2[( 1 1 ) | o z
. | P I 5 o n Lo v 2 1 ylt LYy
y ORI Yl ) (i) — X, . J
2. —._(\;11 —w }‘\l-*. ‘)(1"' Ut ).\2,5;‘,,_, (J‘_, i ) T ) ( ) )
Considérons les fonctions
5 :
y R 1
v ) : i ;
ey 3 Wil — () - R S v '-';P]
w! = (ll\ 6 5 {A = .\.,_,)‘ -oa, 9 2( ki b
| I 1
by, 1+, v \!) (R b:["l' v, ) 3\.} V— C [v ¥y 4
2
1 L, B N .
SN \J) v, - L,_,“J]’ v b ) ¥, X N
i)y - - ylit e el 1
i5.3) thiy a, lu_* TR wid -‘1) XN, (; v ok ] i
L s . \
1 . Y- sl h LYULERS | ~ gl
b'\ (R gy = )\ ['l 2 BT
! v o A Lo = : Feam, e,
¢ [V.-' v, F .,.Ji' "‘1)"3 “:(’.‘l i 5 ' IIJ T Ay 1 M ufie
' ; 1, .0 s e R G 3
! @, X, NG AN -i--ibl £, 550, %, X 1 €y R B v,)
5 7 : 4 »

fioi ine -, ot i Y[ es constantes
défipies sur le domaine —,, Ou la fonction W (x,,v,) et les

1 b o (2= 1,2) et = vont gtre déterminées.
a_b e (% ’
"Nous supposons que les déplacements ont la forme

B 4 5 g 1 T (2 3 . 1 2
| 4, = v la, ) I—bll!:)-{-bl({;{) a, 4 -+b, RIS C A )s

\”.. : uiio ’

Les déplacements (5.4)
Les déformations qui correspon

(5.4}
sont continus en passant par les lignes 1" {i=1 seeey 1)
dent aux déplacements (5.4) sont

T T {a, ¥, + b, ¥, + e} +a, X, b, ¥a €} Zan +
2 T JRTRRU Pt T PP P
'\.s (dl .:'J.I’x }- bl 51“,( -'L('l ':'!x;))" a.’ Sax U2 Tun | L.' <% ? (
(M%) 1 , .
‘ -4- @, X, b oLV €, 2, T
= T [ la, v, by x, ¢) i . F e i i
e by gl b L E) A S A E T

=t
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T = Ay (@) Xy - by v -k o) b ay g F by 4y,

26, = —a, (v:') %, + Eug‘u;\.,] £, Ly () — o ) —

f 1 o
iy L Syl v I =y 1§ " e 1]
{5.5) C]["I_" Yy % ",J1 v, ("_')-}*a, ull L b uP e ult,
: L o xr— v ay — b vt 4 ulx ) v
b e é-l(l'l 2 v 11" 53 2 :
N 1, . Ay 1
< ["."-".'l’z—‘l-“” -"2] X, 4 — ta ) b u e ut
' X,

Les tensions sont

(5.6) Gy oy, (g, cif,,‘)-{—b] G‘i’:ﬁj»'{-cl G!;:‘j)-'t-a_, G',l;j'|‘b-: oifl-l-c, rrx, , (2P 1,2),

ol o}, ont les expressions (2.0}, la fonction ¢ vérifiant ’équation (4.3}, et
o =E.[¥,(a, ¥ +b x,te,)ta, x4 b, 3,4 ] 4-(a, vyta,) (0 sl 4

LA GE e b)Y (4 &) + o - i) -

+{e e () o Vel ol o) Hvi o) vl 6, A el —E 2T,

e at=] v oid)

1 e .
o L, b )

. 1.
— il y Sty
Oy = L,[ (II(JZ' _\2-|-2,“: .1]].\l

. 1 . : Ju» = . ]
- (v,f;? X, -+ ;:f;’ ,\!] + =, -+ o o, a6 e ud |-
X
(5.7) N, [— La (o5 — 4 3 — b, (vfl').\I + 2ol .\2]% .
) 1 .. g = Y
- ¢ [v{*) X+ —-vf;’;\',_,)— w, +— u, a4+ b w4 oo e,
2 oy

—N[ a [\J,‘,f’,\'_|—i—1~1" J\ + 2 L (w0 52 — ol 2) —
v, + 2 {0 %
. 1. g = .
—¢ (v&*'.\',_, = Ev};).\;l] + v, + = +u, +a ul?) + b ul) -
(ih o iy - Loy e Vo
+ ¢, u,[_;”] M, [—;al (v X3 — i 2) — b, (v‘l‘).\l = .\,_,) X, -

— (7]
L[ (Vl .\l

dans le domaine %, -

Loy b - (ay . 2 iy
+ i, | =y, — e bl A
2 dx

by e
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En imposant les conditions {1.7) et (1.10) nous obtenons

E58b CI R a'f. dl b'z d.: n T_'—xJ (‘7' = 1: 2)
ou

W oy 440 o) do

=1
dipe—— -y e=1,2)

Z\(”-J‘*"‘f’“{ i1 ol o) o) do
p=tdl o

(5.9 Ny

I a2 d 2 92 &g

. A Y ) i) SN RaacH d
>-0\L}— y(i)T ’[ ’7‘2 13 ’)"’ —% Ji 0\]0\)

S st ot e e

A

Compte tenu de (5.3) nous avons

5. = \'_;(“ q,(r] I_ b ) ‘ a-_; Sl{'f[!') _|"b \‘!\u] lA \ “I':';; I_

141
Iy 2 9 )
WAL, =, Sl 4 \,mé 4, w? d — ) e — E, ol T,
0 e " ds 3 da
ol ) _ .
‘1‘_; 5 E, X, + v[lfl qfl’;) - \,f;) Ggfz) - \,g;l G(l?!l - dz \‘)\!f;)’ (g_ =1, 2)
5.11) _ o o
G Bl o ol A
e (1.8), (1.11) et (5.10) nous obtenons
[ Jha,+Tab, =
i
2:12) | $oa,+ Fpb,=ma, (2=1,2)
ou
[ ES v, do,
i=1.
uy
{5.13) . .
ne f* l’} -1 0' '1,‘; X o ¢l 3 A -
: o B L Y v Py ¥ E 1T de
mk-ﬁ '_Z\'IF(';“EI} : ;fl} 0—1?) el ,3 TS n 8.\,:?&1, ; %3 3

(,8=1,2; &=0,1).
Compte tenu de résultats établis en [2], [3], nous uvons F.=F et
P Y, — Ji2s£0, de sorte qwa Paide de la relation {5. 12} on peut
determmer “les constantes a_,b {2 =1,2).
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Moyennant la troisicme équation d’équilibre, ncus déduisons que
la fonction ® (v, ,v,) vérifie Pequation

J5 - 0 b

| g s
—, -2, L == — o S p S S
A Tan dy, iy 1t : ki

= el 0l

NI ie dl

5.14) i
(5-14) ’ TN o,

M/
1 iy2 2 2
r.'l.2 rj\!

bl CEts o) — Ll. (u._.‘,_, +a, ”tzl_)z -+ b, ”5"’)3 + ol —

E, o) T (LM A1

+ N, wWia, v,
N oy, 4otty y a el F lf) b b G 4 ) e (), 4 0 )] —
- M, fu]‘,_ - a, u'll‘} -- b1 u” S u’l‘fl’).
Soit g{v,,v,) une solution particulicre de Péquation (5.14). En faisant

la substitutiop_(2.18), de {1.4), (1.12) et (5.14) il résulte que ia fonction
o(x,, v,) verifie équation (4.13) et les conditions

RBR) [Do], — [ie] =g sur I°,
ol

1 G .
g, [9¢) — [9¢] -+ {Eal [(M, 10 — M) 3 —

e (M M a2] 4 b (MY — M) v,

4 L0 M) [ — M)
-+ %(MO YO — M i) .\'g} —l—[Mn—ML_)(*..H.'J—Z]—.a1 wh—b 1P —¢ uM)+
(5.16) +a, [(N“ 90— N} 5, 3, ANy 0 — N, A7) ,1;’]
S 5y LN = N oj7) 5= (N 0= N ) 5]+ €, (N 70— N g

0

1 1 i - -

-, (N = Ny v [ — (N, — N (b =x,+a, V4 b P -bc,ul? )}ill*{-
o . b .

’lql [([‘0 vl =L)Xy vt Q_[‘Ln =L v) ] — 21[([‘0 W= L=

1]

O — L) 83 - ¢, [(Lu VI ;(LO WO — L o) \,]
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2
1

—(L,— L) (s, A=x+a, PR A R T i ;l-al (N, v =N ) A

0
(N, 0 —NA) 3] 4B, [(Nﬂ A =N, o) 6y NG

] - . r | ! 4 ifl -
N o) w] e, [(N0 O N o) ¥ SN 90N ) .«,2] o

AN, — N7y, — ;l —auV —b w’ — ¢ u‘;")}. My,
=1L, 2,,m-R1 Ly = My .y = Ny =0).

Dans ce cas, en tenant compte des relations (5.9}, (5.11), (5.14) et {5.16),

nous avons

woed

' \ql ds'="—
[5=1, . i=U
e =i

)

v

\fa, 7 % 2n Lo ’}'f’)dc L

TRY s v, X, ! rj.\;i

(RIS

[ =
F 2o\l A o) = NP (v, o+ by vy b)) = Ll e Uil
=0 .

A

b ) — My a )b ) — Nty
ba a4+ ) b () ufh) + o) () + uf]} do =

et f

-
A Z\{a:""lt“ | b| :_,{_(-;) | =, -_u,:‘r) _l_\J(14l

=0
X

Y. S~ AL
ot 7 d} it Y 2
2 *ooxdx,

72 el i
R
i,

— E, o T\do =0,

¢ sortc que la condition nécessaire et suffisante pour P’existence de la

solution est satisfaite. En connaissant 12 fonction & (v, ;) on détermine
ln constante = & Paide de la relation {1.9). En vertu des relations (1.1},
(1.4), (5.10), (5.12), les conditions (1.6) sont satisfaites.

§ 6. Dans ce qui suit nous allons étudier le cas o la barre est iso-
trope avec une non-homogzénéité transversale continue. Nous supposons
que le domaine X est simplement connexe. Nous supposons encore que le
module de Young E (v, v.), et le coefficient de dilatation thermique
linéaire, (1, va), sont des fonctions de classe C'(¥), le coefficient
de Poisson v, ¢tant constant.
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Nous choisissons le systéeme de coordonnées i, Ox. de maniére 4
avoir (2.5). Solent #!" ct u' les déplacements des déformations planes

thermoelastiques dues respectivement aux variations de témperaturc 7T, et
T, [6]. Les tensions correspondantes, &l et o} vér.fient donc (2.7).
Supposons que

iH.1) G
ol

[ d=2a,(x,x
6.2

] G ;'ai

el (-‘AI ) x'.')a

o° gy 5 ey 5 G cly
.2 O =T s O = o
(}.1'5 A r}.\’: o oy

Nous cherchons a satisfaire les coaditions du probléme en considérant
les déplacements sous Ia forme

' ooy
i : AI ""l'.'. Yaty A:‘J"‘.. Ty + B’ I =i + ; (\1"_ \(j}‘l :
iG.3) V2 y | )
| le n 2 - 2 W .I‘f:j)J o Cl VAN — Cz vy ol T Xy + “5"’ 1 ¥, “&’ 5
) i E v ! - y : 1 o)
Hy = 5 Ax i+ A2‘1|":|+"2'B1-13-‘f-| B, x, x, 'F;CI:L':; +
F Gy, + By, s

La fonction ® (v, v,) et les constantes 4, B, C. (3=1,2) et = vont
étre déterminées.
Les déformations correspondantes sont

g, =V [v, (A4 ¥ -+ Bl X, C\} - A, v, + B, vl C_] 8_{9 -| s:,p s
(v, == 1,2),
g =4{d, v, + B x,+C)+ 4,z - + C,,
(6.4) ) P | . ) . Jb
2 =—A vy, + 5 B (a2 ) —C vy, — =y, + i} :}A
e, =— 1] A (v al) — Bvx v, —C vy — =x, 4 ull - a

:

=

3 ITENaIONS THERMIGH S

Moyennant les équations constitutives,
obtenons

o = B [ve (Ay vy + Bute o+ Cp) 4 Aexy 4 Bpay

\ — A s B {2 — 33—y,
(6.5)

0., ™ E | - Bl EANIR
1y i

[S%]

Si nous imposons les conditions (1.7}, (1.8), (1.10) et (I

p=_(zq\\l(1,—/1 —vAdy-,)da,
11:‘ ::
1 o
B, = —\.x'..(ka?g —wddesy) dn,
((“6 - - {
) 1,
C, = ; (EoTa, —vAdsgdo, (5
o
De (1.1}, nous avons
(6.7) o 9% p(dy s 4 B xa -k C)—vAd,

o GA
En introduisant les notations

a=4 |-IB,, 20-= u]',’,—u'“

(6.5) o =, 116y, !

de (6.5) et (6.7}, nous trouvons quc la dérivée aréolaire
a expression

(6.0) & = (In| E}o* 4 (In]'E) &%+ f(2),
ol
2:
fle) = LT —asga o 2 9]—
2 S B
16.10)
iE 1+ 3y 1

| az + _"53]4-15(_" .
\l—}—v 1 v b+ v
En notant o*=/L e, f = | F, Péquation (6.9) se rédu
male [Y]

I:'\\'.H DS BARRES ELASTIQUES 2ol

compte tenu de (0.1 nous

Co} |vAa — LT

b
T -l ‘,
Xy

, Ot
Ty A P — |,
) €y

.11), nous obtenons

£

':" I."Il 7.’1 .

=x 41y,,

de la fonction &*

' e, )
2

it 4 la forme nor-
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s

(6.11) w_ = (In JE) w1 F(z),
De (1.4) il résuttc que la fonction w vérifie la condition a la frontiere

(6.12) Se [t (s1win] = 0, 121’
Nous avons obtenu peur la fonction z(z), un probléme de Riemann-Hil-
bert généralisé, comme dans [8].

) T : o
. Pour étudier cc probléme aux limites nous allons employer la mz-
t,’odc de L. '\T Vekua {0]. Moyennant la relation (6.11}) nous obtenons
’équation intégrale

" 1r TN e .
(6G.13) et ;\ (In I £, a0 () i i " () l \F(I)d(;)
: F ma b=z

N
b A

ol ' (z) est une fonction holomorphe sur X et continuc en X, dérer-
minée par I'intégrale de type Cauchy ’
1 Rfc (6

{6.1h e
2ri

h" () dr .

===

2

En cmployant la méthode des approximitions succesives ef les notations
de [9], nous obtenons

6.15 s ' o | "
(6.15) ez = D) | \| Sm 0 ()da \l._. (=, 0) b () drm —

\

10 1
ﬁgszt (z,1) F(t)dn \ 0, (20 F(zyds,

N e

ou I' (z,¢) sont les résolvantes de I'équation (6.13} et Q_ (2,7 sont les

: 14 g ! [ :
noyaux de l;guahoﬁn (6.11} qui correspondent au domaire X .
La fonction @* .) peut étre mise sous la forme

1 \'il_iudr_

il r—=z

{0.16) B (=) - iC,

ol it} est une fonpr{on réelle du point 121" et C une constante réelle
uniquement déterminée, le domaine Y étunt simplement connexe. :

De (6.16}, (6.15) et {6.12) nous obt o M W
grale singuliér:: suivante ) 22l S YD PRI P e

{6.17) m (e ) wit) + \K’l;t_l, o lryds = Ch )+ 2,{) -
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La condition nécessaire et suffisante pour Pexistence et Punicité de la
olution du probléme (6.11), {6.12) est identiquement satisfaite, vu que

{6.12} est homogene el quc V) est simplement connexc.
Il en résulte Pexistence et Punicité de la solution de Péquation in-

tégrale singulicre (6,17
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TENSIUNI TERMICE iN BARE ELASTICE NEOMOGENKE
Rezumat

Se studiazdi problema tensiunilor termice in bare elastice neomogenc
in cazul cind temperatura variazi liniar in lungul barei. Se considerd
cazul barelor compuse din diferite materiale ortotrope (§2, §3) si din
diferite materiale cu un plan de simetrie elasticd (§4, §:) In §0 este

tratat cazul unei bare izotrope cu neomogenitate continul transversald.



