SUR LES FONCTIONS LEXICOGRAPHIQUES MONOTONES
CROISSANTES ET LEURS APPLICATIONS A LA RESOLUTION
DES PROGRAMMES LINEAIRES EN VARIABLES BINAIRES

PAR

IRINEL DRAGAN

Soit B, lensemble des vecteurs 1 == {¥j,.., %), dans lesquels
v, €10,1}, (= 1,.,n); soit le sous-cnsemble V= {vx €B,, ful{x) = by,
(h=1,..., p)}, déterminé par les fonctions linéaires homogénes a coefficrents
entiers f, (v) et les nombres entiers by, (k= 1,...,p). Nous développersons

un algorithme pour la résolution du probleme (A): trouver IGB,,, tel
que f, (v} = inf f,{x), ol fo(x) est une fonction linéaire homogéne i
xzl”

coefficients entiers.

§l. Quelques définitions et propriétés préliminaires

Soit la fonction nf{x)=2" 'x, + 2" Ty, +.. 20y, définie sur
’ensemble B,. Supposons que lensemble B, est ordonné & laide de la
fonction #(¥) de la maniére suivante: v < y ¥ n(x)= n(y). Cette rela-
tion d’ordre sera appelée Iordre lexicographique de I'ensemble B,. La
dénomination est justifiée par la proposition suivante: v précédera y, si
et seulement si, on peut trouver un indice i, tel que ¥y =¥ .y X =
=y, |, & = y; entrainent x; <y, (v, =0,y = 1l

La fonction f(x) définie sur I'ensemble B,, sera appelée lexicogra-
phique monotone croissante (briévement Lm.n.j, si v <y - f{) = F(¥).
On établit facilement les propositions suivantes:

{a) Soit f,{x) des foncuons l.m.n., définies sur Pensemble B, et A,
des nombres réels non-négatifs, (keK); alors, la fonction /(1)

> ke fr(¥) sera une fonction l.m.n.
k

(b) Soit /() une fonction l.m.n., définie sur I'ensemble B, et m le
premier élément de I’ensemble V; alors, on a: inf f(x) = f{m).
vel’
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(e} Soit f{v) et g(+) des fonctions lL.m.n., définies sur Pensemble
B,;alors, y <z < y— fi{s) —els) - fiv)—glv)

Arrétons nous a certatass propriérés des fonctions linéaires homo-
génes, On peut érablir les propositions suivantes:

T < . I .
(d} Soit f{v) = >« 1, une fonction jinéaire homopgéne, ¢t les nom-
\.

o
unc fonctioa L.m.n., si et sculemenr si, ies nombres @, (7 = | ,..,#n) soat
des nombres noa-négatifs,

(e} Soit f(x) = 2, « 1, une fonction Lnéaire homogéne, puls les nom-

T

bres @; = a; Uy, U dyy (] =1, 1}; alors, la foncrion f(v) sera

?
-

v

\

bres , — @y~ 2 @, vy = ayy {§  1,.,2—1), et les fonctions Fi(4) = vy,

{

w2}

Fo(0) =201, 4 gy, Fy(0d =20 2x of 2078 5, 4o+ 200 -k ¥y alors, la

fonction f{v) peut étre reprisentée sous la forme f{v)— L |v) — Miv],

ot L(v) = o Fi(1), M(x) =—2 u ki (vi; les fonctions L{v} et M{y)
;-0 it

sont des fonctions lineaires homogénes |. m.n.

La proposition (d) offre un moyen pour établir si une fonction
linéaire homogéne donnéc posséde ou ron la propriété de monotonie lexi-
cographique croissante; la proposition (¢} offre un moven pour trouver
deux tonctions linéaires homozénes Lm.n., dont la diiférence soit égale
a unc fonction | néaire homogene donnée,

Les propositions (a) — {¢) permettront la construction d’un algorithme
pour ta résolution du probleme (A); 4 luide des propositions (d} et (e}
scront justifices certaines opérations prélimnaires sur le probléme (A]
apres ¢y opérations le probléme ({A) sera ramené 4 un probkme plus
simple. Les propos.tions (a), (b) et {¢) just.fieront les opérations demandécs
par Palgorithme pendant la résolution du nouv.au probléme.

=

§2. Certainz: opérations préliminaives de lalgorithme

Considérons lc probléme (A) enoncé dans le paragraphe précédent;

soit +&B, la solution inconnue du probléme (A).
Théoréme 1: St fo(1) est une fonction lowmn. et m est le premier

éldment de Pensenble V, la solution du probléne (A) sera v = m.

Evidem nent, c’cst une conséquence de la proposition {bj.

Soit lc problém: (B): rrowver le premier élément de Pensenble V. Le
théoréme 1 sustifie Pop#ration préliminaire (z): calculer les nombres
v, i =1, .,n), correspondants a la fonction f,(v) et éablir ¢i ces nmom-
bres sont non-nézatifs. Dans le cas v, = 0,(i == 1,...,#, selon la proposi-
ton (d), la fonction f,(v) sera une fonetion lL.m.n.; alors, d’apres le
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théoreme 1, il faudra résoudre le probléme {B). On passcra a Popération
préliminaire (), Dans le cas ou il existe un Indice ¢ tel que o) 0, il
faudra passer a l'opération préliminaire (3).

Théoréme 2: Soit 7 =inf fo(V), 7 = sup fo(x), puis v le nombre en-

By, il

tie déteyminé par Dlinégalité 2= < 27", et la fonction F(s) =12z,
L2 g, L 22,4 2%z, o0 g sont des nouvelles  variables binaires,
b= 1,,r 15 alors, si 2=0 e (&,17) est le prenner élément de tensemble
Vool z eV, Fla)— fi{0=0, ) = Flel 0,z e{0, 1, {1, D}

’

fa solution die probléme {A) sera v = v,

Soit le probléme (B'): rrouver le premicr élément de P'ensemble V. Le
théorcme 2 justifie DPopération préliminaire (f): calculer les nombres
Z,7,r. Dans le cas oit Z=0, selon le théoréme 2, il faudra passer a la
résolution du probléme (B). Dans le cas ou Z< 0, i} faudra appliquer
également 'opération {2} mais aprés le changement préalable de la fonc-
tion f, (v) en fy(v) — I; puis on rassera de méme a la résoiution du pro-
bleme (B’} corrcspondant.

Il est bien clare que les cosembles V et I/° sont des enscmbles
dérerminés par des systémes o’ néquations linéaires en variables binaires.
Donc, les problémes (B) et (B’) cont des problemes de la méme forme.
Par conséquent, en ce qui suit il suffit 3 donner seulement Palgorithme
formulé pour la résolution du probléme (B). Supposons donc, qu’il faudra
résoudre le probléme (B); alors, avant Papplication dc Palgorithme, on
applique D’opération préliminaire (v): calculer, pour chague fonction
Fo(¥), (= 1,....p), les nombres o/, {i = 1,.,n), ¢t les fonctions L (1} ct
M, (¥} correspondantes, définies par la proposition (e).

Maintenant, la résolution du probléme (A) est ramende a la reésolu-
tion du probléme (C): irouver le premier élément de Vensemble W — {2 x€B,,
Lo(x) = My{v) == by, (= 1y, p)), ol Ly(x) et M; {1} sont des fonctions
linéaires homogénes l.m.n. & coefficients ecntiers et &, sont des nombres
entiers.

§ 3. La résolution d’un probléme auxiliaire

Soit Pensemble W, = {x véB,. L,(v)— M, 1x) <~ b)), déterminé pzr une
certaine inéquation du systémie qui déterm’ne Pensemble W. Soit y¢B, un
élément de Pensemble W, ct Pentemble W, (W={1 1€B,, L (1) < b Mul3)l,
déterminé par cet ¢élément. L’ensemble W, (y) n'est pas vide, car
x < v, veWL — vel¥ (v} il posséde aussi un dernier élément y, (¥ < y), car
I’cnsemble B, est fini. Arrétons ncus 2 la résolution du probléme P, (y):
trouver le dernier élément de Pensemble W, (y).

Le procéds qui permet la résolution du probléme P,(y) détermine
successivement  les  composanies y,..,d,, du vecteur v. Supposons que,
pour un certain indice 7,{0 —i-_n), il faut déterminer la composante y;+,
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en connaissant, dans le cas 7 0, les composantes iy Vi Posons: a0 =
(K ovey Xady B2 = (2D (), 100, 1, (k= i+ Ly}, bh ==t -+ M (y) ByF =
b g 1y oo tthy Wy (1 = ), LH () = L), L D) = g X
ey WXy (1>0). Le procédé annoncé est fondé sur les théorémes suivants:

Théoréme 3: St (X 1,0 Vo), (0 TP <), o5t le dernier  élément de
Pensemble Wi (y) = v Lt el L () < bf,' W alors, le vecleur
(V15 oy Vi Vi 1 5o 1) Sera e dernier élément de Pensenble Wi (v}

Théoréme 4. Si (Vgpqpey a)y (078 < it), st le dernier élément  de
Pensemble WitV (y), alors, seront vraies les implications : Bt =gy, X =

Qet b, '>ay,, —v. =L B

Donc, pour déterminer la composante y,,, il faudra éwablir 1'unc
des inégalités B, ' a, ., , ou by ' “ay,, q; lc théoreme 4 indiquera la
valeur correspondante du nombre v, . Aprés certe opération, si i-F1-In,
on déterminera le nombre positif )2 = &, l—ay,; ¥ 1, qui sera utilisé
pour trouver la composante suivante, et ainsi de  suite. Le théoréme 3
montre que le vecteur déterminé par cette voic représentera Ja solution
du probleme P (y).

La solution du probléme P, {y) posséde la propricté expriméce par le
théoréme suivant:

Théoréme 5: Si y est le dernier élément de Pensemble W, (y), alors,
v < z <y entrainera zg W.

C’est une conséquence de la proposition (c). Evidemment, dans Ic
cas ot y = {l,.., 1), le théoréme 5 ne donne aucunc indication sur l'apparte-
nance & ’ensemble IV des successeurs du vecteur .

§d4. L’itération de Palgorithme

Le vecteur yeB, sera appelé un vecteur de départ pour une itération
de Palgorithme, si, ou bien y - (0,..,0}, ou bien v <y, v =y —»xgW.
L’idée centrale de Palgorithme, dans une certaine mesure pareille a
Pidée centrale de Palgorithme d: Lawler-Bell, {voir [1], peut drre
décrite de la maniére suivante: une itération & de l'algorithme posséde

un vecteur de départ connu 1";siv' €l la solur on du probléme {C) sera

Y — x*, mais, si **¢ W, par la résolution d’un probléme auxiliaire Py (%),

avec un certain &, ou bien on obtiendra la conclusion W= @, ou bien
on obtiendra un nouveau vecteur de départ 'l (af >t A Uk ok,
utilisé dans P’itération suivante.

Soit le vecteur de départ 1 et le nombre entier i, {1 <</ < p), alors,
Pitération % contient les opérations suivantes;

{z,) établir Pune des alternatives (=) VeI, ou (=) Vg W dans
le premier cas on passea Popération {£u), dans le second cas on passe 4
Popération (8} ;

—4-

‘r?
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(£s) déterminer le dernier clément v de D'ensemble 1%, (") et passer
a Popéreton suivante; B

(v} ¢iablir Punc des alternasives {}) »" = (1,..,1), ou () ot
(1 ,.,1}; dans e premicr cus le probleme (C) est résolu, car W e @,
dans le second cas ie vecteur 1o vk e, sora un mouveau vecteur de
dépert et on passera a Pitération k+ 1, avec le vecteur de départ il
en prenant le méme A

(3,) établir Punc des alternatives: {3z il nr'y a pas encore p itérations
‘uccessives commencées avec le vecteur de départ x7, ou: (87) les vec-
eurs de départ desp — 1 itérations précédentes coincident avec x*; dans
{> premier cas on passera a Pitération & + 1, avec le vecteur de départ
1 vt en prenent su lieu de /i, soit le nombre 41, si b < p, sait le
nombre 1, si k= p; dans le second cus lo probléras {C) est 1esolu, car

3

= i .

Done, pondant Pitération £ on peut reaconier I'une des alternatives:
(1) (), (ys (20 {o}h (¥3)5 (3) (=231, (315 {4 (=) (8. Les décisions priscs
dans les cas (1) et(2) sont justifiées par le théoréme 5; tous les vecteurs
. < A" nappartiennent pas 4 l'enremble IV, En ce qui concerne l'alterna-
e (4), il est bien claire que s Vig W, et les p—1 itérations preéce-
cotes ont eu le vecteur de départ if, le vectsur A" appartiendra a Pen-
semble . ¥n effet, pendant ces p—1 itérations nous n’avons pas pu
rencontrer la situaticn x*e W, pour un certain /4, car dams cc Cas mous
aurions étés conduits, soit & la conclusion ¥'= ¢, soit @ Pobiention d’un
nouveau vecteur de départ. Donc, dans le cas (4) on a gy, (=10}
clest-3-dire a*e 7. Llalternative (3) monire que le vecteur de départ »*
sotisfeit & toutes les inéquavons considirées pendant Jes itérations com-
mencées avee le veceur de dépert +f; mais, le nombre de ces .térations
est olus petit aue p, donc il faudra contizuer les itérations, avec des
itérations relatives sus autres indquations du systéme qui détermine ’en-
semble W,

Théordme 6: Llalgorithrie condult, aprés i noribre fhii d’irérations,
it bien @ la solution du probléme (C), o bien a la conclusion qu’elle w'existe pas.

En effet, Palternative (3) sera rencontrée au pius pendant p—1 itera-
tions successives; donc, si le prohieme (C0) n’est pas résolu, aprés au plus
p— | nérations successives cemmercées avec le méme vecteur de départ
on rencontrera la situation (2). Alors, aptés aa pius p itérations sucCessives,
ou bien l¢ probléme (C) est résolu, ou bien on obtiendra un vecteur de
départ ples éloizné que le vecteur de départ avec lequel on a commencé
ce groupe de p itérations. Mais, Ic nomtre des vecteurs de départ dis-
tincts est fini, car Uensemble B, est fini; donc, aprés un pombre fini
d’irérations, je probléme (C) scra résohu.

Queique nous avons tésolu plusieurs exemples pumériques, & Va'de
de Palgorithme proposé, nous n’avens pas ubtenu des résultats théoriques

T
d
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ou au moins statistiques sur lefficacité de I'algorithme. On peut dire
seulement que P'effic cité depend de Iurdre des variables et des inéqua-
tions du probléme {C).*)
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ASUPRA FUNCTIILOR LEXICOGRAFIC MONOTON CRESCATOARE
S1 APLICAT:.ILOR LOR LA REZOLVAREA PROGRAMELOR LINIARE
CU VARIABILE BINARE

Rezumat

Se formuleazi un algoritm pentru rezolvarea programelor liniare cu
variabile binare; algoritmul se bazeazi pe notiunea de functie lexicografic
monoton crescitoare si foloseste unele proprietdti ale acestei clase de functii

* Note présentée au XII-zme Collogue international orgamis¢ par Technische
Hochschule Iimenau D. D, R, (11—15 sept. 1967).

UNE METHODE POUR LA RESOLUTION DES PROGRAMMES
NON-LINEAIRES

PAR

M. GHERMANOV (>ofia)

Soit K, lensemble des fonctions convexes, définies sur lespace
cuclidien E,, et qui possédent des dérivées pariielles du premier ordre.
Nous considérerons le probléme (P): trouver le minimum de la fonction
f{x), sur Pensemble D, convexe, borné et fermé, déterminé par les iné-
quations fi{x} =0, (k=1,...,m), ol flx) e K., fil(x)¢€ K,, {k=1,...,m). Par
suite des hypothéses, ii existe un point x~ €D, tel que f{x*) == min f(x).

xeD

Soit I’ensemble, déterminé par un point x4€D, et défini par

(1) Fy={x x€E,, f(x) = (%) };

il est un ensemble convexe. L’ensemble Dy = D MF, est aussi un ensemble
convexe et fermé. Si d, est un nombre positif convenable, il déterminera
Iensemble convexe

(2} Fy={x x€E,, flx) = f(x)) — do};

nous avons F,CF,, ce qui entraine D, Dy, ot Dy =D N F,.
Supposons que nous avons construit la suite des vecteurs distincts
Xgy Xyyees Xi-p, qui posséde la propriété

(3) Slxg) = flxg) = - > flx—y) s

nous avons construit de méme, 4 'aide de certains nombres positifs con-
venables d,_,, (k= 1,..., 7}, la suite des ensembles

(4) Fp={x x€E., f(x) = flre\) —dir)s (R=1,2,, 1)



