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1. Considérons un opérateur F|f|x] qui transforme la fonction £
réelle d’une variable réelle définie sur I'ensemble £ de l'axe réel, en une
fonction de x réelle définie sur un ensemble [/ de I'axe réel.

I est inutile de préciser dés maintenant la nature de PPopérateur
F[f x], son ensemble de définition et les structures des ensembles £, 1.
Dans la suite £ sera en général un intervalle et Popérateur F[/f x] un
opérateur linéaire (additif et homogéne) particulier. La fonction F[f x]
de x sera 1oujours un polynéme, donc / peut étre ua cnsemble quelconque
de l'axe réel.

Définition. Nous disons que Popérateur F[ f| x] conserve (sur 1) la non-
concavité dordre n ide la fonction fI si la fonction F{f x] de x est non-
concave d’ordre n (sur 1| pour toute fonction f non-concave d’ordre n (sur E).

Une définition analogue peut étre donnée pour la conservation de
la convexité, de la non-convexité et dela concavité d’ordre » de la fonc-
tion f par Popérateur F[f x]. Remarquons que si T'opérateur F[f x]
conserve la non-concavité (convexité) d’ordre u, lopérateur —F[f x]
conserve la non-convexité (concavité) d’ordre » de fsur le méme ensemble
I et réciproquement, Il en résulte que si un opérateur linéaire Flflx]
conserve la non-concavité [convexité) d’ordre n, il conserve aussi la non-
convexité (concavité) d’ordre n de f et réciproquement sur le méme
ensemble /.

2. Nous supposons quon connait les définitions et les propriétés des
fonctions non-coucaves, convexes, non-convexes et concaves d’ordre 7.
Ces définitions sobtiennent par la conservation du signe des différences
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divisées d’ordre #» ' 1 de la fonction. Pour ces propriétés on peut voir,
par exemple, mes travaux antérieurs sur les fonctions convexes d’ordre
supéricur et dont la liste est inutile d’&tre reproduite ici.

Nous désignons par [x,,x,,..,x,; /] la différence divisée d’ordre
m—1 et par L (¥ ,X;,..,%.; f|x) le polyndme de Lagrange-Hermite de
la fonction f sur les nocuds x,,» =1,2,...,m Les noeuds x, nc sont pas
nécessairement distincts, mais la différence divisée et le polyndéme de
Lagrange-Hermite ont des définitions bien connues contenant linéairement,
en dehors des valeurs de la fonction f sur les noeuds, aussi les valeurs
d’un certain nombre des dérivéss successives de f sur les noeuds qui
ont un ordre de multiplicité plus grand que .

3. Soient &, k..., k, des nombres naturels (p = 1), de somme égale
a m et soit k =max (k,,k:,..,k,). Considérons le polyndbme de Lagrange-
Hermite L (x) = L(x,%s,.., X3 [ | %) sur les m noeuds X;,X,,..,x, dont
k. coincident avec v, ,z =1,2,..,p,les 3, ¥,,..., v, étant p points distincts
de laxe réel,

On sait que le polyndme L (x) est complétement caractérisé pzr
le fait qu’il est de degré m—1 et qu'il vérifie les égalités

(1) L&) (}"1) 3 f‘ﬂ (.}',x): T=O>1:"'>ka_ 1: I = 1:2:-">P
ol les accents signifient des dérivations successives (£ (x) — f(x)).
Nous avons

=]
(2) L (xlax'_' grery Xy 3 f x:' = EHH [fIXJ 5
f=0
ol
"’3) fIﬂ [flx] = E(ﬁ f“ﬂ (.yqtl hii,&t (x)3 5 - 0)1 FRRRS | k — 1,

la sommation }™) érant ¢tendue a toutes les valeurs de « pour lesquelles
k =f <4 1. Le polyndme fzﬁ'z(x) est de degré m—1, est égal a
L (% ,%,,%; f|%) pour une fonction f convenabiement choisie et
vérifie les égalités
I“’”( bl g ¢ 20,1, h,—1, S=1,2,.,0—1 0+ 1,.,p
i) (v,) =
Ee v =0,1,,B—1, B+1,,h—1, 5«
50 - 1.
4, Posons maintenant

(5) FUf 5= SH S|, v =0,1,,k—1.

]

Alors F_[f x] est un opérateur linéaire qu’on peut supposer, et que
nous supposons, €tre défini sur l’ensemble des fonctions ayant une
dérivée d’ordre * sur un intervalle F contenant les points y,, z=1,2,..,p.

Nous avons, en particulier, £, {f x] - L (%, %% f )

(4)

3 sl Y CONSERVATIE DE LAALLUIRE D I'T 4]

Lorsque tous les noeuds sont doubles,doncsi &, =4, = =4 =2(my 2p),
Fu[f x] est Popérateur bien connu de Fejér [1].

Le probleme de Ia conservation de la non-concavité d’un ordre
donné n (= — 1) par 'opérateur (2) ou, en général par "opérateur (5,
présente un certain intérét. Nous avons d’abord les importants résultats
de L. Fejér [1] sur la conservation du signe (# — — 1) par 'opérateur
F,[f'x] dans le cas des noeuds tous doubles. Nous avons donné, entre
autres, certains résuitats sur la conservation du signe (n 1) ou de
la monotonie {# =0) par le polyndome (2) dans le cas des nocuds tous
simples et pour l'opérateur de Fejér [3, 4, 3].

5. D’aprés (4), le polyndome h,,(x) est toujours divisible par le

.l')
polynéme Ill(x ymin & k) Il en est ainsi aussi pour la somme
=

7
2" by x (x). Cette somme est de degré effectif au moins égala Y min (8,%x)
x|
puisque sa dérivée d’ordre B, pour x - y_, ot y =B | 1, est égale 4
DB AR (3,) = AL y,) = 1, par suite des égalités (4),
Nous en déduisons le

Théoréme 1. Si 1 = B—Fk—1,n 5 er 51
: 5= e
(6} n _Zmln._ 3, k),
m ]

le polvaome F,  [f x] ne conserve la non-concavié dordre n sur aucun
intervalle de longueur non-nulle I.

Supposons, en effet, le contraire. La fonction x* est 4 la fois non-
concave et non-convexe d’ordre » (sur /), donc F,_,|x* x] se réduit &
un polyndéme de degré n. Mais si dans (2) nous posons f{(x) — x*, nous
avons d’apres (3), x® O e Z® h,  (x), ce qui d’aprés (6) est
impossible.

Lorsque les ordres de multiplicité %, k,,...,k, des noeuds sont tous

pairs et lorsque § =%—1 on peut obtenir un résultat plus précis par le

Théoréme 2. Si les ordres de multiplicité kb, , ky ..., k, des noeuds sont
rous pawrs et si

’J
ko=max (), ks ey bp) o A 12D kg = m,
x|

le polynime Fi_,[f x] ne conszrve la non-concavité d’ordre n sur ancun
itervalle  de longueur non-anlle I,
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La démonstration se fait comme pour le théoreme 1, en remarquant que

¥4
(x—y YT (x— )
v=1

kk-ﬂ 1, (x) r
(b, = DI (3, — 30
el

I ,
ou dans le produit T1® Ja valeur » de vy est exceptée. La somme
ot :
Mik=t | (x) est un polynéme de degré effectif m— 1 dont le premier

coefficient (celui de x» '} est
Z(k n ! 0.
r
G, — DN (2,3 )
ve=1
6. Pour les polyndmes (5) il suffit toujours d’examiner la conser-
varion de la non-concavité d’ordre n, pour n suffisamment petit. En
effet, si # = m—1, le polyndme d’interpolation généralisée (5) conserve
trivialement la non-concavité d'ordre »# de lafonction sur tout I'axe réel,
puisque tout polynéme de degré » est non-concave dordre » partout.

7. Si les noeuds sont tous confondus, donc si p=1, k= m, x
- %, = ..=x,= ¥, =¢, on peut prendre pour E un intervalie quelcon-
que de longueur non-nulle contenant le point ¢. Nous avons alors

m;l(x__c)ﬁ )
(1) Flf A= Lt s f ) = 52 2 /009
=t .
et c’est le polyndme de Taylor de degré m—1 de la fonction [ sur
le point c.
Nous avons le

Théoréme 3. Sim =2, —1=n—m-—3, le polynime de Taylor
(7) ne conserve la non-concavité d’ordre n sur awcun intervalle de longueur
non-nuile I de Paxe réel.

Soit d’abord #n = — 1. Il s’arit alors de démontrer la non-conservation
du signe par le polyndme (7).

Soit z un Hoint meérienr de 7 et différent de ¢. La foncrion (polyndme)

8 x—c¢ X - ¢ |2 x ¢ Rl x—c¢
VO "Q(x)=l—z—_—c+ — =1 S|l —Sgnq_c

=17 Z2—c
est positive sur Paxe réel, donc sur E. Si nous posons f(x)=3(x), le
polynéme de Taylor (7) devient F,_| [y x] =1 ~ X% Cest un poly-

Zz - C

X —C

Z—C

] SUR LA CONSERVA] IOI.\.S- NE LALLURLE DE CONVEXNITE 1t

nome de dezré effectif 1 qui s’annule sur z ct qui prend donc aussi
des valeurs négatives sur tout voisinage de 2, donc aussi sur /.

Le théoréme est ainsi démontré pour n= —1.

Pour # - — 1 la démonstration est analoguc. Il suffit de prendre
pour f(x) une fonction dont la dérivée d’ordre u | 1 soit égale 3 la
fonction (8) et de remarquer que la dérivéc d’ordre # + 1 d’une fonction
non-concave d’ordre n doit étre non-négative.

Si #n>m -3 le polynéme (7) conserve la non-concavité d’ordre #
sur tout laxe réel.

8. Les théorémes 1, 2,3 sont plutdt des théoremes de non conservation
de la non-concavité d’un certain ordre n. Nous allons donner aussi, par
quelques exemples, des propriétés de conservation de la non-concavité
pour tout crdre = — 1.

Considérons d’abord le cas ol nous avons seulement deux noeuds
distinets, 'un étant simple. Soit donc p =2, by =k=m—1, by =1, %, =

=Xy = . — Xy gy = Y = a, X, =V, = b et supposons a <b, pour fixer
les idées.
Dans ce cas nous avons
b (x . a)m-—~l o ] L (x__a)m 1 ‘]
[ F{flx]= b x— ay — 2 {a
'-.9) {f I (b . a)m ]f( ) 2?! ( ) (b a)m x—1 f & )

y=0,1,.,m—2
et nous pouvons énoncer le

o : . m—1 L=

Théoréme 4. Sim =2, 0= =m 2 et si py =1 ( ]m--" 1

¥
le polynéme d’interpolation généralisée (9) conserve la non-concavité d'ordre
v — 1 sur Pimtervalle [a,a + u (b —a)] st m — Y est pair et sur Pintervaile
fa —p (b—a)l, atp (b-—a)] si m—rv et tmpair.

De méme, le polyndme d’interpolation généralisée (9) conserve la non-
concavité d’ordre v sur Uintervalle [a, + o) st m — v est impair et sur tout
Paxe réel si m — v est pair,

La démonstration résulte immédiatement des formules

dv FY [f x] x—a m—y—1
= =(m— 1) (m—2) "'(m_“’)(b—*a) [b,a,a,"...,a;f] :
{ (m — 1) ( x—a )'"""’_1} B ﬂ
+ 1 - b a f Lt
1 F, ([ |%] ik e
SR I ={(m—1}(m=2)...(m—y—1) ( b a) e [B,a,a 0, a5f]

ol -
o Tl
;
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Si b < a nous avons une propriété analogue qui s’obtient de la méme
maniére. Dans ce cas il suffit de remplacer dans I'énoncé du théoréeme
les intervalles |a,a 4- . (b —a)l. [a — p (b~ a).a+ u, (b —a))et[a,+ o)
respectivement par [a — . (a —b),al, [a—u {a—b), a+ w, (a0 —b)] et

(— e, al.

9. Supposons encore que nous ayons seulement deux noeuds distiners,
dont %, coincident avec a ct k, avec &, ot a-_b. Nous avons %, -- ke — m
et nous pouvons supposer 4, - 2, %k ~ 2. Nous pouvons alors obtenir les
polyndémes /, _(x) sous la forme suivant:

] (x)_ (m l~'i 1)!(1; .a),'i
2 BIb — aym -1 (k — B —1)! (ks 1)!.

b
\0—@hﬁqbzwﬂm,ﬁ=a1w¢lw

De(m— B8 — 1)1 (b— x)?
oo () = =D s_ = B B
‘ Bl(b— ayr=t=1 (g — 1) (ks — B8 — 1)

\o-@mwbzw81@ Bl |, k=1,

Considérons encore les polyndmes d’interpolation généralisées (5)
ou nous avons (3) et k = max (&, k).

On voit tout de suite que Vopérateur F,[f|x] conserve le signe et
la formule

dF, | flx} _ (m— 1)1 (x — a)s1(b — x)h—1

dr (b DIk — Db e 20

nous montre qu’il conserve aussi la monotonie de lz fonction sur Vinter-
valte [a, b].
Si nous faisoas les calculs nous trouvons aussi
AF{fix] (m—2)1(x — ay2(b — x)h*
dx* by — 1) (ks — 131 (b — ayr—

Al — (ks —1)a+ k&—(m— Dx][e,a,b;f]
Ry — 13 {(m — 1)x —kua — (ky — 1)) [a, b, b3 f]}

et cette formule nous montre que V’opérateur F,[f!x] conserve la non-
concavité habirwelle (d’ordre 1) sur Pintervalle

7 LR LA CONSERYATION I3 LALCERE 3 CONVEXITT I3

bl

[k::a-} () =1} (ky—1)a k_b’
m—1 m o1 i

Cette propriété est 2 rapprocher a celte qui exprime que opérateur
Fooo flx] —L(a,a,.,a,bb,.,b;f x} conserve J]a non-concavité d’ordre
k k&
m — 3 sur lintervalte
kha+(ky,—1)b (ki—1)a fejb‘

2
wm— 1 m 1

et qui résulte comme cas limite d’une propriété déja érablie pour le poly-
ndme de Lagrange (sur des noeuds distincts) [4].

10. Les propriétés de non conservation ct de conservation de lanon-
concavité d’ordre » des opérateurs (5) sont a rapprocher de la propriété

tres remarquable du polyndme de S. N. Bernstein L,“ (m)f[l ) x* (1 — x)n—=
m

PR
d= conserver sur lintervalle [0,1], toute propriété de convexité de la fonc-
tion f définie sur cet intervalle [2].
Des considérations générales sur la conszrvation de Jallure de
convexité par des polyndbm:s d’interpolation généralisée de la forme

ki
> flx )P (x) ont ¢té faites dans un de mes travaux antérieurs 14}
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ASUPRA CONSERVARII ALURII DE CONVEXITATE
A FUNCTIILOR PRIN INTERPOILARE

Rezumat

Continuind cercetirile asupra conservirii alurii de convexirtare {3,4,5],
se considerd polinomul lui Lagrange-Hermite LAxy, %y 550 %,5f %), unde
nodurile x , « = 1,2,..,m nu sint ncapirat distincte. Se noteazi cu
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F_[f x] suma termenilor din acest polinom care contin numai Va|0.r1lcU:
derivatelor pe noduri pind la ordinul v inclusiv. Teoremele 1,2 ex‘pm;na
cazuri cind operatorul F [f|x] nu conserva neconcavitated de ordinul »
pe nici un interval. Teorema 3 se referi la cazul‘nodunlor toatc con-
fundate. Awunci F_[f x] revin la polinoamele lui Taylor relanv.c? Ia
functia f. Teorema 4 enuatid citeva proprie_té;i de conservare a alurli de
convexitate in cazul cind avem numai doua noduri distincte, unul fiind
simplu, Lucrarea mai confine citeva rezuitate referitoare la conservared
alurii de convexitate in cazul general a doud noduri distincte.

CARACTERISATION DES HOMEOMORPHISMES
QUASI-CONFORMES DE R" PAR LA DEFORMATION DES ANGLES

PAR
PETRU CARAMAN ¢t MONICA CORDUNEANU

Dans la Note présente, nous allons démontrer que la définition des
homéomorphismes K-quasi-conformes a » dimensions par la déformation
des angles (Caraman [5] et, lorsque # =2, Agard et Gehring [I])
est équivalente A la définition métrique de Gehring (Caraman [5]
et, lorsque # =3, Gehring [9]) et a celle de Markouchévitch-Pesin
(Caraman [5]). L’équivalence de cettc définition des homéomorphismes
K-quasi-conformes avec les autres a été démontrée dans le cas #n —= 2 par
Agard et Gehring [1] par des méthodes spéeifiques 4 la théorie des
fonctions d’une variable complexe. Notre démonstration est plus simple
et utilise une inégalité relative aux (-homéomorphismes, qui sont au
fond des homéomorphismes quasi-conformes {(Caraman[5] et, lorsque
n=3, Gehring [10]).

Nous savons que les homéomorphismes, quasi-conformes d’un do-
maine ) de R" (espace cuclidien a » dimensions) sont différentiables
seulement presque partout dans D {Markouchévitch[13], Caraman [2-4],
Viaisald [16] et Gehring [9]) de sorte que la définition classique dc
I’angle au point x, = (x},..., x!} entre deux arcs v,, v, qui ont une extré-
mité commune x; €tait insuffisante pour une délinition des homéomor-
phismes quasi-conformes f(x) 4 Paide de la déformation des angles, car
les images de deux segments v , y, ayant une extrémit¢ commune en un
point x, € D, qui n’est pas un point de différentiabilité pour f{x), sont
en général deux arcs de Jordan qui peuvent ne pas admettre de tangente
au point f(x,). Cet incovénient a éié éliminé par Agard et Gehring [1]
par leur définition dans le cas » = 2 (définition qui continue & rester
valable aussi pour » quelconque) de la mesure intéricure d’un angle to-
pologique. De Péquivalence établic dans le cours de cette Note, il résulte
comme un cas particulier, pour K = 1, que la conservation de la mesure



