14 FEBLRIL Pooyvicy

F_[f x] suma termenilor din acest po]in.om carc confin numai \ralor1l<0:
derivatelor pe noduri pina la ordinul v m@usxv. Tcogemele 1,2 exprimd
cazuri cind operatorul F_[f|x] nu conservd neconcavitatea de ordinul #
pe nici un interval, Teorema 3 sc¢ referd la cazul‘nodurilor toate con-
fundate. Awunci F_[f x] revin la polinoamele lui Taylor relatw.(? Ia
functia f. Teorema 4 enunatd citeva proprie_téti de conservare a alurn”de
convexitate in cazul cind avem numai doua neduri distincte, unul fiind
simplu. Lucrarea mai contine citeva rezultatev: referitoare la conservarea
alurii de convexitate in cazul general a doud noduri distincte.

CARACTERISATION DES HOMEOMORPHISMES
QUASI-CONFORMES DE R" PAR LA DEFORMATION DES ANGLES

PAR

PETRU CARAMAN et MONICA CORDUNEANU

Dans la Note présente, nous allons démontrer que la définition des
homéomorphismes K-quasi-conformes a » dimensions par la déformation
des angles (Caraman [5] et, lorsque # =2, Agard et Gehring [I])
est équivalente 4 la définition métrique de Gehring (Caraman [5]
et, lorsque # =3, Gehring [9]) et a celle de Markouchévitch-Pesin
(Caraman [53]). L’équivalence de cettc définition des homéomorphismes
K-quasi-conformes avec les autres a été démontrée dans le cas # — 2 par
Agard et Gehring [1] par des méthodes spéeifiques 4 la théorie des
fonctions d’une variable complexe. Notre démonstration est plis simple
et utilise une inégalité relative aux U-homéomorphismes, qui sont au
{ond des homéomorphismes quasi-conformes (Caram an [3] et, lorsque
n=23, Gehring [10]).

Nous savons que les homéomorphismes, quasi-conformes d’un do-
mainc D de R" [(espace cuclidien 4 » dimensions) sont différentiables
sculement presque partout dans ) (Markouchévitch[13], Caraman [2-4],
Viisdald [16] et Gehring [9]) de sorte que la définition classique de
I’angle au point x, = (x},..., x) entre deux arcs v,, v, qui ont une extré-
mité commune x, ¢tait insuffisante pour une détinition des homéomor-
phismes quasi-conformes f(x) 4 Paide de la déformation des angles, car
les images de deux segments v , y, ayant une extrémit¢ commune en un
point x, € D, qui n’est pas un point de différentiabilité pour f{x), sont
en général deux arcs de Jordan qui peuvent ne pas admettre de tangente
au point f(x,). Cet incovénient a éié éliminé par Agard et Gehring [1]
par leur définition dans le cas » =2 (définition qui continue 4 rester
valable aussi pour » quelconque) de la mesure intéricure d’un angle to-
pologique. De Péquivalence établie dans le cours de cette Note, il résulte
comme un cas particulier, pour K =1, que la conservation de la mesure
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intérieure des angles topologiques par un homéomorphisme f(¥) st _€qui-
valente au fait que f(x) cst une représentation conforme dans D, c’est-i-
dire la restriction de la trasformation de Moebtus dans /. Ce résulrat
représente une généralisation du résultar correspondant de Kopylov[12],
qui impose la condition supp'émentaire que l'mage par Phomdomsr
phisme f(x) de toute paire de segments vy,, 7, ayant une extrémité co-
mune x, soit formée par deux arcs de Jordan f(v)), /(y,) admettant des
tangentes en f(x,). Dans la derniére partie de la Note présente, nous
élargissons cncore plus les hypothéses de notre théoreme en prouvant
que, pour qu'un homéomorphisme f(x) soit conforme, il suffit qu’il con-
serve presque partout dans D les angles paralleles aux angles faits par
les arétes d’un simplex fixe non-dégénéré - de dimension w ¢t que partout
dans D, 3 Pexception d’un ensemble d’aire X-finte, la mesure intérieure
de P’angle topolozique de Pimage de toute paire dz segments formant un
angle parallele 4 un angle de < soit strictement posinf.

1. Homéomorphismes K-quasi-conformes

Commengons par rappeler les définitions d’un angle tepelugique, de
la mesure iniérievre d’un angle topologique et des heméomorphismes
K-quasi-conformes caractérisés par la déformarion des ungles (Agard et
Gehring{l], Caraman [3]) ct d’¢établir quelques résultats préliminaices,

Soit x,¢ R", x, —xje , ou e sont les verseurs des axes x' (I = 1,..,n)
et / est un indice muet. Nous disons (d’apré¢s Agard et Gehring) que
deux arcs v, v, formznt un angle topologique au pomnt x si v ,, ont une

extrémité commune en x, et v {1y, = %, La guanuté

x, —X, _
* X e, (k= 1,2):

Aly,, 1.0 = hm 2 arc sin 2
) XX, -+ X, -k

Xy, X2 X
s’appelle /a mesure mérieure A(y,, ) de 'angle topologique formé par
tes arcs v, 7..
On observe que 0 = Ay, v,}< =, et que A(v, v,) ne dépend

pas du compoitement de v,, v, en dehors d’un voisinage de x. Evi-
demment

AL Gy SOl = A G, vl
lorsque f(x) est une similitude ou une symétrie.

Rappelons enfin (Agard et Gehring [1]) la liason qu:l y a entre
la mesure intéricure et la mesure habituelie d'un angle. Soient v, v, deux

arcs formant un angle topologique en x , SOICHE ¥ ¢ 7, X, € 7a, X, X5 X,
et soit O = 0(x, x, x ) la mesure en radiants de I'angle ayant le sommet
en x, et appartenant au triangle de sommets x,, ¥y, %,. Alors

e et = L

|
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lim 0 A®,, v, )< lim 0,
Xy, Xa =k X, Xy, X3 X
- R Xy~ X | =X — X
ce qui implique ]
A ("I'p Yz) — lﬁn G(xn Xas xo):

X3, Xa ~F Xp

lorsque 7, ou bien v, admet une tangente en x,. En particulier, si les
deux arcs Y, €t y, ONt respectivement les tangentes 2, %,, alors A(y,, 7,)
est égale 4 la mesure en radiants du plus petit des deux angles déterminés
par les tangentes 2, 7,.

Un homéomorphisme f(x) s’appelle K-guasi-conforme (1 < K < oc)
en D §’il vérifie les condition suivantes:

(i) f(x) est différentiable presque partout (p. p.) dans D;
(ii) pour tout x€ D et pour toute paire de segments v, v,C D qui

forment un angle ayant le sommet en x,
A Crs Tl > 05

(iti) pour presque tous les points x,€ D et toutes les paires de seg-
ments 7,, 7, D ayant un sommet en x,.

A, ¥Y,) _

(1) AL (), F) >

Nous allons nous occuper tout d’abord (Agard et Gehring [1])
de la déformation de la mesure intérieure d’un angle topologique 4 la
suite d’un homéomorphisme différentiable.

Lemme 1. Si f(y) est un homéomorphisme d’un wvoisinage U de Pori-
gine tel que

2 fx) = x+2(0,|x])]x ,

ot €(0,]x) =0 lorsque | x| >0, et si <, v, somt deux arcs de U qui forment
un angle topologiqgue a Uorigine, alors f(v,) er f(v,) forment aussi un angle
topologique & Porigine er

AlfCrds Fl = A (v 7)) -

En effet, si | x| est suffisamment petit, (0, x ) <7, de sorte que
nous aurons

f(x) + Sz A=) (2] + %2 )

o) —f (%) | < %= |+ 0 (o + %) < n—x [(1=0)+29 (x| +2),
d’olt 'on déduit linégalité

2 — Matematied — Universilate
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X — % | 2

|/ () = f(xa) | < — X |
|f (o) [ f(x) EAE LY

2

1—n
ce gui implique
21

R e 1
sin g ALf(v), )] <sing A,y v)+ o

b

et comme 4 est arbitraire, nous obtenons
A [f (.1'1): f(Tg)] = A(Tp Yg)s

ce qui, tenant compte de linégalité inverse qui résulte par symétrie,
impl que (2).

Lemme 2. Soit

(3) gr)=axe, a;>...za,~=1
St oo, < K, alors

1
(4) Alglv)s ()] = R:A (Y15 Vo)

pour toute paire d’arcs v¢,, «» qui forment un angle topologique & origine.
Réciproquement, si () a liew pour toute paire de segments <, 'y qui formeat
un angle topologique a FPorigine, alors a; < K.

Soient x; €y, X362, X, X, =0 et soient

.| | . n i
¢ = arcsin Xl %, ,  o*— arcsin |lg (%) - g(x)
|1+ x| FIESTEIVIEN
alors
1 a (x — xi)*
t0'2 of = —1= i >
£ & (%)) —g(x2)| >

2 1 R SR P N ..
COs“ arcsin 2] a;f (x':)z a; (xi)z —1—2&‘: xi x§

| g (e} | 4 | g (x2)l
0 (xf — 29

i=]

2a| Serors S

izl

1 X — X4 |? .
== k2 ,—2| == — g%,
ay (Jx |+ 2 f—ln—x2 a

ce qui implique
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” 1 1
o*>arctg|—tgo|> ¢
a4 ay
et donc
) Lokl 1
Alg(v), g(2)] = lim 20* = — lim  2¢ =—A (v v2),
X1, X1 3 0 ay &y, x3 0 a

ct, tenant compte que g, < K, nous obtenons Vinégalité (4).

Et maintenant, pour établir la réciproque, choisissons deux points
sur la sphére unité de R" aysnt le centre a Dorigine, situés dans le plan
x! Qx”, symétrique par rapport a l'axe Ox” et dont les segmenis v, v,
qui les unissent & f’origine font une angle 0. Alors, tenant compte de
Pexpression de A [g(¥;), g(y2)], nous aurons

1 1
AleCr), 8] =2 arerg |~ 1g0) ~ = d(ri,
3 1
pour 6—0, de sorte que, en vertu de P'inégalité (4), nous avons a; < K.
Au voisinage d’un point de différentiabilité d’un homéomorphisme
f(x) celui-ci peut s’écrire sous la forme

F(x) = f(x0) + f () — x0) + 0 (1 ¥ — %o ),

ou f (x) est 'opérateur de dérivation de f(x). La transformation affine

S1(% x0) = f(xa)+ [ (x0) (x — )
s’appelle la partie principale de f(x).
Rappelons aussi qu’un homéomorphisme f(x) s’appelle K-guasi-conforme
(1 € K < o) dans D C R* d’aprés la définition analytique de Viisilé [16]
¢il est ACL (absolument continu linéairement) daos D, différentiable
p.p. dans D, et vérifie p. p. dans D I'négaluné

max | f'(x)|”
K

ob max | f/(x)| = max,,,, , |’ (x)Ax|, min | /7 (x)| = min,,, _, |f(x)Ax].
Une apolication f(x) s’appelle ACL dans un domaine D & pour tout
intervalle T = {x; &' << x' < p'}, IC D, f(x) est absolument continu (AC)
sur presque tous les segments de [ paralléles & P'un des verseurs ¢;
(i =1,..,mn), cest-d-dire a Iexception d’un ensemble de dimension
n—1 de tels segments.

Lemme 3. Si % est un point de différentiabilité de I’honéomorphisme
F(x), si Pinégalité (1) est vérifide pour toute paire de segments ¥, Y» qui
SJorment un angle en x,€ D et si

(5) max | f' (% | >0,

alors

<@ < Kmin|f' ()|
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(6) max | f* (xo) | < K" [ F(x0) |-

Supposons, pour simplifier, xp = f(x,) =0 et
(7) fx)y=glx) +o(]x )

ot g(x) est donné par (3). Ceci peut étre obtenu par une similitude et
une symétrie, ce qui conserve la mesure d’un angle topologique.

Supposons ensuwite que F(0)=£0. Alors, Tinégalité (1), en tenant
compte aussi du lemme I'implique,

Alg(r), gyl = 4 [f(va), flval]l = I]<-A (Y15 o)

pour toute paire de segments y,, yz qui forment un angle & Porigine.
Mas alors, en vertu du lemme 2, a, < K, et, en tenant compte de la re-
lation (1.13) de la Note [16] de Vidisdld, nous obtenons

max [ f" (x) |* _

| J (%) |

ce qui implique (6).
Il ne nous reste qu’a exclure la possibilité du cas ¥(0) = 0. En effet,
dans ce cas (7) devient de la forme

f@)=axr+o(lx]) (p=1,.¢g<<n).

Soient v,, vz (comme dans le lemme précédent) deux segments ayant une
extrémité commune i lorigine situés dans le plan x!Ox", symétriques
par rapport 4 Paxe Ox" et faisant avec cet axe un angle 6. Mais alors, en
raisonnant de la méme maniére que dams le cas correspondant du lemme
précédent, nous obtenons A [(f(v.), f(v2)] =0, 4 (v1 v.) = 26, ce qui con-
tredit ’mmégalité (1), et exclut, par cela méme, Phypothése F{0) =0.

Lemme 4. Soit F — Ox" un ensemble compact. Etant donné = >0 ar-
bitraire, on peut trouver o> 0 tel que, pour tour r(0<Cr<C ), il existe des
points Xy ,..,xn € F, tels que

a?‘
1 __.g a;l-l (-_- K"_],

[2 ey 2 S |

N
FcUB@um, r) lxi—xlz]i—k|r @ k=1,..,N),

me=|

(8 Nr<mF+e,

o mF est la mesure Lebesgue linéaire et B(x,, r) est la boule de centre
X et de rayon r.
(La méme démonstration que chez Gehring {8]).
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Soit
A(E)=1lim A*(E), Ac(E)= inf ) ,d(U)
L) {v}
dUd<e

la longueur de Pensemble ECC R*, out la marge inférieure est prise par rap~
port a tous les recouvrements { U;} de E et d(U,) signifie le diameétre
de I'ensemble U;. Un ensemble E s’appele de longueur E-finie si E|J E;
et A(E)<<oo(i=1,2,..). i
Soit 7 un intervalle, /C D et I, sa base. A chaque ensemble Borel
mesurable E,C I, associons lensemble Z; ={x;x=y + &e,, ye€£k,
0< E<P"—a*}. La fonction ¢ (L) =mf(Zy) est une fonciion d’en-
semble non-négative et complétement additive, de sorte que, en vertu du
théoréme de Lebesgue (Saks[14] p. 49) p.p. dans J, nous avons la dérivée
symétrique Dy o (3) = lim { o [(B, (%, 7)]fw, ")} <00, oil &, est le volume
de Ia boule unité 4 » dimensions.
Nous notons enfin d(E,, E;) = inf | x, — x, |.
xy € E,
3 € By

En nous servant de ces notations, démontrons le

Lemme 5. Un homéomorphisme K-quasi-conforme d’aprés la définition
de Agard et de Gehring est ACL dans D.

Soit ¥, ¢, un point tel que D, o(ys) < oc. Supposons que Pinter-
valle [ est delaforme I ={x;0<x'c <1, (i=1,..,n)} (ce que I’on peut
obtenir par une simifitude préalable). Démontrons que dans les hypothéses
du lemme, f(x) est AC sur le segment 7, Z, .

Soit 0 < r < 1/24(%,, D). Et maintenant, introduisons dans le plan
(d denx dimensions) £0x” la variable complexe z = x" 1 1% ol £ parcourt
une droite quelconque du plan 4 # — 1 dimensions x* = 0) et pour tout
xo€Jo, soient vyu = v.(x,) (m=1,23,4) les segmeats de droite qui
unissent x, aux points x, + $w (m=1,2,3,4), 00 L, =71, L =0r L=—1,
¢, = — r + ir. En vertu de la condition (i1), nous aurons 4 [f(v,), f(y2)] > 0,
A[f (4 f(r)] =0, ce qui implique

() F(m) | = | £ (%) — (f(20)]
120 — f(x) §
| f (s) — f () | | £ (22) — f(x0) | P . B
jf(xa)——f(x4)| 3 xme {m( 0) (m PR Bt | ).

Et maintenant, pour chaque paire d’entiers p, g, (p >0, 0<1/g <71),
soit E(p, ¢), Pensemble des points x ¢/ ayant la propriété suivante

lm
X, X3 Xg
9)
lim

X3y Xg ~F Xo
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|f ) —f(x0) | + | f () —F (o) | < pi f(x)—f(x2) ],
| f (xa) = f (%) | + [ f (x) = f(x0) | <pLf (%) = F(¥) s

lorsque |x, — %, | < 1lg et x.€vm(x) (m=1,2, 3,4). Alors, E(p, g) est
compacte, et, en vertu des relations (9),

an I= }JQE(P, )N

ol la réunion s’étend 3 toutes les paires p, g, telles que E(p, g} @.
Nous allons démontrer d’abord que pour tout ensemble compact

FC.?O N E(P: Q):
(12) A[f(F) <2772 mpDsym o {y) (m Fy 1,
ot A(E) est la longueur de I’ensemble E.

En effet, soit ¥ J, un segment fermé ayant les extrémités a,b¢ F,
ol b—a >0 et

(13)

et soit C le coéne circulaire ayant 'axe ¥, le sommet & et la base B, =
= Br='(y, + ae,, b—a), oh B"-!(x,r) représente la boule & n—1 dimen-
sions ayant le centre x et le rayon r. Le cone Cscra appelé le cine associé
au segment ¥. Evidemment, CC [ en vertu de Vinégalité précédente.
Supposons (pour simplifier et sans restreindre la généralité) fla)=0,
f(b)="I,(I* =0) (ce qui peut s’obtenir par un mouvement préalable

(10)

{1
b-—a<m1n(q, Yol C—|J’o|)s

dans Pespace de la variable x*). Pour chaque u«;,0 <, <I*, sur chaque |

*n

demi-droite ayant une extrémité en x} € f(¥) et située dans le plan x*"=ug,
il existe un second point x}€f(8C) tel que (x},x)€ef(C). Si x] ef(B,)
et x, =f=1(x)), %, = fH(x}), alors x,€v1(a), %2 € v2 (a) (pour un % conve-

nable) et, en vertu de Pinégalité (13), %, —al, [xx—a < 1/q, de sorte |

que, en tenent compte de P’inégalité (10),
<) Hing <plaj—x].

Si x; €f(s,), ot 6, =9C—B_ (la surface latérale du cobne), alors, par le
mémne raisonnemeat, nous obtenons

2 —ug) < | xy 1|+l — < plx] — x|

Done, si 0 < u;<C1*, toute demi-droite ayant une extrémité en x} etsituée

dans le plan x** = conticnt un segment ouvert (x}, x}) f(C) dont la |

longueur |x} — x}| > 2/pmin (»), I* —u;). Mais alors, en vertu du théo-
réme de Fubini, nous aurons
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2 ," . w, l* n
t nfiC) = \ Oy TN (2%, * — ) Ty =
p. 2" Znap
i
ce nui implique
| % * 2"‘_2ﬂp b
14 f@—f@)r="< mf(C).

(’-’n--l

Deautre part, F érant f:rmé, F= F,JF,, ol F, est dénombrable et F,
est perfat ou vide. Evidemment, my F = m Fp, A[f(F)] == A{f(F)}, de
sorte que pour établir Pinégalité (12) il sut fit de supposer que F est perfait,

Ft mainterant, soit ¢ > 0, ¢ du lemme précédent et r € (0,p) tel que

- . (1

(li)) rgmm{q—alyohc_!yo ))
et soit B (%1,7), .y B(xy,7) le recouvrement de £ décrit dans le lemme
précédent et G, le cdne agsocié au segment F,) B(x.,r). Alors, toute
paire d* points a,b€ F( B(x,, ry, (b -~ a>0), délimite ua segment fermeé
7 dont le cdne associé CC C,. En tenant compte que b —a <r, I'iné-
galite (15) implique (13), de sorte que, en vertu de Pinégalité {14),

2

n—-2

Fla) =)< 2 TR (G

Uiy 0y

d’ot 'on déduit

AFE N =dn <2 P mp(Ca),

m

(16)
n—1

ot Z, = FN B(xn, r). Soit d =max (d,,...,dx). Alors. les ensembles f{Z,)

fo-ment un recouvrement de f(F) qu vérifie la condition d[f(E.)] <4,

de soriz gus, en vertu des inégalités (16) et (8), et appliquant Pinégalité

de 153 der, nous obtenons

r e N ]r! 2:1—2 npNu—l N
A [\I1 )} < 2 d[f (Enz)] ] = “ - mf (C'") =
m=1 ne-1 mre=1
=225 2y (Nr)! i O(JLQ_’) L e np M (m1 F L 3)"_1_

W,y "t Oy P!

Et maintenant, r— 0 implique d—0 (en vertu de la continunité de f), de
sorte que P’inézalité précédente devient

AP < 2" npDyyen @ (7o) G F +2)" 72,

et, comme = était arbitraire, elle implique Pinégalité (12).



it HOMEOMOPRHISMES QUASI -CONIFCRMES DI R? 25

24 PETRU CARAMAN c¢f MONICA CORDUNEANU 10 |

Ersuite, en raisonnant comme dans le lemme ¢ de la Note [1]
d’Agard et Gehring, on déduit que si £C J,, alors m E=0 impiique
ALf(B) =0.

La continuité absolue de f(x) sur J, va résulter comme une con-
séquence de Vinégalité (12) et du résultat précédent. En effer, pour tout
entier p > 0, soit

E(p) = QE(P, s

ot la réunion sétend & tous les indices ¢ tels que E(p,q)== &. De la
condition (iii), et tenant compte que v;(xo) et v4(%) font un angle égal
a w/4 il résulte

| f Q) — £ (35) - sin ™
[fCs)— f (x| +1f () —f(x) |~ 8K’

de sorte que, en vertu des inégalitds (10), m[I— E(p)] =0 pour
p > cosecn/8K. En nous fixant un tel p, en vertu du théoréme de Fubini,
TI0US aurons

(17) m{Z,, — E(p)] =0

pour presque tous les y, de [,. Fixons-nous un tel y, ot Dy 9(3) << 00|

et soit E un sous-ensemble compacte arbitraire de J¥,. Alors, £ =

= [ENE(PNJ[E — E(p)], ou, en vertu de la relation (17), m, [E—E(p)]=0.!

Mais alors, en vertu de l'inégalité (12) et du fait que m, £ = 0 implique
A[f(E)] =0, il résulte

A[FEN = A {f[ENE (p)}* = lim A {fIENE (p, pl}"<
G oo
(18) = on—2 nstym © i-y“) lim my [En Epr q:]n 1.
qr
=203 nstym P (J’o) (ml E)"-—l 3

ce qui implique la continuité absolue de f(x) sur Z, . Mais l’inégalitéJ
précé lente est vérifiée p.p. dans [,, de sorte que f(x) est ACL dans I

et, tenant compte de larbitrariété de I, 7C D, f(x) est ACL dans D.

Théoréme 1. Un homéomorphisme f (x), quasi-conforme dans D, vérifie
la condition (ii).

Evidemment, f~1(x*) est aussi un homéomorphisme quasi-conforme
et ceci quelle que soit }a définition adoptée, car toutes sont équivalentes
si Pon fait abstraction de la constante K qui y intervient (Caraman [5]).
Mais tour hom2omorphisme quasi-confor ne est un 0-homéomorphisme et,
en vert du théoréme 11 de la Note [10] de Gehring (lorsque #=3)
(Caraman [3], théoréme 15, pour » quelcoaque), il vérifie I'inégalité

) =D g L =T
Af'(x*),00] | d(xt, aanl’

ott AC D, 8(z) est continue et strictement croissante dans [0, 1) et 0(0) = 0.
Mais ceci implique

=1, { )=/ }
d(x*, 0A%) d1f 1 (x%), 8A) ’

ot 07! représente l'inverse de 8(z) et est aussi strictement croissante dans
[0,1) et 0°1(0) = 0. Mais si nous notons A = D — [xu], V=1X;, X = X3,
nous obtenocns

1f(x) _f(xn:” 29_1“-’51 "”x2__|_]20_|( | % — x| )> 0,
|f(22) — fx) | |2y — x| [xy— x|k |2 — X |
tandis que si nous notons A =D — {xy}, x =%, ¥y = X,
Lf (%1) —f(xg)_| = g1 ( |2 — x|
& =
| f(x1) — f(x) | |2, — xo |+ X2 — %o |
et combinant ces inégalités,

)>0,

£ (r) —f (32)
| f(x1) — f{x) [ f(x2)
| f () — f (%2) ~
2max [ | £ (%) —f(xo) |, | f(x) — flxa) |1 T

o oo

ce qui implique (ii).

Et maintenant, en vue du résultat principal de notre Note, rappelons
la définition mérrique de Gehring des homémorphismes K-quasi-conf ormes
(Caraman [5], e, lorsque =3, Gehring(9]):

Un homéomorphisme x* = f(x) d'un domaine DC R" s’appelle
K-quasi-conforme (1 < K < o) dass D si la dilatation linéaire locale

max | f(x)— f(x) |

fx)

Xy — Xg

Ly — Xg t 1 | X2 — Xg

dp=—lim =5
T30 }nll‘l_lf(x)—f(x)l

est bornée dans D et

6;_ (JC) g K
p-p. dans D.
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Un point x, s'appelle peiiit d’afyiaité on A -por d’une application
f(x), si celle-ci est homéomorph= au voisimage e ¥, cile est différen-
tiable en x, et ¥(x,) # 0. Au voisinage d’un z-paint x, la partie princi-
pale f,(x, x,) de Proméomorphisme ; (x) transforme la schére unité S(x;, 1)
en un ellipsuide ayant les demi-axes @, > ... za, > 0.

Théoréme 2. La définition des homéonorphismes K -quasi-coiforines
d*Agard et Gehring est équivalente a la définition métrique de Cieliring.

Sup rosons d’ahord quz f(x) est K-quas-conforme fapres fa Jéfini-
tion métrique de Gehrn3y dans 2. Alors en vorin de Péguivalence de
toutes les définitions des homdomnerphismes quasi-conformes, I résulte que
f(x) est différentioble p.r. dans £ (voir par exemple Caraman [3]) et
par ceci f(x) vérifie la condition (i), tands que (if) est une conséquence
du théoréme précédent. Mais ¥ =0 p.p. dans D (Caraman [4]} et en un
d-point x,, nous avons
(19) um) = 4 50 = p, (),

aﬂ(xn)

(Viisila {16]), ce qui implique, en tenant compte de la K-guasi-confor-
mité de f(x) d’aprés la définition méwrique de Gehring,

(20} pr{x) =8, (x) <K

p-p. dans D. Evidemment, par une rotation et une homothétie convenable
(qui conserve la mcsure d’un angle), on peur metire fa partie principale
£, (x, x,) sous la forme (3), de sorte que (20), qui, dans ce cas se réduit
a Pinégalité o, < K, implique en vertu du leam: 2, Iinézalité (4), au-
trement dit, la condition (iii) est aussi vérifiée.

Et maintenant, réciproguament, saonosons que f (x) est K-quasi-con-
forme dans D d’aprés la définition d’Agard et d: Gearing, c’est-a-dire
qu’il vérifie les cond t'ons (i), (ii), (iii). Alors, en vertu du lemme précé-
dent, f(x) est (ACL) dans D. D’auire part, j(x) est différentiable p.p.
dans D en vertu de la condition (i), et dans les points de différentiabslité
ol a L'ea Pinézalité (3), a liew auwssi ' ndézalieé (6) cn vertu du lemme 3,
cette inésalité continuant 4 érre vérifice aussi dans les points ol (3) nest
pas vérifiée, c’est-a-dire ot max |f'(x) | =0; rout ceci implique Ia quasi-
conformité de f(x)d’aprés les d3finitions de Viisili ([16], théoreme 6.11)
lorsque » =3, et Caraman ({3] pour 2 quelconque), et, en vertu de
Péquivalence des difinitions, f(x) est quasi-tonforme awssi dapres la dé-
finit on métrique de Gehrinz, Daure part, en vertu du lemme 2, py(x) < K
en presque tous les oomts d: dif féreatiabllied (c'esi-a-dire p.p. dans D).
Mais comme J::0 pp. dans D, (Caraman{j), en vertu des relations
{10 il résulte que & (x) = p, (v) < K en presque tous les A-points de f{x),
Cest-a~dire p.p. dans D, c2 qui, en teaant compie de la quasi-conformité
de f(x) d’aprés la définit'on méirique de Gehring dans D, implique aussi
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Ja K-quasi-conformité de j (x) d’aprés la définition métrique de Gehring
et I’équivalence des deux définitions est complétement érablie.

Corollaire 1. La définition des homéomorphismes K-guasi-conformes
P Agard et Gehring est équivalente a la définition de Markouchévitch-Pesin.

C’est une conséquence du théoréme précédent et de I’équivalence
de la définition de Markouchévitch-Pesin avec la définition mé-
rrique de Gehring, (Caraman [4]).

Corollaive 2. Pou qu’uin  hondomorphisme f(x) sou K-guasi-conforme
dans D d’aprés la définition métrigue de tsehring, i faur er il suffir qu’il
vérifie les condition (i), (ii) et

(iii") powr presque tour xy,€ D et routes les paires de segments Y.,/ qut
forment un angle de sommet x,

A [f(Yl)Lf':‘l'Z 'J < K4 (Y15 Y2)-

Clest une conséguence du fait que I'inégalité précédente est équiva-
lente 4 Pinésalité (1) pour 'homéomorphisme inverse et que I’homéomor-
phisme inverse d’un homéomorpaisme K-quasi-conforme d’aprés la défi-
nition métrique de Gehring est aussi K-quasi-conforme d’aprés cette méme
dét init'on.

Corollaire 3. Pour qi'un homéomorphisme f(x) soit K -quasi-conforme
dans D daprés l2 définition métrigue de Gehring, il faut et il suffir quil
vérifie les conditions (i), (it) et

(iii") pour presque tout xo€D et toutes les paires de segiments Yi,
2 C D quid forment wa angle de sommel X,

ﬁbﬁ%@_ U Ceds fva)] = KA (15 v2).

2. Représentations conformes

Corollaire 4. Pour guw'un homéomorphisme f (x) soit conforme dans D,
il faur et il suffit qu’il vérifie les condition (i), (ii) er (iii) ou (iii’) avec K=1.

Corollaire 5. Pour qiun homéomorphisme f(x) soit conforme dans D,
il faur er il suffit quil vérifie les conditions (i), (1) et conserve les angles
presque partout dans D.

Maintenant, nous allons donner une nouvelle extension des deux
corollaires précédents, comme aussi du théorime correspondant de Ko-
pylov [12}. Nous allons commnencsr pir donasr une cxtension au cas
de n quelconque d’un résultat établi par W. Gross [11] pour » = 2.

Théoréme de Gross. Soit [1 w: plair quelconqus & n— 1 dimensions
donné. Si la mesure de Gross 1M~'E << oo, alors la mesure Lebesgue des
points de Y1 sur lesquelles se projettent au inoins N points de E est au plus
égale a (I'""-1 E)/N.



HUE_I'_HJNE_.;\_&'_L_' 14

28 PETRL

CARAMAN et WONICA

Rappelons tout d’abord la définition de la mesure de Gross. Soit
EC R" et supposons donnée une division de R" en cubes Wi a n dimen-
sions ayant les arétes paralléles aux axes de coordonnées et de longueur
(1/2k). Soit E, = E() W: et (L) la projection maximale de Ej, C’est-a-
dire la marge supérieure de la projection de E:, sur un plan a » — 1 di-
mensions arbitraire. La mesure de Gross de Iensemble £ est la quantité

M-1E = lim "1 E, ou I1E=X;IL(E,).
ke
Passons mainten-nt 3 la démonstration. Notons par E,, Pensemble

des points du plan Il dans lesquels se projettent au moins N points de E
et supposons pour le moment que £ est contenu dans lintérieur d’un
cube unité ayant deux faces paralléles au plan 11. Considérons maintenant
un point x € E, et Pensemble E_des points de E qui se projette en x.
Soit » le plus grand nombre avec la propriété qu’il y a N points de
E :x,..,x, avec d(xp,xq)‘:_?}\ (pq3p>q=1,...NL. A chaque point
x€ £, on associe de cette maniére un A >>0 bien détérmine. L’ensemble
des points de E, ol A 1/k sera noté par E,. Mais du fair que E, =
0 i § . - . * ’ . -
I;‘H_fs',e et E,CE,,,, il résulte que gl_r’r;mn_lEk =m,_ L, ou par m_ _, E
nous avons noté la mesure Lebesgue extérieure 2 # — 1 dimensions de E.
Nous pouvons choisir donc un % suffisamment grand pour que

{20) m_ B, >m E, —-=

n—1""N
Et maintenant décomposons le cube unité par des plans paralléles a Il en
k couches congruentes O ,..,Q,, ou aux points intérieures de Q, on

ajoute aussi les points fromtiéres qui appartiennent au plan supérieur
paralléle a I1. Les points de E qui correspondent 2 un point de E, sont

répartis dans au moins N couches O différentes. Notons par E, les
points de E, qui ont la propriété que parmi les points correspondants
de E 1l y a au moins un, contenu dans Q (1 = p=k); alors
(21) Nw'_ E, =% m _|E, .
Avant d’établir Pinégalité précédente, nous allons montrer d’abord que
(22) m._ (E,UE)+m_(ENE)=m,_ E +m_E,.

En effet, soient G; des ensembles mesurables avec la propriété que G.DE;
et m'_ E=m_, G (i =1,2). Mais E,UE,C G UG,, de sorte que
m._, (E, UE) <m,

considérer un ensemble mesurable G ayant la propriété que m:_ (E UE)=
=m_ __,Get remplacons Gy, G, par GGy, GNG,. Pour simplifier la notation,

.F

, (G, U G,). Mais nous pouvons choisir G, , G, de maniére |
que, dans la relation, précédente nous ayons égalité ; il suffit pour cela de
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nous m’avons qu’d supposer que G, G, ont été choisis du commencement
tels que, dans I’inégalité précédente, nous ayons égalité. Dans ce cas, nous
avons évidemment la relation

Mo 1 (GUG) + mu (GUNG2) = 1,y Gy + e G,
qui, €n tenant compte de Pinegalité:
m,_, (G0N Gy =m,_, (E,NE)
implique Vinégalité (22}, d’on ’on déduit:
n—1
s B +m_ (BOE)=m_(EUEUE)+
+mi_ [(EUE)NE) + m,_ (BN E)y=m,_ (EVEUE) +
+ mi_ (E,NE,UE NEVENE,) + m,_ (E, NE,NEY,

et dans le cas général

m,_ E --my_ E,-+m)_| E = m,_ (E\JE,) +

Fed
e -
E, = _S_ :m"__lK| s

i
> m,
E=1

oii K, est Pensemble des points qui appartiennent a au moins { ensembles
E,. Evidemment, K,DK, lorsque ¢ =p, de sorte que Iinégalité précé-
dente implique:

"

n
" =~ S, k3 P . g
2 m,_E. =% m,_ K, =im_, K,.
k=1 =1

Si nous choisissons comme ensembles E, justement les ensembles E;p et
nous remarquons que chaque point de E, est contenu dans au moins N
ensembles &, , il résulte Pinégalité (21).

De la mesurabilité des ensembles W,(p =1,...,%), il résulte

(23) [n 1 E =X, 1 (EN W)

Mais "1 (EN W)) est tout au plus égal 2 la mesure Lebesgue a n—1
dimensions de la projection de E\W, sur le plan II, car

me_ (EOW,), = X (EOW )] < T (BOW,), = I (EOW)y,

o (E(\W,); est la portion de E(\W, contenue dans le cube Wi de la
définition de la mesure de Gross et [(EQW )], est la rrojection de
(EN W), sur le plan IT. Mais alors, parce que m_ B, =m_; (ENW).»
il résulte que
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=Y (ENW,)=m,_, E, En effet, soit LE—=\) Ex, 0l PPaire a(f,) < ® (m=1,2 ,ee ). Mais
= -1 kp’ .m ‘ : B
H comme, ¢n vertu des inégalités (1. 3. 1) de la monographic ,,Homeoli;wafxsmi
d’on, en tenant comote de (21) et (23), on obtient I Ez=Nm'_ E,, qui cvasiconforme - dimensionalle” (araman []6;3) (voic aussi Ht'm zt ;;nec
i i . T TR . L - . - .
en tenant compte de (20), implique [7]) nous avons a(y=1 15, ibrésulie P in, = O pour tout #, )

S 0 3
1 en vertu du coroflaire précédent, pour tou?m, l’c(?semb.le ucés pglntesstti 31[11
; 2 . ; otren: une infinié de points de D
m_ Ey—e<om_ B = DTE plan dans lesquels s¢ projetteni uns infinic lip L
a—1 ON n—1 k= A ensemble de niz-ure Lebesga: 4 11 dimensions nulie. Lom :
‘un ensenble dénombrable d’ensembles de mesure nulle est toujours un

et, comme : était arbitraire, il résulte que  eemble dc mesure naile, it sésulte quien chaque point dun plan — 2

1 Pexception éventuelle d'un ensemble de mesure nulle ]- se prg;c;:‘%rlxé
By = N e an nombre fini de points de chaque E,, , et donc, tout au pius, un e
. r ’ - ]-'-
dénombrable de pomis de ) '
i i antS Y1y Ya orment un angle de sominel
Ceci dans I’hypothése que L est un ensemble borné Nous disons que deux segmenis ¥i, ‘_(_"_.Df_ 7 £ de sommsy
; : wm ongle dwe simplex < §’il existe une (ransio H

xq et paralléle a1 :
atlfine %c la forme g(x) = ax - b,a >0, telle que g(x) soit un sommet

du simplex = ¢t gy, g () deux srdies de - ayant g(vg) comme sommet.

Si E n’est pas borné, nous allons considérer les cubes Q: ayant le
centre a Porigine et les arétes de longueur m et paralléles aux axes de

, R . . > ) IO ol e dans D
coordonnées. Si L’ est Pensemble des points de 1l dans lesguels se pro- Théoreme 3. Pour quf’u.z’ !um:ezyq;p/usz:_:)e Fix) sox confor 5
. . . ~ - A oW N . . 1 o . o 1l véri Te les condiitons. 1}, e
jettent au moins N points de ENW* ,alors d’un cotém,_ E, = limm_ E i1 faiut et il suffir qut . e S ooy N finie, el
" TR s (ii*) pour tour xg€LD — Ei, o L est un ensemble daire X-fimie,

ol E* représente Pénsemble des points de (1 dans lesquels se projettent §
au moins N points de E et, dun autre coté, =1E = lim " (EQW) |
de sorte que, en tenant compte du fait que: nrm

C B %{ Pt (EO W)

powir toitie paire de segments 11,72 C D qui forment i angle fie" sommet x;
et paralléle a un angle d'an sonplex  arbitraire fixe = a n dimensions,
fien Pinégalité

Alf ".'.'l):f (21> 0
(iii*) pour presqie Lo1S les points x,€ D et pour tostt}e‘ paire de seiz}feftzizs
1,2 Dy qui forment Uil aigle de sominet Xo €l paraliéle & un angle au
s .2 ! o L
simplex =, a lie Pindgalité

Alf (Y1) ()] = Ay, “fa)s

Nous sllons commencer par montrer que f(x) est ACL en D dans
Phypothese plus restrictive que =g €St lc s'mplex ayant comme sotmr;:‘ftf
Porizine C et lautre extrémité des VEISEUrs &p, .- ¢,. Et maintenant, 'vnpi-
posons que 0 (1), Jos vi (8 = 1,2,3,4), E(p, ) et E(p} Og.t fes megii szﬁors
fications gue¢ dans le lemme 5 €t que = 7(p). St o) s

n

ool W —

pour tout m, en vertu de ce qui a éié établi pour E borné, il résulte
Paffirmation du théoréme de Gross dans le cas général.

Corollaire 1. Si 1M E < o, alors les points d’une variété linéaire @ q
dimensions dans lesquels se projettent unm nombre infini de potts de E est
un ensemble de mesure Lebesgue & g dimensions rulle.

Soit EC R" et

: "d{U) fi—1

I - }‘ I | ;. = i 3 -’ P .

HH = 'lg-f‘-“f m"“‘[ 2 o ]cl-?ga‘ Gl (comme on l'a déja vu au cours de la démonstration du lemnme 5), pour
. hE - + 32 r .

o tout ensemble compact F-Cf)ﬂf:‘(p,q), a lieu Pinégalité (12), et pour

7] = &
tout ensemble E'CJ. tel que g £ =0, on a ausst ALFEN ﬁ_O, méme
si, au lieu de la relsiion 1)), comme dans le cas du lemnme 5, nous avons

. 0
la condition un peua plus large que F,— E est d nombrable,

ol la borne inférieure est prise par rapport a tous les recouvrements
sU,+ de E. Alors la quantité a (L) sappelie Vare de Pensemble E (ou bien
encore la mesure Hausdorff @ n— 1 dimensions). Un ensemble E sappelle |

N
-finie si ' ¢ __ et done susst vy, v - €8t paralléle & T'un des

2t N s =) P S 5 Supposons que OF — et dune aussl ¥y, Ya o s &

doie Xefirie 5t G\ ot a3 SR S es d‘:pioordonﬁé:; Ol .., Ox? s cect impliquz le parallélisme des

1 |
Corollaire 2. Si [ est un ensembie daire “-finie, alors les points d'un |

plan dans lesquels se projettent  uan ensemble non-dénombrable de E est un |
ensemble de mesure Lebesgue & n — 1 dimensions nulle. ;‘:
\1‘

I . — L] en
gles formds pac vy, 7a €L Yo,V &VEE HA angle de =, de sorte qut,

riu de la condition (i:%), I — £ est un entemnble d’aire E:finie. Alors,
vertu du corollaire 2 du théoréme de Gross (démoniré plus haut},

A
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¥, — E est un ensemble tout au plus dénombrable pour presque tous les
y, de I,, de sorte que (conformé neat 3 la remarque faite plus haut),
E'CY, tel que m, E' =0 implique A[f(E')] = 0, D’autre part, un raison-
nement similaire a celui de la démonstration du lemme 5 nous permet
de conclure que la condition (iii*) implique m([[-— E(p)] =0 lorsque
p > cosec(#(8) et donc, ea vertu du théoréme de Fubini, I'inégalité (17)
est vérifiée pour un tel p et pour presque tous les y,€/,, ce qui im-
plique Pinégalité (18) pour tout ensemble compact ECJF,, de sorte que
f(x) est AC sur f, et donc sur presque tous les segments de [ paraliéles
3 Paxe OZ. Mais du fait que O peut &we supposé parallele a chacun
des axes de coordonnées Ox!,..., Ox" !, nous déduisons que f(x) est AC sur
presque tous les segments de [ paralléles a chacun des axes Ox!,..,0x"~",
et enfin, du fait que Ox" et O% ont un rdle symétriqgue dans le raison-
nement, on peut conclure gus f(x) est AC aussi sur tous les segments
de [ paraligles a Ox", d’out, [ étant un intervalle arbitraire de D, on déduit
que f(x) est ACL dans D.

Démontrons maintenant que f(x) est une représentation conforme dans
Phypothése qu’elle est ACL et que = est un simplex arbitraire, ou, ce
qui revient au meéme, MONIroNs que, dans ces hypothéses, f(x) est 1-quasi-
conforme d’aprés la définition analytique de Viisdld (citée an commen-
cement de cette Note). Les deux premiéres conditions sont vérifiées par
hypothése. Il nous reste a vérifier que la deuble inégalité

(24) max |/ (x)| = | F(x)| = min /" (x)

a lieu en chaque point de D qui vérifie la condition (iti*), c’est-a-dire
p.p. dans D. Soit x, un tel point. Nous pouvons supposer x, = f(x,) =0
et au voisinage de x, =0

(25) f:x) = a-': xi: ek . x“ en + o (.x ):

ot Iindice muet % parcourt les valeurs 1,..,7—1, car ceci peut s’obteni
par une similitude convenable, et les similitudes conservent les angles
Nous pouvons supposer aussi max f'(x) >0, car max | /' (x) =0 implique
| #(x,)| =0 et la double inégalite serait vérifiée dans ce cas. Nous pouvons
choisir la similitude considérée plus haut de maniére que ;=0 (k=1,..,n—1)
dans (25), mais de la condition (iii*) Pon déduit que ap > 0 (k=1,.,n—1),
car si a,=0 pour au moins un indice &, alors il est facile de trouver
deux segments y,,y. faisant un angle paralléle 4 un angle de 7 et tel
que A[f(y),f(y)] =0, ce qui contredirait (iii*).

Pour montrer que f{x) vérific (24), il suffit d’établir que ar=1
(k=1,..,n—1). Enfin, en vertu du lemme 1, on peut supposer que

flx) =arxie, +x"e, (> 0,k=1,.,n—1)

Nous allons démontrer d’abord que f(x) conserve les angles de <. En
effet, soient vy, , Yy, deux arétes de © formant un angle (c’cst-d-dire ayant
une extrémité commune). Ces deux arétes font part d’un triangle AC 97,
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que f(x) transforme en un triangle A*. Alors, en vertu de la conditéon
(ii*y, ALf(r)f (1> 4(n ,¥2). Mais comme la somme des angles d’un
triangle est constante (=180%), siAd] S fl)l >4 (> Yo)s il résulterait
qu’au moins un angle de A doit diminuer, ce qui contredirait la condition
(1ii*), qui a lieu pour tous les angles formés par des paires de segments
ayant le sommet €n O et paraliéles aux angles de =. Donc

ALfrf(r) = A2, 1)

Afin d’établir maintenant que a; = 1 (k=1,.,n—1) considérons
tout d’abord les équations
1 xn x[ x,, o
Bow= D @ =, == GHEE=D:

n 1

des deux droites passant par O et qui correspondent a vy, et v,. Alors,
si nous notons o= A (Y1, Ya), €OS o = Bi* Il I:. Du fait que f(x) conserve

langle 2, on déduit que
atl - ai_D_ B sl L= S,
d’our
(26) A—ahHli i+ -+ (W —a;_ )5, BE_, =0
Un caleul simple montre que, lorsque > 3, une face a n - 1 dimensions

de - contient au moins n arétes. Les équations des droites passant par
Porigine et correspondant 4 # arétes de la méme face 4 n—1 dimen-
sions seront

xt x* - i,

— = e == 5T pg Jt [T o= — vas .

= 7 @BuEE=1) (1 1 ey )

n

La condition de la conservation des angles conduit aux équations sui-
vantes analogues 4 (26):

(1 —a)li B+ -+ (1 —a2_DE_ Ik, =0 (i=kkydyk==1,0.57)
Si nous considérons le sous-systéme obtenu pour un i fixe et nous notons
(27 (1—a)li=Nx (B=1,,n—1),
alors celui-ci devient de la forme
P T - 0 (B=1,.,n),

ce qui implique ou bien MN=0((k=1,.,n— 1), ou bien la condition
que les n arétes sont situées dans le méme plan & »—1 dimensions
M x* = 0. Mais comme on le constate aisément, » arétes d’un simplex (non-
dégénéré) a2 » dimensions ne sont pas CONLENUES dans un méme plan &

3 — Matematici — Universitate
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n— 2 dimensions, de sorte que ces # arétes déterminent le plan & n —1
dimensions Ajx* =0, qui est d’ailleurs le plan qui correspond a la face
3 n— | Jdimensions & laquelle appartiennent ces n arétes. Mais les plans
d’au moins deux des faces 3 » — 1 dimensions d’un simplex a # dimensions
ont chacun un seul point comun avec I'axe Ox". Nous n’avons qu’d sup-
poser que les# arétes considérées appartiennent 2 Pune de ces deux faces,
ce qui exclut la possibilité qu'elles soient situées toutes dans le plan
Mxt=0,ce qu implique icomn?e seul cas possible) 3, =0 (k= 1,..,7 — 1),
ce qui, tenant compte des notations (27), peut s'écrire aussi sous la forme:

(1 —a)li =0 (k=1,,n—1),
et ceci pour i = 1,..,n Considérons enfin le sous-systéme
A—a)E=0 (i=1,.,n)

Si 'on supposait a, = 1, alors, on devrait avoir i =0 (i =1,...,7), c’est-a-
dire que les n arétes considérées devraient étre situées dans le plan
#=0 (plan qui contient Ox"), ce qui est exclu par le fait que le plan 2
n—1 dimensions de la face considéréea un seul point commun avec Ox".
Don: a, = 1, et ceci pour tous les k= 1,..,7— 1, ce qui établit la con-
formité de f(x) dans D dans I’hypothése que f(x) est ACL dans D et
vérifie 1-s cond:tions (i), (ii*}, (11i*) avec un simplex arbitraire .

Dans la premiére partie de la démonstration, nNous avons prouvé
qu’un homéomorphisme f(x), qui vérifie les conditions du théoréme avec
un simplex 7, ayant parmi ses arétes e, ,...,¢, ¢st ACL. II nous reste Y
prouver que f(x) est ACL aussi dans le cas général ol il vérifie les
hypothéses du théoréme avec un simplex arbitraire <.

Dans ce but, supposons que g{x) est une transformation affine qui
fait correspondre au simplex = le simplex 7,. Evidemment, g{x) sera un
homéomorphisme K-quasi-conforme d’aprés la définition métrique de
Gehring, et, en vertu du théoréme précédent, K-quasi-conforme aussi
d’aprés la définition d’Agard et de Gehring. Soit 2 =f¢g-'. Alors & vérifie
les conditions (i), (ii*), (ni*) avec 7, D, E, remplacés par g(v) =70, £(D),
g(Ey), et A(y1.Y.) par [A (Y1, 72))/K. Du fait que g(x) est une transfor-
mation affine non-dégénérée, on déduit que g(E)) est aussi un ensemble
d’aire S-finie. On établit d’abord que A (%) est ACL dans g(D) par le
méme raisonnement par lequel on a ¢tabli que f(x) est ACL dans D sil
vérifie les hypothé es du 1théore¢me avec le simplex =,, & la seule dif-
férence prés quau Leu de prendre p > coscc (/8), nous allons choisir
p>>(=/8K). Ensuite, comme on le remarque facilement, lorsqu’on a démontré
que f(x) vérifie la relation (24), on ne s’est pas servi du fait que f(x)
est ACL dans D, de sorte que cette conclusion reste valable aussi dans
notre cas, c’¢ést-a-dire que f(x} vérifie la relation (24). D’autre part, g(x)
étant K-quasi-conforme d’aprés la définition métrique de Gehring, g2 (8)
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Pest aussi, mais alors g : (%) est _K""—quam-conforme d’aprés les définitions
de Viisald, de sorte qu’il vérific la double inézalité

max | g

£ O <50 < K- min g (B)

p. p. dans D. Enfin, en tenant compte que dans un point de différentiabilité

of o i Of , 9g-1
T, min|f () =inf| =, max|g~ (D)=sup A

max ! f'(x)| = sup
H aS

A —1
min g~V ()| = inf a{’T
5 5

]

il résu'te que Ok/0% = (8f[0x)(dg~'/3Z) et donc

max | (£)*  max |f (x)]" P
PO mesll OF, male OF 5691501

K*'min |f'(x)|" min | g~V (&}|* = K*~|min /' (£) ",

ce qui implique la K" l-quasi-conformité de £ (%) dans g(D) d’apres les
e . 2(n—1

définitions de Viisili, et donc la K (T)-quasi‘conformité d’aprés la défi-

nition métrique de Gehring. Mais alors, comme f=1he-g et h(E) et g(x)

sont quasi-conformes, 1l résulte que f(x) est aussi quasi-conforme dans

D, et donc aussi ACL dans D; c’est ce qu’il fallait démontrer.

Remarque, Nous signalons, dans le cas #» =2, une awre définition
due a Taan [15], des homéomorphismes quasi-conformes carac:érisé;
par la déformat.on des angles. 1l montre aussi 'équivalence de sa définition
avec les autres.

BIBLIOGRAPHIE

1. Agard S, A, et Gehting W. Frederik An i
. Al . — gles and quasiconformal ings.
) Proc. London. Math. Soc. 111, 14 A, 1965, 121, ! enfermad mappit
. Car arne-lv n P.“Peu-: T"AL“ ddifé‘éremﬁbil:’zé des représentations quasi-conformes tridimen~
ionnelles. Atti Acead. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. .
%?’ e 1B1= 165 ci. Fis. Math. Nawr, VIII,
= ontributions & la théorie des représemtations quasi=-co -di i
Rev. M;:};. Pures Appt. Fo 1961, 311836, R
netw definition of the n-dimensional gquasicon I i
%g; A g formal map, ings. Nagoya Math. J.
. e the equivalence of the definitions of the n-dimensional i
; guasiconformal homeo-
. marphiims (QCFH)._ Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 12, 1657, 887—921.
o Fe-c;e Hogeom.'rj;t‘;rnra{sz'aslconfprnze n-dimensionale. Bucuregti, 1968,
5 rer H, — e (O, K)-rectifiabl, bsets -
&2, 1057, 114_1,52. fiable subsets of n-space. Trans. Amer. Math. Soc.

3
4
5



36 PETRU CARAMAN et MONICA CORDUNEANU 22

8 Gehring W. Frederick «— The defiuition and exceptional sets for quasiconformal
mappings. Aon. Acad. Sci. Fenn. Ser A 1, 1960, 261.

9. — Rings and quasiconformal mappings in space. Trans. Amer. Math. Soc. 103,
1952, 353 393,

10. — The Carathéodory convergence theorem for quasiconformal mappings in space.

Ann. Acad, Sci Fenn. Ser. A I, 1963, 336/11.

11. Gross W — Uber das Flachemmass von Punktmengen. Monatshefte Math. Phys. 29,
1918, 145—176.

12. Konmaon A. Il. — loxeounopdupne oTobparcenus 8 TPEXMEPROM NpOCTPANCTAE
Jaxanda coxpangiowue yeaw 0aa agued. AAH CCCP, 170, 1966, 1016—1017.

13. Mapxywenuu A. M. — O nexoropox xaaccax nenpepuigHolx oToGpaxcenuil. AAH
CCCP 28, 1940, 301—304,

14, Saks Stag;sslaw — Théorie de Pintégralz. Avec une Note de Stefan Bergman, Warszawa,
1933,

15, Taari O — Characterisierung der Quasikonformitie miz Hilfe der Winkelverzerung.
Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A I, 1966, 390.
16, Vaisild Jussi — On guasiconformal mappings in space. Ann. Acad. Sci. Fenn, Ser.

A. I, 1961, 298.

CARACTERIZAREA HOMEOMORFISMELOR CVASICONFORME
#-DIMENSIONALE PRIN DEFORMAREA UNGHIURILOR

Rezumat

tn lucrarea de fati se demonstreazi ci definiia homeomorfismelor
K-cvasiconforme n-dimensionale cu ajutorul deformdrii unghiurilor este
echivalenti cu defimtia metrici a lui Gehring sicu cea a lui Markusevici-
Pesin (cu acelasi K} Din echivalenga stabilitd, rezultd ca un caz particular
pentru K =1 ci invarianfa misurii interioare a unghiurilor topologice
caracterizeazd reprezentirile conforme, adicd, in cazul n > 2, restrictia
transformirii lui Mobius la domeniul considerat.

tn a doua parte a lucrdrii, lirgind §i mai mult ipotezele acestei teo-
reme, se demonstreazi ci conditia necesard si suficientd pentru ca un
homeomorfism si fie conform este ca sd invarieze aproape peste tot in D
unghiurile paralele cu unghiurile facute de muchiile unw simplex fix
nedegenerat n-dimensional © si ca pentru toti xeD cu exceptia eventuald
a unei mulyimi de arie Z-finitd, mésura interioar a unghiuiui topologic
al imaginii oricirei perechi de segmente formind un unghi cu virful in
x si paralel cu un unghi a lui 7 sd fie strict pozitiv,

Li;
-%

SUR LES SYSTEMES DE PFAFF DE CARACTERE TROIS
DONT LE SYSTEME DERIVE A MOINS DE s—3 EQUATIONS

PAR
I. MOISINI

§ 1. Ce travail a comme but Pétude des systémes de s équations
de Pfaff de caractére s, =3, dont le systéme dérivé contient moins de
s—3 équations. L’auteur généralise quelques résultats obtenus par
E. Cartan dans [1]. Pour toutes les notions employées le lecteur est
envoyé a [2].

Soit

(1.1) o= ) a;de; =0 ((1=1,2,.,9)

F=1

un systtme de Pfaff ayant s équations indépendantes et dont le premier
caractére est s, = 3;a;; sont des fonctions analytiques dans un domaine
de P'espace des variables indépendantes x,,xz,...,X,. Son systéme dérivé
est alors formé de s—3 équations indépendantes au plus.

_ Nous allons étudier s:uiement le cas ol ce systeme dérivé contient
moins de s —3 équarions, autrement dit, les s différentielles extéricures
dw,,dw, ,..,do, seraient lies par moins de s—3 relations linéaires
(modulo ®, ,..., w,}. Pour fixer les idées supposoms que l'on n’ait acune
congruence de la forme

(1.2) u.l. d(:)l NS u: dmz -+ ua d(l)a ': u4 d(ﬂ_l = 0 (mOd (,01, 6')2}"') ws)
et soit A& le genre minimum de Pexpression:
(1.3) udowg - upde, + uydo; + ugde, (modw,, wg,..., )

ol les coefficients »; ne sont pas tous simultanément nuls.



