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CARACTERIZAREA HOMEOMORFISMELOR CVASICONFORME
#-DIMENSIONALE PRIN DEFORMAREA UNGHIURILOR

Rezumat

1n lucrarea de fatd se demonstreazi ci definifia homeomorfismelor
K-cvasiconforme n-dimensionale cu ajutorul deformirii unghiurilor este
echivalentd cu defimtia metricd 2 lui Gehring sicu cea a lui Markusevici-
Pesin (cu acelasi K). Din echivalenta stabilitd, rezulti ca un caz particular
pentru K =1 ci invarianfa misurii interioare a unghiurilor topologice
caracterizeazd reprezentirile conforme, adicd, in cazul n> 2, restrictia
transformirii lui Mobius la domeniul considerat.

In a doua parte a lucrdrii, lirgind §i mai mult ipotezele acestei teo-
reme, se demonstreazid ci conditia necesard si suficientd pentru ca un
homeomorfism si fie conform este ca s invarieze aproape peste tot in D
unghiurile paralele cu unghiurile ficute de muchiile unu: simplex fix
nedegenerat n-dimensional © si ca pentru tofi xeD cu exceptia eventuald
a unei mulyimi de arie Z-finitd, mdsura interioard a unghiului topologic
al imaginii oricirei perechi de segmente formind un unghi cu virful in
x si paralel cu un unghi a lui * sd fie strict pozitiv.

SUR LES SYSTEMES DE PFAFF DE CARACTERE TROIS
DONT LE SYSTEME DERIVE A MOINS DE s—3 EQUATIONS

PAR
I. MOISINI

§ 1. Ce travail a comme but Pétude des systémes de s équations
de Pfaff de caractére s, =3, dont le systéme dérivé contient moins de
s—3 équations. L’auteur généralise quelques résultats obtenus par
E. Cartan dans [1]. Pour toutes les notions employées le lecteur est
envoyé a [2]).

Soit

n
(1.1) ©; = ’Ela,.,. de;=0 (1=1,2,.,5)
un systéme de Pfaff ayant s équations indépendantes et doot le premier
caractére est 5, = 3;a;; sont des fonctions analytiques dans un domaine
de Y'espace des variables indépendantes x,,Xz,..,X,. Son systéme dérivé
est alors formé de s—3 équations indépendantes au plus.

_ Nous allons étudier s:uiement le cas ol ce systéme dérivé contient
moins de s — 3 équarions, autrement dit, les s différentielles extéricures
dw,,dw, ,..,do, seraient liées par moins de s—3 relations linéaires
(modulo ©, ,..., w;). Pour fixer les idées supposoms que I'on n’ait acune
congruence de la forme

{1.2) uydw, + 1 doy, + tgdwg + uydo; =0 (mod o, ©a,..., 03)
et soit & le genre minimum de expression:
(1.3) u,dow, 4 pdoy, + ty dog + ugdoy, (modw;, ®wy,.., w)

ob les coefficients u; ne sont pas tous simultanément nuls.
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Nous pouvons alors supposer que l'on a
(1.4) [den] 1 =0 (mod @, 2,5 03)
et pour aucun systéme de valeurs des u; on n’a pas
(1.5) [ dwy + Uy dosg + g dwg + #,doy* =0 (mod w,, wzy..., ).
Nous allons commencer notre étude en supposant d’abord que k est égal a 1.

§ 2. Supposant &= 1 on peut mettre le systéme obtenu en diff¢-
rentiant extéricurement (1.1) sous la forme

dml = [(D]_ @2]

]
dog= Y Ailo, ;]

ni=1

°
dw, = 2 Bi;[®: )

=1

2.1 . (mod ©y,..., w,)
do,= ), C,;[@; @)
ii=1
dOJsEO,
dwaO,

ol avec ¢ on anoté la différence entre le nombre n des variables indé-
pendantes et le nombre s des équations du systéme de Pfaff (1.1), p = 7 —s.
Les coefficients A,;, B,;, C;; sont supposés antisymétriques dans les
indices 7 et ;.
D’aprés la définition du caractére s,, tous les déterminants du qua-
triéme ordre de la matrice

@; — @,

0
£ e

ZAH‘IH 2A2f (Dl E

=1 i=] i=]

0

2

e 3
2 Bl: w; 2 B2- wy

t={ =1 i=1 =1

P
Asidi .. D Ay

i=1
() =

4 [

e e
EC:JD: 262.'@.' Cuid .« .. chicai

3= = i=] =]

doivent &tre nuls, quels que soient @i, d;,..., @. Il résulte en particulier
de 1a que tous les déierminants du troisieme ordre de la matrice
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EA:HCD:' - EANCD-'
(M) = 2 B;;" () T 2 Bp,' @,
E Cs,' [ RN 2 C,,‘ 0;

doivent &tre identiquement nuls. Par suite, d’aprés un théoreme d’algébre
bien connu, eatre les lignes et les colonnes des déterminants de troisi¢éme
ordre de la matcice (M) .l existe des relations linéaires 4 coefficients pas
tous nuls.

Nous pouvons donc écrire:

Aki + o Aa,' + ﬁhAﬁ = 0’
(2.2) B)“' + o Ba,- f Bk B4¢' = 0, (3 =1 3 2,..., P;h = 5,6,..., p)
Cri + ax Gy -+ P Ci = 0,

en supposant évidemment que le déterminant du deuxiéme ordre
£ [
EA:;; @ EIA“ @;
f= -

o e
2 By s E By; @

i=1 i=1

B
]

n’est pas identiquement nul. Certe derniére hypothése ne constitue pas
une restriction imposée au sy.téme (2.1). En vérité, si tous les détermi-
nants du d-uxi¢éme ordre de la matrice (M) éiaient nuls— leur nombre
pouvant étre aussi zéro-—alors, en écrivant Jes combinaisons linéaires qui
existent entre leurs colonnes on obtiendrait:

Ag,' = l}a Aﬂi:
By =hLBy, (=1,2,.,p;k=4,5,.,0h
Ck; = Ik C:u .

En faisant dans les seconds membres de ces formules, § =3, on obtient:

A‘H = see =A93 =0’
B43 mae = p3=0’
C43=.. &= p3=0.

Par suite, dans les éléments de la matrice (M) il n’entre que les formes
@, et @,. En faisant encore la transformation :
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@y = @y L, Lo,

on voit facilement qu’entre les quatre différentielles extérieures — qui 2
présent s’expriment au moyen de seulement trois formes « indépendantes
— il existe une congruence de la forme (1.%2), ce qui est contraire 2
’hypothése. Donc le rang de la matrice (M) est au moins deux. Les €lé-
ments caractéristiques du systéme (1.1) s’expriment par les équations:

(bt=0: (DZ:O:

(23) § & 2 e . .
EIA‘-,-@-—O ,_V_;B,.J-m,-zo Zlc,jm,- =0. (i=1,2,.,0).
I= i =

En substituant les formules (2.2) dans les équations (2.3) et en faisant les
notations

(2.4)

)
* . .
By= @y — )7 Beay,
k=2

on voit, en tenant compte aussi de I’antisymérrie des co=fficients A4, Bi;,
C.;, que les équations (2.3) des é¢léments caractéristiques se réduisent &
quatre seulement, 4 savoir:

(2.5) Dy =y = iy =@y = 0,

ou on a évidemment renoncé 4 Pastérisque. Dans ce cas, si p est supérieur
i 4, le systéme admer un élément caractéristique 3 ¢—4 dimensions.

La réciproque est aussi juste. En vérité, si pour simplifier on eftectue
des comb. naisons linéaires entre les formes extérieures quadratiques dew,,
duwg, dw,, dw,, le systéme (2.1} peut étre mis sous la forme:

dow, = [0, @b,]

dwy == (@3 @3] + Aoy [@2 @3] + A2 [B2 0],

dog = [0 @] + By [ @s) + By [ 4],

doy = (@1 @3] + Cos [@2 @3] + Coy[@zd4],  (mod @y, 0g,.ey 00)),

2.6
( ) d&g = 0,

dw, = 0.

]
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Pour ce systéme, la matrice (M) devient une matrice a deux colonnes et
trois ligmes, la matrice (J) étant une matrice quadratique 4 quatre lignes
et quatre colonnes dont le déterminant est identiquement nul, comme 'on
voit facilement par un calcul direct. Ce qui prouve que Pon a manifes-
tement s, = 3.

Remarque: La démonstration que nous avons faite jusqu’ici est en
général anajogue a celle donnée par E. Cartan ([1], p. 261 —264) pour
le cas 5; = 2. Dans le cas traité par E. Cartan Ja matrice du systéme (1.1)
qui correspond 4 la matrice (M) du systéme (2.6) du présent article, est
une matrice un:colonnaire, donc elle ne contient aucun déterminant du
second ordre. Pour obtenir cette matrice, E. Cartan se sert du fait que
tous les déterminants du second ordre de la matrice (7) doivent é&tre nuls.
Ceci le conduit d™un coté a la ,,proportionnalité® (ce mot, assez incorect,
doit étre remplacé par ,combinaison linéaire) des lignes, ce qui est
absurde, car cela contredit I’hypothése, et d’un auwre cOté 4 la propor-
tionnalité des colonnes qui le conduit au systéme (1.1}, Le fait que la
proportionnalité des lignes conduit a4 une absurdité, tandis que celle des
colonnes non, est dii & Uinexistence des déterminants du second ordre de
la matrice associée au systéme (1.1). Nous avons simplfié notre démon-
stration en renongant i considérer les combinaisons linéaires entre les

lignes de la matrice (M), ce qui est complétement inutile méme dans la
démonstration de Cartan.

§ 3. Etudions maintenant le cas on 4 est supérieur a l'unité. En
procédant comme au § 2, le systéme obtenu en différentiant extérieure-
ment (1.1) peut &tre mis sous la forme:

doy = [aymg] + oy @]+ oo+ [Bany ],

doy,= 3 Ayla; o),
I

4=

o
dug = 2 Biilo, @], (mod ;... v,

I:?l‘.l i,5=1
o
doy= Y, Cyla; ],
=1
d(ﬁs = 0,
do, =0,

les coefficients 4, B,;, C;; étant toujours ant’symétriques, mass évidemment
ce ne sont plus les mémes du § 2.
Ici forcément o = 24, sinon I’equation:

[do, —2dw]* =0,
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qui est équivalente a une équation du degré /2 en 2, admettrait au moins
une racine, ce qui contredirait (1.5), .
Formons, comme au § 2, la matrice {S1°):

Dg — ee.  (Dghei 0 ... 0

p £ <] 2 2]
21‘11;@ ZIA:».;(D[' EAzh,mtDs 21‘12»“.5@; ZAp.;CBi
- £ =

i=1 i=)
B [ e e
231.@; 231; @i .. EBzh-.CDi 232“1,«@& 239.-‘@
= -

i=1 i=l i= ]

P 2] 2] e =]
ZCH ; EC,, LTS E Con.;; 202”1.{ @; .. 20 Fion
Rl =

i=1 1= i=1

(%)

n
il

Tous les déterminants du quatriéme ordre de cette matrice doivent étre
nuls et, par suite, tous les déterminants du troisi¢éme ordre de la matrice

e ® 2
21‘12};-}1.5“’: Z}Az».z.;cm - 2‘49.;@:‘
i= i =

) e )
M) = EB%I-lica; EBzMzrfo v 239,.‘@;' .

i=l
2
ECP,;Q;
=1

En r:isonnant comme au § 2, Pexistence des combinaisons linéaires qui
doivent avoir lieu entre les coloanes de tous les déterminants du troisiéme
ordre de (M*), nous conduisent aux formules:

Apisi + oongs Agigri + Bavsj A2 =0,

(3.2)y Baontji + %okyjBosgri + Boni Banya,i =0, ((=1,2,.,0;7=3,4,.,9)
Cg;,+j,, + gk j C2h+1,; + P i Cos $2.6 = 0.

Nous avons évidemment supposé que le déterminant

[ A
Eczkﬂ..@. 2625&:'@1' <o
b

i=1

5 e
| EAzhu.J@. Z Agyo i @;
A‘ o | i=1 =}

P )
Zlehn + @ Eleh+2 i@ |
Ll -

n’est pas nul. Cela n’est pas une restriction pour le systéme (3.1) comme
on peut le voir par un raisonnement analogue a celui fait dans le § 2

o=
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pour le dérerminant A, En effectuant sur les formes & une substitution
linéaire convenable, on voit que les quatre différentielles extérieures non
nulles (mod ©;..w,) sexpriment au moyen de 2/ + 2 formes @ indé-
pendantes.

De plus, il ne peut exister aucune terne de coefficients «, 3, y non
tous nuls, de fagoa qu’ait lieu une relation:

(3.3) & Aptr,i + BByt i+ YCutr, ;=0 (1=1,2,.,2h,

car si une terne de cette facon existait, nous serions en état de trouver
un coefficient / tel que
[ldw, + xdw, + Bdog + ydu,] *=0 (mod w;, g,y @),
ce qui serait contraire & I’hypothése (1.5).
Cela étant, considérons tous les déterminants du troisiéme ordre de
la matrice
|
[ Ay e Ao 2k—|°--A2h. 2h+1
i By awet Baonin oo Bay, o
Cian1 Ca, 2pat oo Cop, 2p1
Il est clair que tous les déterminants du troisiéme ordre de cette matrice
ne peuvent étre nuls, car dans ce cas de Pcexistence des combinaisons
- linéares entre les lignes de cette matrice, on reiomberait sur une
relation de la forme (3.3) ce qui est absurde:
Prenons donc, pour fixer les idées, le déterminant
Al,Zh-l A?. Zhl Ai, 251
| A = By, owir Bz owsr Bz
Cl, w+1 Co, 2p C'*., 2h+1
et supposons-le d'fférent de zéro. En développant le déterminant du
quatriéme ordre formé par les premiéres quatre colonnes de la matrice

(9*) on déduit que les coefficients du terme en [o,@},, ] — qui est
précisément A** — n’est pas nul, donc s, >3 ce qui est absurde,

Nous voyons donc que, dans fe cas ou % = |, quatre différentielles
extérieures quelconques do, ({ = 1,2,...,5) sont liées par une relation linéaire
(1.2), autrement dit que le sysiéme dérivé est formé de s— 3 équations.

Cela nous permet de formuler le

Théoréme. Le systéme dérivé a’un systéme de Pfaff de s équations a
coefficients arbirraires et de carac ére trots, est formé de s—3 équations. Il
niy a gu’une exception : lorsque le systéme admer des caractérisrigues & n—s—4
dimensions, alors le sysiéme dérivé peut contemir s-—4 équations seulement.

. S 4. Nous allons maintenant nous occuper de I'mtégration d’un
systeme de Pfaff (1.1} de caractére s, =3 dont le systéme dérivé a s —4
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équations indépendantes. Dans ce cas le systéme obtenu en différentiant
extérieurement (1.1) peut &tre mis sous la forme (2.6).
Si o =n—s—4 il n’y apas d’élément caractéristique et la formule
bien connue:
=548 .+ 5H+P

montre que l'on a p=1,5,=3.

Conformément au deuxiéme théoréme d’existence de Cartan Dinté-
grale générale du systéme (1.1) est unidimensionnelle et dépend de trois
fonctions arbitraires d’une seule variable indépendante. Le systeme peut
étre regardé comme un systéme de s équations différentielles ordinaires a
s + 3 fonctions inconnues et on peut prendre arbitrairement trois de ces
fonctions inconnues.

Si p=4, on a des caractéristiques 3 ¢ — 4 dimensions et 'on a

pu=p—3, 5=3, H=5=..=5,=0.

En effectuant alors des opérations d’ordre s+ 4, s+ 3,...,2,1 nous
sommes ramenés au cas ou p -4, c’est--dire & des équations dif-
fécentielles ordinaires.

L’efficacité et la facilité de maniement des méthodes purement
algébriques que nous avons utilisées, nous a encore permis de généraliser
les résultats obtenus ici dans le cas des systémes de Pfaff de s équations
indépendantes dont Je premier caraciére s, est quelconque, mais dom le
systéme dérivé a moins de s—s5, équations indépendantes.
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ASUPRA SISTEMELOR PFAFF DE CARACTER TREI CU S'STEM DERIVAT
AVIiND MAI PUTIN DECIT s —3 ECUATII

Rezumat

Autorul se ocupi de problema sistemelor Pfaff de caracter trei’
pentru care sistemul derivat are efectiv mai pugin de s —3 ecuatii inde-
pendente. Se arati care este forma sistemului obtinut prin diferentierea
exterioari a sistemului Pfaff dat in acest caz §i se stabileste o teoremd
care arati cind poate sistemul derivat avea mai pugin de s —3 ecuagi. Se
integreazi sistemul in aceastd eventualitate, folosindu-se teoremele de exis-
tentd ale lui Cartan.

Rezultatele obginute se extind simplu la cazul sistemelor Pfaff cu
s, arbitrar avind sistem derivat format cu mai pupm ca s—s; ecuafii
independente.

- o
L

AN EXTREMAL PROBLEM ASSOCIATED WITH A CERTAIN
NON-LINEAR INTEGRAL EQUATIONY)

BY

R. H. ROLWING and 1. A. BARNETT

Introduction. In a previous paper entitled On a System of Quadra-
tic Equations and its Integral Analogue (An. St. Univ. LAl I. Cuza®, lasi.
Sect. I, 1965, p. 58) the authors have discussed the mtegral equation

¥ (2) = [yx) = & ()] Sy ) ds.

t

Let us denote by I{(c) the totality of values ¢ for which
1 —cK(x) =0 for every x on 0 < << 1.

Here, K (x) denotes a real valued function defined on the interval
0 < x < 1 having the following properties:

(i) K(x) is bounded on 0 < x <1,
(i) K(x) is continuous almost everywhere on 0 < x < 1,
1

(iii) SK (x) dx == 0,
1]
(iv) K (x) is positive on some subinterval of 0 < x < 1.

Such a function will be called admissible. Furthermore, let z(x) be a step
function assuming values 4~ 1 on 0 < x < 1; otherwise it is continuous
a.c. with the assumption that there is at least one jump discontinuity.
Then it has been shown that there exists a ¢ on I(¢) for which
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