SUR LES DISTRIBUTIONS STRUCTURELLES
D'UNE G-STRUCTURE

PAR

GH. GHEORGHIEV

La distribution &, d’une variété différentiable V, douée d’une G-
structure est appelée structurelle (DS) si elle est involurive, invariante
aux transformations du groupe G (qui agit dans ’espace tangent) et reste
constante sur ses variétés intégrales, inclusivement sur la variété intégrale
de dimension maximum V,.CV,. La DS peut varier si Pon passe d’une
! variété intégrale a Pautre; si la 9, reste invariante sur toutes les variétés
intégrales, on dit que la 3, est une d stribution structurelle ab olue (DSA).
Lérude globale d’'une DS €,C V, revient i douer la base V, d’une &,;-
structure ; qui peut étre appelée grassmannienne. Sur les variétés
iniégrales de dimension maximum V, de la DS considérée est induite,
par restriction sur V,, une g-structure. Maintenant, si ’on considére la
DS 9,C V, par rapport a la g-structure induite, ’étude globate de la con-
figura.ion 9,C9,CV, peut étre appelée configuration Myller [11, 12];
cela revient a douer la base V, d’une G,-structure. La recherche de la
structure des groupes @, et G, et de quelques-uns de leurs sous-groupes
remarquables, en particulier les sous-groupes 2, K,, permet d’introduire
sur V, quelques structures intéressantes pour la solution du probléme de
Ja fibration principale ou quelconque de M. Ehresmann d’une variéeé
différentiable [1]. L’application montre comment oa peut uwnliser ces con-
sidérations 2 P’étude de la structure d’un pseudogroupe Lie inf ini.

Pour éviter les répétitions, on suppose connus les résultats de la Note [8}.

1. Les distributions structurelles. Une distribution 9, de la
variété V, doude d’une D!-structure (od D) = GL (n, R)), donnée par [8]

(1) 0 - o =4} wt=0, a, b c=1.,p;7, iy B =p+ L,n
sera une DS si
{2) d6"' (mod6i’) =0 et (3) d4{(mod®')=0;
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de méme tous les prolongements réguliers de celle-ci par rapport aux
formes w?{modf"’) satisferont a4 des conditions similaires a (3).
S la 9, est une DSA, alors la condition (3) est remplacée par

(3) d4i =0

et par les conditions similaires aux prolongements de celle-ci.

Le probléme: si une distmbution donnée est une DS ou DSA
peut étre résola en utilsant Palgorithme de Cartan de la M. R. M.
jusqu’d P’épuisement ou jusqu’d la stabilisation des paramétres du groupe
D? (ou G' de la G-structure} [2, 8).

Le crocessus du prolongement du systéme (1) par rapport aux
o® (mod6') étant régulier, on a

(4) AA:;. - Ai’l 5, wb,..., AA';I...b, = Ail:,...b,b,ﬂ @i +1 ...
ol
(5) Ady o, =d4 L, 1ol T

Eu égard & (3), nous avons dAY by (mod 6¥) = 0O et d’autant plus
ddy; , (mod w) =34 , =0. ’
) l’:lu choisissant convenablement les origines des coordonnées sur les
variétés grassmann ennes V@l(A';}, V@,z(A'; , A%, ). [8], les équations de Ia
DS 9, et de ses prolongements (mod «’) donnent la suite de relations

6) ol =0, o), =0,..
Si la 9, est une DSA, cela ajoute aussi les formules
(7) Wi, =0, w,.=0,..

Sila V, est c}ouée d’une G-structure, alors les suites de plus haut devien-
dront respectivement [8]

6" C;'b ¢ =0, c:;b = (), (7 CZ:,-' 74 =0,

. Je dis que 52’ =0 est le systtme de définition du sous-groupe &,
stationpaire d’un point de la variété grassmannienne Vg sur laquelie
. 1
opére le groupe D!. Pour IPétude de &, et de quelques-uns de ses sous-

groupes remarquables, nous écrirons les équations de structure de D!
sous la forme ’

doi' = ab A af + o A o, dws
(8) a a b a 7 b

dmgzaf.A;)g+(3{fAm‘i, d_;'.

= @t A a o .
b"‘mc-[—wb/\m?"

H

= b A @ + ot A o
# A oy o A ol
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De la premiére on voit que wﬂ —0 est un systéme complétement inté-
grable, tandis que de (8:_4), il résulte que le systeme wi = of = c{)ji=0
est aussi complétement intégrable. Par conséquent ces deux systémes de
pPfaff déf.niront deux sous-groupes complémentaires &, et ,, ayant
D! =§1—|'®1' Le sous-groupe 2, d’ordre p(n—p) est abélien ayant wg
(modulo toutes les autres) comme Ses formes invariantes.

s

De (8) (mod ) 1l résulte la formule remarguable suivante qui met
en évidence la structure de &, :
(9 ®, = (D)~ Dl_yx

ou 9, est un sous-groupe invariant abélien de celui-ci, d’ordre p{n — p)
ayant wg (modulo toutes fes autres) comme ses formes invariantes. Nous

avons donc D} =, . {{D}, w D'y < U

n—p C
Dans ce qui suit, nous aurons besoin de considérer encore le sous-

groupe §, donné par

(10) wf = "’_g =0 et le sous-groupe complémentaire de celui-ci 3‘;51 »
donné par - .
“0') (0::", = (.):: - 0,

nous avons donc D! = 8§ .9, .

On déduit aisément les liaisons suivantes:
= 1 = i =
®, —Dﬂxf}._, H, =D _Px‘.’ii.
Remarque. Si Ion considére une DS complémentaire, D,,C Vs,

en choisissant convenablement les origines des coordonnées sur les varié-
tés grassmannienncs correspondantes V@l, V@z,..., alors la D,_, et ses

prolongements réguliers par rapport 4 o' seront ©*=0, oi=0,
@, = Oy De (8) il résulte d’une fagon analogue que D! =% .8 =

= [D!_, x DHRY], ou U, ®, ont la méme signification comme

plus haut; on déduit encore $ = DIX Y,

Les sous-groupes &; ou §, (respectivement &, ou £;) définissent
sur I/, les structures subordonnées, puisque tant ®, que §, ont
toujours une méme représentation sur E,= T, dans tous les points
xeV,. D’ci il résulte quwune @&,-structure sur V, est caractérisée par
Pinvariance d’une direction p-plane. Par exemple, pour p=1, les équa-
tions du sous-groupe &, seront of =0, t =2,..7; cetle ®,~-structure
laisse invariante une direction de dimension {; un cas particulier de
celleci est la structure centro-affine [5]. Ces deux structures ont été
rencontrées par S. Kobayashi [9].
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Si Pon cousidére simultanément deux D S complémentaires 9,
et 9, , (dont Pexistence est supposée), le premier prolongement de
chacune d’elles nous conduit alors a considérer le systéme of = we = 0;
P . . " by s —
évidemment complétement intégrable; ce systéme définit le grcn.lper com-
plétement réductible 8,N G, = D:) P DL_F et, par conséquent, la struc-
ture correspondante sur V, . .

i Sila P S a, appartient a .V,, douée d’une G-structure, chacun des
systémes (67) est (fomplt?tt?ment intégrable en vertu des identités (4) de
[8]; le systéme (6) définit le sous-groupe qC G stationnaire d’un point
de la variété Vﬂ1 sur laquelle agit le groupe structural G; on établit
immédiatement la formule G = %, .®,. Mzintenant le systéme analogue a
(10) sera: CI =*=0, Can* =0, Ce systéme définit un sous-groupe
fh’C..fIgC G. Nous supposerons dorénavant que les sous-groupes q; et T
d?fmlssent_ les structures correspondantes subordonnées sur V, (ce qui
n’a pas lieu toujours, comme il s’est passé ci-dessus pour G = D').

n

En ce qui concerne le deuxieme prolongement de Ja D S, 9, donné
par son systéme canonique w” =0, comme aussi quelques-uns des cas
particuliers, nous rappelons que les équations de structure de D2 sont

. n
données par (8} et par
11 doi = @h i A eof T A o
(11) ol = @l A o) + of A o+ o Ao
On convient d’écrire ces derniéres sous la forme:

doi’ =mt Awt 4-6f i o AT et At Lk 2 TORA b

Al AL SR s AT S RALH Ty Nep, Fep AL,
_.'") =__c _I-J _C H'-! _C . _hf — - ’ — Y .
a’mbj, me,Aco‘ + @A o+ coj,/\m'bc + mbj,/\ i, + o} /\m;l,j, -l w;'. AV
dewe =—c 2t o€ = . o ok o o Ao RN
(11 £ = 95, NI 0f N0g - of Nog +af, Aof o Aol +apiep,
) — — — — - - — — — —
a4 — )C © - ! WA e
dod, =@ NAoi+ oA v, 4+ 0l Aol + o, Aol i ANwt, 4ol Awt

dos =0t Aed+ 68 00 +of,  wh + of, N\ w4 ol b A\

R AR A A PR A R T T T

doi, = ot Aot + et Aai, 4 et el + of Aei,4 of Aot + o' /A ol
G = Wi Nl e AL+ aphep + @ AGL+ oFAwl o Aag,

Les équations
(12) a; _ m;;;b. -0

définissent le sous-groupe grassmannien @, D?; &, a un sous-groupe
complémentaire abélien 2, , ainsi que D2 =%, @, et il admetr aussi une
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interprétation analogue d’étre le sous-groupe sgationnaire d’un point de
la variété grassmannienne V®2. On établit facilement la formule &, =
— ®,%,, oit 8. est son sous-groupe invariant abélien. On voit aisément,
par induction qua la s-ieme étape du prolongement il y a D; = 4.6 -

Signalons ci-dessous quelques sous-groupes remarquables de &, dont

certains seront utilisés dans ce qui suit.
a) le sous-groupe M, C G, des équations (12) et

(13) wi, =0
admet comme complémentaire par rapport a D?, le sous-groupe abélien
B,, ainsi que D:=8&,.Mm,. Il en résulte immédiatement la formule
Mm,=6,%d, ou @, est le sous-groupe abélien invariant de M, .

b) le sous-groupe 9N, ¢ G, d’équations (12) —i13) et

i 14) we, =0 wi, =0

admet aussi un sous-groupe complémentaire par rapport a D2, mais ce
dernier n’est pas abélien, tandis que le sous-groupe d’é.quatio,ns (12) — (13)
et seulement (14,) admet un sous-groupe complémentaire abélien.

c) le sous-groupe $;C S, d’équations (12j—(14) et

(15) s =0

admet aussi un sous-groupe complémentaire (non abélien) £, ainsi que
D! = §,. 9. On déduit sans diff.culté les lia‘'sons suivantes: H,=5H x
m - B -
x Ay =(D! x U)x A, et H,=H 4. )
d) si P'on considére le sous-groupe de D d’équations o = 0, alors
son sous-groupe, donné par les équations f = 0 = o, = wi, =0, sera
invariant et abélien.

9. Les distributions M. Nous considérerons maintenant sur la
varisté intégrale de dimension maximum V, dune DS, D, , une DS 9,CV,;
nous aurons la configuration Myllr [11, 12], ou abrégé — la distribu-
tion DM. Les équations canoniques de 1a DS V, et son premier prolonge-
ment seront

@t (modew’) =0 i =0 (8=1.9; a', b, =g+ 1..p)

Le probleme si une configuration donnée &, D, V, est une DN,L
peut étre résoln en utilisant fa mét -ode du repérage [3, 8], jusqu’a
Pépuisement ou jusqu’a la stabilisation des paramétres du sous-groupe G
Pour les considérations groupales de la DM £,{9,(V, nous cCL.rons
les équations de structure de D sous la forme
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d(T)' = }:ﬂr' i e P = .
g j./\fﬂh,—i—w;,, /\(’J".-}'w;{/\co’Y,

dm;,’ = q_);: A o_;gf -} ;;,’ A c:f,' -+ ;;r_ A J;' s

dof = @i A of 4+l A Q%4 0l A F,

dof, = o A @, + of A of + o, A &,

a7 dog = ol \ f + of A 0+ o], A 6,
dad = ol A @l + 0f A ;ff + o, A wf,
dag = off Ao, + g A o +OF A o,
dof = wff \ @+ of A og+of A oy,
dof=of Aj+of Aoz +opAar,

De (17) on voit que le systéme
(18) (;i".:;":_':

définit un sous- ; i
ous-groupe G, C D' qui a un sous-groupe complémentaire N,

ainsi que D! = G, . N,. Les équations de structure d
(18)), C’est-a-dire e G, seront (17) {mod

do’ = &f A o S T A e - - -
= el Ao, dws, = ol A v, dmg = ol A W,
(19) dot = af A w4 + o N TR
S = Wy : w?, a — ¢yt ‘ & .
I 1 /\ F) + /\ mb"’ dmj' (x)j, /\ 0):, + (’J;, /\ (1_):' + (,.);Y' /\ m; s
- = = _ _.
dof, = of A 6%+ o). A @b,

20 _ _

(20) Gy =(D:_, X D!_ X D)9,

ol M, est un sous-groupe i i Srahal: . .
de structure de IR, sgcro ri)t invariant métabélien., En effet les €quations
@) dof=duj =0, duf=aiAal (mod (18) et of, uf, of).

Or, de (21) il suit que 9, = A% MY, ott MY est le groupe dérivé de

9R,, qui est abélizn, donc IR, = A, %
e e, 1=, x A,: le groupe facteur A,, évidem-
meat abélien est d’ordre (2 — p) {p —¢). De (21) il suit encér’ee;iu:n}e
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centre z (M},) = 4,, ce qui démontre que 90, est un certain groupe méta-
bélien (étant le produit semidirect de deux groupes abéliens).
En ce qui concerne le sous-groupe N, donné par

_.l"———a'-—-._a_—__-—a'= u='—m=
(23) ol = ef = ol =0f = o}, wr =0,

les équations de structure de celui-ci seront

(23) doi. =deg =0, doj= 0§ A o

On déduit aisément encore que =% <N et que N, est un
groupe métabélien produit semidirect de deux groupes abéliens, ¢’est-d-dire,
N, = AU, ¥ 4, . Un autre sous-groupe remarquable de G,, désigné par K,
sera donné par (18) et

(24) 08 = of, = wg =0,

De {19) il suit que K, est un sous-groupe invariant de G, ayant les équa-
tions de structure

(25) do):.: = m:‘.' A of, dm‘;f == m';' A ©g, dm;?f = m;',' A .

De (19) et (25) on déduit les formules suivantes qui mettent en évidence
la structure de G et de K;:

{26) Gy = El' K, K= D:lt—p x U, I_<l - LD;—::XD;];A‘ :

Les sous-groupes G, et X, définissent sur la variété V, les structures
subordonnées, puisque tant G, que K; ont toujours une méme représenta-
tion sur E, — T, dans tous les ponts x€V,. Il suit qu’une G,-structure
est caractérisée par linvariance de la conf.guration Myller du type (p, q)-

Quant au deuxiéme prolongement de DM ®,C 9,C V,, nous uti-
liserons les équations de structure de (D2) sous la forme (17) auxquelles
on adjoint les formules (11) écrites sous une forme analogue a (17),
¢’est-a-dire

_'..- — _h, T —h. T . ._hv --r - r] .
do,, = oh, A o}, + ol A o, + o} Aol + o, Ao +

Fof A @y 08 A @y @y A 05+ @y A, ) AT
dor,, = ok, N\ G+ Gl A G, + ol A o, + of, A of +

bt Ay + of AW+ Gy NG+ o A afy 0l A 0l
das, = o, Aol + o A Gk, + ok A of, +of, Aol +

+ of A o, + of A wl, + oh, A of -+ ol A ol + o) A WEL s
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d(u_)‘-’ = o oyl w = -
b pre N OF 0 A ol + oF A o A o 3 2 A @
B - Py A oL, T ed . Aol + dot,, = ol Aol -+ o A “’h . (,)k, A o, + of, A o L
+ ol A ol o b Ao - '
b d'e’ e /\- mb d' + (I)A, R /\ ! + (ol ) m,’- . -, — =
— - B be ) e O m . A m“, + mg A mZ‘k' 4+ o A o);a_, o N OTT 1’_-; A (ou + ("‘k' A 0.\
Wi, = e, A ol ot . : _ _ _ £ _ =
b3 BB koA ol + of A Ol + ofy A @+ dwf, . = o N o5 + of A Of i A 0y g A g+
i (_’Jd' .."\._‘ (_,T!' + m /.\ o
! g 5 ) s -
I bd+ bBAw-i—w /\CO —I—co /\m:”’ +o)d/\wdc,—Lmd /\o)bd,—i-co /\c-)+m /\w}, 4ot A e,

R
dag‘r_mh A ol A ol A of, 4 (o"' A @l + ad A o T A Bt Aol A 0, Td A @F
5,, i A b, - d‘%g = 0}, A o + ol A Ofg m.,3 ,—i— ol Aol +
g wﬁ A &, + of /\mw,_;_wk /\(D' -I—w"/\m +ml/\mfsw -E—c?)ﬂ" /\(—o —l—(‘o,3 /\(-de +m 5 ,/\m"—‘-(-) A mﬂ—}-o) /\w
dm"‘ —-(o,,,{/\w“-‘;—m" /\co —}—m” /\m,ﬂ o)g:{/\m;.—ﬁ—mg A m;._l,-{-

dot - ol A nf o A w
e, wh
i w N\ -+ J.,/\m +wk'/\mah'i°’k/\ @
+ el A 2, + of
‘ o i = - d Iy z
3 a'k QAR +m“ /\(r)“ _|_C,J /\mw A o, 4 o /\qu +m /\m +m /\m?—{—(o /\“’3,

2 _ Le sous-groupe G, C Dj sera donné par le systeme (18) et

d(.l.)“' B K 4 U
b = O N mj:, + @l A (0 Fo <~)k N (-)" “.l" e A\ ma -
+of Ao+ od Ao . ~, ~ )
’ 0 ') ’ ) . . : = == = =
. b o A e A 0F A m:« /\“‘;.k'“f“"i' Ao, (18" o, = doj. = oy gy, =0,
dog,, == ‘”E;r A G_J;’Z + ol A + o A o, + évidemment completement intégrable ; il aura un sous-groupe complémen-
. o o Ao £A g +of A g+ tau-e métabélien, 9., d’ot il s’ensuit:
4 (.t)d’ /\ b.'l +
i 0) . —
(11%) 8 k . A de +w;3p.- /\‘-0 ‘I‘w’ M co mk,/\m Di—Gz.‘)Rz
da"‘ ma S _ , . - . :
e o W ' v - 8 structure de ont données par (23) et les sulvantes
b AN Lo A mh,c,—l— Ol A wfl .+ ol A oo 4 Les équations de structure de M, sont donnees p (23) v
dm’b'c' = dng = 0’ dwl'ﬁ = 0)?; A m'b’r:”

+5d'/\o?a' N BB B s A W
b s, e, w? : % g ,
¢ ¢ A b'd + et A co; + y, A m‘;c, + mz_‘, AN mgm’ _ _
A i g A b, T o5 A o
B

est un groupe metabélien; de plus

dof, = (’)757

dm‘;.—mh /\m“'}““)h—/\ms-’rm /\o.) +(;d'/\aa'+
b'h B .
! d’ott on déduit notre assertion que M,

d a
+m'/\“’s+°’ /\w“—|—w 3/\“’“+“’y/\‘” +m /\m il sensuit encore M, = I, x ' i
dma — w,, A w“ - mh A ae 4ok -~ B B Le sous-groupe K,C G, C D- sera donné par le systeme (18), (18",
i “’ T o A 0)3,,. + of A 0l +of’ A “’5:-{ + (24) et par
+ (odl A (0 4 03' "3 oh % a4 i’ T a 'y T o | = - =
dd /\ s + oy A co -I- m_’: A wg 24 W, = ol = @ = g = @i, =0 = Wi, = oy,
: =ag~r=agi'=w?:7=0’

dot = . A @ - wh A _ n

T = O A of + wh A ¥+ m A 0% i + cof_;, A 0% +

Fof Aot + ol Aa e

oA+ Ao, 4 m} A m"‘ . ml A, + i A o évidemment complétement intézrable. Les €quations de structure de K
M ey SOnt données par (25) et par 23 suivantes :

- _ _ -
daf, = o, N\ m' + m" A m,,,, , do¥, AN w“ =+ ‘*’h /\mh et O ARy,

dm —-o.\k,/\m’—i—w /\w’*,k—{—wk,/\m.

d(:“ = (:‘.’7' e Y o —
bk [ A w% -+ wh A w% m;,' & -
L Wk + A ('0 + mb’k’ i 0)3, +
+ md A @t + ol A @ ") ' -
d'k k'/\w.,-!—(o,, ¥ 4 (,3? 3 "
bd he N0 4 ok A wf, + ol A 0,
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d’ou il résulte K, =D x4, ou 4, est un certain sous-groupe inva-
riant abélien,

3. Dans ce paragraphe nous nous proposons de trouver les conditions

auxquelles est soumise une DS pour que la 9, produise une fibration
principale de M. Ehresmann dans la variété I/

ny C’est-a-dire pour que
V., soit un EFP ayant la base V,_, donnée par «, du groupe structural
G dont la variété des paramatres est isomorphe i la variété intégrale de
dimension maximum de la 9, donnée.

Nous avons vu que Iétude d’une DS revient a douer la variété V,
d’une structure grassmannienne, c’est-i-dire d’avoir B — Ey(V,.®,). La
variété B étant un sous-fibré principal de Ia Dl-structure, les équarions
de structure de celle-ci et de son premier prolongement normal B! seront

S z S .
doy' = w’ Awh, do®=aw Ao+ ol Aws,

dm;ﬁf = m;',' A of, L we A (-);:C 4w A m;iih, s

dwf = s A ! + 6" A 02+ ol A © .,

a — ¢ 2 A a ¢ A’ h
dco’., ©f A wf 4w’ A @l + @ A ol A+ ot A ol

On considére sur la variété B, 2 coté du premier prolongement de
la @, o' =0, la distribution associée, wj =0, toutes les deux étant sup-
posées DSA; cela signifie premiérement que dans les formules

o e s . .,
(28) wf = AT o' {47 = AL ) @ =42 «° (mod o)

les coefficients A4 seront constants; puis, en tenant compte de la défi-
nition d’une DSA les prolongements de (28), c’est-d-dire :
29) .

W =08 =0 et o6 =, =0
ab be aj

seront eux aussi des DSA. Ainsi nous serons conduits & considérer la
Hi-structure de la V,, cest-d-dire C= E,(V,. $,), dont le premier pro-

longement normal sera C' = E, (C,%,). Les équations de structure de C!
résultent immédiatement de (27) calculées mod 128) et (29); on a

do’ = o' A ol , do' = ?Cgc o’ Ao + o A wi, (Cf = A2 — A%)
(30)
R . . ; . b A el oo
dm;., = ol A o, + ol A @l dm:.', = wl A wf+ Cgc ol Ao +o Aeg.,
Or, si I'on désigne par G le groupe donné par les formes invariantes
w’ = a* (mod «") qui vérifient les équations de structure {30;) {mod ™),

il suit de {30, ;) que la variété V, est homéomorphe & PEFP, & =EiV, ,, G);
le premier prolongement 8! de § par rapport ‘aux formes «' de la base

. i T e TRUCTURE o1
DISTRIBUTIONS STRUCTH RELLLS D'UNE G—STRUG
i1 :

icisé toutes les formules
ura les équations de s‘tructure”p;ecc:lsceir:epn]; s
V,-[6) a & est homéomorphe a la varietc ; de plus hau v rexis-
(30), donc & une conclusion de ce paragraphe of r% DT e
C?mmefibration princ.pale dans une ’vaél té cg’cst-ﬁ-dirc LA
tence d uneV t d: groupe structural G d’ordre p,d dedire e e
(N T G‘L)-Fsuppz)ee premiérement la dotation tri cturep SR
= E{Vi_s> Pest-i-dire C = E; (Va, ) '(certz‘unct:e Su Y
I -assmannienne, qui laisse 1avarian , direction FoPac &
- s'trmt?rfmgelture entre C et le premier px:glong:trlr;  ation prind
e puis I teau-i formes de sa base (Viph; brnevetm e ians VY &
P rapé) orM Fhresmann exige Paccomplissemen
cipale de M. E i
= les conditions aux-
Ot osons de trouver les
i ous nous prop s v o
4. Mamtf‘-'?:g; I:ane DM pour que cette '::lt:mf1gu.réattéu:)r;/r Jc’est-ré-dir;
e b dans la varl s
fis =~ i ion de M. Ehresmann 2 % S e
ise une fibration . . P . -
produise : KF ayant la base V._p, A e e i o
t la A i : é intégrale
pourtq:.l:l I(,?” ;gnt la variété est 1som&)rphcl: %?b::nte;pe estgun bl
structu - 4 SA @, et dont ' L :
. el e né par o* (Mo
Temoge! m(a;:{t;{mg;n groupe G dont le sous-groupe est donné p
homogene U

: . : 3 V, d’une
oy o). s vu que P'étude dune DM revient 2 douer V,
Nous avon

iété B étant un
a-di = v,, G;). La varietc
Cest-a-dire B = Ey(V., Oy _ B
O b . 2'),l de la D'-structure, les cquations de
sousfibré principa . c e e aront
;:elle—ci et de son premier prolongemen

g
. N ; o o det= o fet -
doi' = o /\(.);'.',, dot = Aw? + o A S, ;
3 ) ® .
(3l) L (_,)b /\ [k /\ mb' + (‘):ﬂ
i SR N i ded = f w0l +
do’ wh A ol 1 ot A w",'.&' 4 w8 A (,);_,a, + oA (.)J,“, 2 A g
W, == ol A o, ;
J ; : ’ . LT
+ ol A, + o A + T AWy
' i & w! A\ ©f
do} = wy A ©f + of Awd, o A}, + A g, |
. . . A el
. ’ . . a Ay GJ‘.’,,-%—(D /‘\ e
B0) dor ot p o, 05 A O Moy + o N i .
J } x },'/\mu +w°r/\m?;,+0ﬂfl\mj.\,,
) N S A @t 4+ ot Awl T o e
dw* = o);.’. A o} 0% e ALY u
’ . . o (J.)Y/\b.) .
h ke o Aw%, + s
doj= of A6+ wl, Ao}t o A, + o Aop,
¥ o
o = o = s =0, on
: ié I t de la DM, oi, = o}, =0
A cbté du premiér prolonzemen :

i : ] i i 1es aSSOCiCeS

. . ies DSA. Cela
= N ey érant SuUppoOsees
o = ol =w3=0, toutes cej distrioutioas

.. o
signifie premiérement que dans les formul
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= o P ok eof = AT o e AT B
wf = AL o AT e el =47 o Abais,
a — Aa’ [ - SR a — Jda ¢ a a f f
wf =41 o A 0f, 0 =44 o As, w*, (mod w)
[ 3 2 c" o 3T x — Ja a x k)
o, —Ab_l,m + Ab".’ w’, ol Aﬁa' we - ABY o,

les coefficients A seront constants; puis, en tenant compte de (6) et (7),
les premiers prolongements de celles-ci, c’est-a-dire
3 j = i —= == — a = & == ‘=
(33} W=l el =ol =l = ol =0, j=1,.,n,
seront aussi des DSA.

De cette sorte nous serons conduits a considérer la K, -structure de
la variété V,, c’est-a-dire C = E,(V,, K;), dont le premier prolongement
normal sera C!' = E,(C, ;). Les équations de structure de C' sont

1
1 i ) a == — (a A e MRV S RPN, RSP I a’
doyt’ = i’ A o, do 9 Ce, w¥ o + Go 0 /o o [\ o

{34)

I ; e
dw* = T C, 08 f\ b 0L Wf;

dco;. —= w;" T LN m;'.;h, s dm;f = m;!,'/\ o¥ + C:b we A wf - w? Aok,
{35) . . Co o . e
dwt = b /\ wz, + C2, w¥ A @ + G wi A o+ G2, oo tof Aot .
Or, si 'on désigne par G le groupe donné par les formes invarian-
tes o, w* (mod w') qui vérifient les équations d- structure (34,3) (mod
o), il suit de (34) que la variété V, est homéomorphe a I’EF, & = E(V,_,,
G, G/H) ol le sousgroupe stationnaire H d’un point de la fibre type est
donné par les formes invariantes «* (mod o', we) qui vérifient les équa-
tions de structure (34;) (mod o, w®). Le premier prolongement &' de &
par rapport aux formes de la base V,_, [6] aura les équations de structure
précisement (34) et {35), donc & est homéomorphe 3 la variété C de ce
paragraphe.

En conclusion on peut dire que Iexistence d’une fibration dans
une variété réguliére V,, de base quelconque V, ,, du groupe structural
G d’ordre p, et de la fibre type G/H de dimension p—g, c’est-a-dire
Vi~ &= E(V,_,, G, G/#), suppose premiérement la dotation de Pespace
V. d’'une K -structure, c’est-a-dire C = E,(V,, K,) (certaine structure
subordonnée a la M-structure, qui laisse invariante une configuration
Myller (p, ¢)) et puis la fermeture entre C et le premier prolongement
normal &! de & par rapport aux formes de sa base; briévement — la fibra-

tion de M. Ehresmann exige [’accomplissement des conditions V, ~ 8
et C= 3, ’

5. Application aux G-structures. Soit la G-structure B=E,(V,, G)
donnée par les formes invariantes (', %) définies globalement et une

13 DVSIRIBUTIONS STRUGCTURELLES DWUNE G- STRUCTURE 53

¢ i = ‘équation de
DS 9,C V, donnée par son systéme canonique ' = 0. De 1’é¢qua
structure écrite sous la forme

D R et b
deot = 1 C_;k o Aot C;"a ol o - 5 c’db W A\ b 4
2

| 36) Ci, w* Ao+ C o/ 0

L)

de? = % ka o Aot 4 CF o Aol

le premier prolongement de 9, conduit & (6y) C:';b.':“d=d0 marfysten;ec di‘;
définition du sous-groupe & C G; Pordre de &, dépend du rang g.

trice [CE). A
ma Si ,Eo i],., c’est-a-dire si &, = _G, on a Ci, =0, et de meingtrcgzp(ig_)
i1 résulte aussi C7, =03 telles distributions structurelles peuv:en
lées par analogie [8] distributions normales de Ia G-s;tr;ct; . S

Les équations de structure du prolongement B' de & pe

mises sous la forme:

1 : a
. ; 5 ™ b —(Ca o wttw Aot
deot’ = o N\ m}', deas — (‘:b w* A ot 5 Cbcm S+ A s
(37) i 1 o~y PR gL 4N mb 4 ol Aol
. & i — NG [} /\ i
do* = E Cg‘! W A\ ! Cga WP A of + 5 Cab 1 Wb b
ou i B Ce b1 Ca *
i . . ' 2 ¢ 2 () i
o) = C ot + Ci o+ Ci 0% of = Crpot - Gy 0" 7 Hha e
{37")

4 R S % %,
W = Cﬁi'mk + Gy ot Cla,

; g mes '
Pour qu'une fibration dans V, 4 base V.., dlonél;:télp;?g (lgng)ogdit proi
: . g dition est que le s
t possible, une prem.ere¢ <on . i formes
ig:lgé)able ré’gu]iérement par rapport aux o' ; cela alura l'lezlisélr elrerfent bar
uadratiques do® et do® (mod ) sont prql?ngeab es régulic en utili-
i'lapport aux mémes formes [6, 10]; on vérifie cette afﬂ:matlogli (8], donc
sant les équations de structure de B® et les formules de %T aC,OSt < Fermé
a fibration annoncée est possible. Comme 12 sysiéme (37) ee Fs)truc:t:ural
en général, on obtient une fibration généralisée a group
. e
: fini
— certain pscudogroupe Lie in ., riété
Pour qu’il ait lieu une fibration de M Ehr_esman% da:;s liiV:xige
V,, il faut premiérement que le systeme é‘{:“ fz;T ::orfstar?ts Cette
C: =0; puis que les coefficients Ca, Cs,» 5, sol

u;b

’ oupe de
derniére condition a lieu par exemple dans le cas d ur-ll-p;;:] c}gqgrforgmles
Lie. En ce qui concerne la premiére condition, en utlisas —0.i] sensuit

‘ . ; v G C* — G, C*,=0; puisque Cf, =0,1ls
de Jacobi[8], & savoir (3, G, TS
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(+) ¢ Cx =0.

tyb

Puisque la représentation du groupe G dans E, est effective, la matrice
[C;;] a le rang r; si la sous-matrice [CY,] a le rang r, de (+) 1l résulte
que Cg'b =0 et le systéeme (37) est fermé.

En supposant que toutes les conditions énoncées plus haut pour
., . f ., que P p
Pexistence d’une fibration de M. Ehresmann sont remplies, alors w4, o*

(mod w’) sont les formes invarianies d’un groupe I', d’ordre » + p, qui
vérifient les équations de structure

duwe = —;— Ce wt Aot CoLo* f o,
{38)

dw* = ; Cz o Aw?+ G o fwi+ % Cr ot Aot (mod i),

Il suit que le groupe structural G est un sous-groupe de I

Donc: soit donnée une G-structure et une de ses distributions nor-
males @, pour laquelle sont remplies les conditions de plus haut, la va-
ri¢té base V, admet alors une fibration de M. Ehresmann; la V, est
isomorphe a EF, §=E(V, ,.I', I'/G); 'existence du prolongement régu-

lier du systéme (37) assure le remplissement de la condition de la fer-
meture du § 4.

Remarques. 1. La variété base de PEF & n’est pas arbitraire; elle
est douée, comme il en résulte de (37), d'une I'-structure ou d’une struc-
ture subordonnée de celle-ci; ce fait se constate en évaluant le rang p

de la matrice [C: Ci].

En particulier, si Cjﬂ =0, nous aurons alors ;= r, puisque par
I’hypothése de plus haut le rang de la matrice [CP,) est précisément r.
De (37)) il suit que dans ce cas la variété V,_, est douée de la G-struc-

ture. Compte tenu du fait que nous avons maintenant Ci, = C¥, = Ci. =0
de la formule de Jacobi [8]:

Clre, + iy Chyy + €. G =0,

il résulte presque immédiatement qu’elle se réduit a ci..,C%=0,
d’ou, en vertu de Ihypothése rappelée, on obtient C* = 0. Ce résultat
montre, comme on voit de (38}, que le groupe I' est précisément de la
forme I'=y.G, ou le sous-groupe vy est donné par les formes w* (mod

w’, w*)=n% qui vérifient les équations de structure dr® = 5 Ca =P A nt.

2. Dans le cas d’un pseudogroupe normal tramsitif § ayant le groupe
structural G, on sait que [7} les distributions normales définissent di-

—_— o ST RTT 5
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fE i . Le groupe
verses représentations normales § de § et en operant sur Veep group

g écisé idéré dans

structural du pseudogroupe § sera précis¢ément le groupe gnsndege o
i iti eture =

bcé 7]. Si la condition de ferm 5 1

la remarque précédente [ ’ 0 s

condition analogue dans une des étapes du prolongement norm &,

-~

i initial §;
i g isomorphe au pseudogroupe
le pseudogroupe § est : ] | 8
e rcn.ﬁ)shesontphoméogmorphes. Donc, Pexistence de Iia f lbn:i[il?ignaud’iso-
Shigg:.ls’mann dans le cas des pseudogroupes lrewe,nt :it éa ggnconsidérer o
) b1
i ici il dé mon avis, la néces
me. Dvici il découle, a N 1 rer 8
?}g:gg:)sns plus générales, en renongant 2 la condx)tmn‘de‘ la i er e
Exemple. Si la G-structure cst systatique, c’est-a~dire le sy
systatique i -
T = C =0
(39) o = Ciy
eut alors Pécrire sous la
s ren{t=n—p, p>0)[5] on P : ’ L
;:_st o lﬁmgOL c<e q(ui exigep,que Ci,=0cet 1a matrice [Ci,] est précisé
orme o' = . 3 <
de rangJT =n—p. Pour établir les conditions pour qu{cl Lef;grs:&es
r(;g:_afo soit complétement intégrable, nous utiliserons une de
de Jacobi [8] et précisement la suivante

-

(40) Ci.a,?- _L CI“' C":_“ . C_'?d Cf'zb - C’J:j C:I" = 0;
compte tenu de (39) on obtient
(41) G;,,.— Cig Ol = 0

D'autre part, de {36,] ilya

dof (mod o) = +-Cf, 0" Ae' + G o*Ae”
expression qui, en vertu de (39), se réduit a
(42) ot (mod &) = -;—cgb Wt AP

Donc si le systéme systatique est comp]‘etefnenit inié%rfl(; (g‘_’b : (()}), ;13
(41) il résulte Ci_, =0 et réciproquement, S1 'CM.ul = . an,n dbarticil 5
que la matrice [C{.] a le rang =, il résulte c/, =0, q.%i.~c£p[x) o
poue e Gestrctizes poeudogronpaes PO S et fvégraie.
suit que les systemes systlanqges son \ comp < ey
i éné istribution (39) n’est pas involutive pour

g-?:sfu::;rgein:;::;ti:u?ss;t Nnous avc(ms) obtenu ains.i un critére simple pour
discerner les cas possibles de G-structures systatiques.
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. En sueposant' que pour Ja (F-structure systatique considérée la dis-
tribution (39) est involutive, 1] résulte que la 9, correspondante est struc-
turelle; de plus, ayant rempli les conditions

(43) = Ci, =0,

(44) doy’ = " A (u;: , dw' = l2 Ce w' Aot + o Aog.

En supposan.t.t\que C: sont constantes (par exemple le cas du pseudo-
groupe transitif) de Pune des formules de Jacobi [8]
Gy T Clp Ol + G2, €2y = 05

(be,d) cd) =
en utilisant (43), il ré — ] ek . .
Jacobi d (43), il res?he Ca, C:,,= 0, qui sont précisément les identités
cobi du groupe v d’ordre p. Donc nous avons obtenu une fibration

principale de M. Ehresmann, gu’on peut appeler la fibrati i
U aj ation  systati
de la base V,. De (44,) et (374) (mod o'} il suit que le grouge astrctlllcl:e-:

tural G est sous-groupe invariant de I', + étant le groupe facteur cotres-
p(;)‘ndant'. Dans le cas particulier de la remarque 1 de plus haut c’est:ﬁ-
-I‘lre si GC;b— 0, nous obtenons évidemment la formule rem’arquable
L=’ ’ iti 2
v X G rans le cas d’un pseudogroupe transitif §, ayant le groupe
structural G (la remarque 2 de plus haut), le pseudogroupe &, qui opé-
rera sur V,_,, aura aussi G comme son groupe structural. v
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DESPRE DISTRIBUTII STRUCTURALE ALE UNE§ G-STRUCTURI
Rezumat

Distributia 9, a unei varietdti diferentiabile V, dotatd cu o G-struc-
rurd se numeste structurald DS daci ea este involutivd, invariantd la
transformirile grupului G s constantd de-a lungul oricdrei varietdyi in-
tegrale a lui 9, inclusiv pe o varietate de dimensiune maximi V,CV.;
daci ®, rimine constantd pe toate varietitile integrale avem o distributie
struciurald absolutd DSA. Studiul global al unmei DS revine a dota baza
V, cu o ®,-structura, numiti Grassmann, Pe varietatea integrald V, este
indusd, prin restrictie, o g-structurd, Dacd se considerd DS §,C V, in
raport cu structura indusd, studiul global al configuratiei 9,C9C V.
numitd configurajie M (Myller) revine la a dota V, cu o Gj-structurd.
Srudiul structuris grupurilor &, si G,, precum si al unor subgrupuri re-
marcabile ale acestora ca 9 si K, permite s se introducd pe V, unele
structuri strins legate de solutia problemei fibririor in sens Ehresmann
ale unei varietdti diferentiabile. fn ultimul paragraf se fac aplicatii la
unele G-structuri si in special 1a studiul structurii unui pseudogrup Lie

iofinit.
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