LES PSEUDOCOMPLEXES DE COCHAINES
ET LEURS APPLICATIONS GEOMETRIQUES

PAR
1ZU VAISMAN

Dans ce travail, nous introduirons les pseudocomplexes de cochaines
et nous montrerons comment il est possible d’obtenir, a P'aide de ceux-ci,
des invariants cohomologiques des structures géomérriques. Nos considé-
rations ont été inspirées par la théorie des dérivations de Nijenhuis et
Frolicher [7,8,9)],dans la forme donnée par Kodaira et Spencer [12].
Dans cette direction il faut aussi remarquer les travaux de P. Liber-
man [13]}, T. Hangan [10}, C. M. de Barros [1] et d’autres.

1l faut encore dire qu’on pourrait étudier, d’une maniére tout a fait
analogue, les pseudocomplexes de chaines et c’est pourquoi nous ne les
envisagerons pas.

Une partie de nos résultats a été communiquée dans [17], avec un
certain changement des notations.

Dans le présent travail, on notera, par exemple, par (2, §2) la for-
mule (2) du § 2, mais si la référence est relative au texte du méme
paragraphe (§ 2) on écrira seulement (2). La méme convention vaut pour
les théoremes.

§ 1. Théorie algébrique
1.1. Soit
(1) X=X
n=0

un groupe abélien gradué et supposons gue, pour chaque n, on a défini
un homomorphisme

(2) b Xn o Xt
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L’ensemble (X, /) sera, par définition, un pseudocomplexe de cochaines et h
sera Popérateur de celui-ci. Dans le cas particulier ol

) =0,

le pseudocomplexe X') se réduit 4 un complexe de cochaines au sens usuel.,

Les notions algébriques classiques de souspseudocomplexe, de pseu-
docomplexe quotient, d’homomorphisme e¢tc. sont définies comme pour les
complexes de cochaines [6]). Rappelons seulement qu’un homomorphisme
de pseudocomplexes sera un homomorphisme des groupes gradués en
question, qui commute avec l'opérateur A.

Pour obtenir des théories de cohomologie pour le pseudocomplexe
X, considérons le groupe gradué

(4) Y=o ¥,
n=0
ol Pon a posé

(5 Y'=X"x X*t, (n=0,1,2,..).
En généralisant la terminologie de {12}, nous dirons que Y est le
groupe des jets®) de X et que les éléments de Y sont des jers de degré n.

Dans la suite, on notera par x,, x, ¢iC.les éléments de X" et par y , ¥y,
etc. ceux de Y*. On a donc:

(6) Yn = (Tns Xuzy)-
Cherchons 4 trouver maintenant un cobord pour les jets, de telle
maniére que Y soit organisé comme complexe de cochaines.
On remarque tout de suite qu’un tel cobord est donné par
(7) Dﬂ Yn == (xn-I»Is 0):
qui est un homomorphisme D, : Y — Y**1, tel que DZ = 0.

Mais ce n’est pas I'unique possibilité. En effet, supposons qu’on a
trouvé un homomorphisme

(8) v Yt X1
€l posons
(g.l Dlv Vo == {'Ay,., h‘Kyn_f', D.':r Vn = ': = %Vn, hxy”)'

Cela donne des homomorphismes de Y dans Y"1, qui sont des cobords
si 'on a respectivement:

'y i aucune confusion n’est a crsindre, un pseudo.omplexe sera noté seulement
par e groupe correspondant.

2) 1l serait plus correct de parler de formes-jet au tieu de jets, mais Ja présente
terminologie est plus coulte et nous considérons qu’elle ne donnera pas lieu & des con-
fusions avec Ja notion usuelle de jet,
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{10 % (%Y, Byn) =0, % (— #Ves by} = 0.

On a au moins un » qui satisfait & la premiére condition (10) et au
moins un qui satisfait & la seconde. Ceux-ci sont respectivement

(11) 2y Y = X = Xuiqs

(12) Ay Ve = Xy o+ Xu1.

Ils nous donnent deux corbords D, = D, et D-, = D, tels que
(13) D, (%n, Xupr) = (BXn —— Xy 220 hXu 1

(14) Dy (X, Xyoq) = (— X = Xut1s B x, - hxurs)s
(15) D? = D;=0.

I est aussi 3 remarquer que des formules plus générales pour des
cobords sont

(}6) Dy = (%Yns '-h‘/-yn), Dz = [ #Yn, "'hx_yn):
oit =: X X est un homomorphisme de groupes gradués et on a la con-

dition {10) correspondante.
Dans )a suite nous nous bornerons a cgnsidércr seulement les opé-
rateurs Dy, Dy et D, qui sont toujours définis. ) .
Nous allons montrer d’abord que les complexes de cochaines (Y, Do,
(Y, D) et (Y, D;) sont isomorphes. A ce but considérons les homomor-

phismes 2, et 7 définis par

(17) MYa= [Xn, ¥ yn)s o Y= 1Xn, — ‘/ng,.)-
Cela nous donne
(18 B=2x = id.,

ce qui montre que X, et A, soat des automorphismes involutifs pour le
groupe gradué Y.

Maintenant, il est simple de voir que l'on 2

}'lDl =D0}~1, D17\1 =}\1D0,
.19) }\2 D2 = D|_| R'_)_’ D‘Z )\2 == )\2DD,
(hary) Dy = Do (222}, (M) Da=Di(M Ag)s

et notre affirmation sur Iisomorphisme des trois complexes se trouve
ainsi justifiée. ) L hi

Dans la suite il sera encore utile d’envisager les homomorphismes
de groupes gradués

(20) Bgy By 1t X = Y,
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définis par
(21) i.0 Xy = (xna O)s il Xy == (x,,, hxu): iz Xy = (x,,, - hx,,).

Alors, il est facile de voir que les suites

(22) 0o Xo B veB i3
(23) 0O>Xe By vy
(24) 0+ X8 yoB3 v

sont exactes, d’ou il suit que les trois complexes considérés ci-dessus
sont acycliques [6].

En résumant tout ce qui précéde, on voit que nous avons démon-
tré ie

Théoréme 1. Si X est un pseudocomplexe de cochaines et Y le groupe
de ses jets, alors Y posséde trois structures naturelles isomorphes de complexes
acycliques de cochaines.

Remarquons encore qui si k=0, alors D, =D, = — D, et que D,
sobtient de D, en remplagant k& par —#h €t réciproquement.

1.2. Etablissons maintenant quelques autres résuliats sur la configu-
rationn considérée auparavant.

Tout d’abord, certaines remarques générales. Ainsi, pour les opéra-
teurs comsidérés on a encore les relations

(25) Mg =Ty, Mi1 =iy, lyly=1s, hada = 1p,

(26) D, = g% M = —lg%ahas Dy =113, Dy = —iyn.
Ensuite, soient encore les homomorphismes

(27) p:Y*= X", g: Y > X"+, Jr Xt YR,

les deux premiers étant les projections du produit direct et le dernier

{28) Jxup1 = (0, Xnza)-
On obtient d’ici les relations

(29) Dyj =14y, Dyj=—1p Dyj=—1y, Mj=1loj=—]

Cela posé, nous voyons qu’on a trois décompositions de Y* en somme
directe :

(30) V* =iy X" @ X",
(31) Pr = iy X0 @ jXH,
(32) " =i, X" @ jX",

la décomposition d’un élément y, étant respectivement
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(33} Ve = ioxn + ]‘xn+1)
{34) _yn - i.]_ X, — ].’/-xyu:
(35) Ya = i2 X, +j>€2 Yo

Une autre remarque simple est la suivante: si x: X —» X est un homo-
morphisme entre deux psendocomplexes de cochaines, il induit les homo-
morphismes des complexes de cochaines:

222 (Y, Do) = (¥, Do), a': (Y, Dy) (¥, Di), 2:(Y, Dy) = (¥, Dy

en posant & (x,, Xyi1) = (%Xpy X1}

Supposons maintenant que les X" sont des espaces vectoriels. Alors
la méme chose vaut pour les espaces Y des jets et, sl_h sont f.ie_s .homo-
morphismes linéaires, tous les homomorphismes envisages sont linéaires.

Supposons de plus que Jes espaces X" sont doués d’un produit sca-
laire noté par < x_, ¥, > Alors, on obtient évidemment un produit sca-
laire dans Pespace Y", en posant pour y, = (x,,%,,,) et Y, = (xn,x"_l)

(36) LY, > = L x5 X, T < X, TR

Dans ce cas on peut calculer immédiatement les opérateurs adjoints
de D,, D, et D,. Ce sont les homomorphismes

(37) Ao, Ay, Ay V> Y0,
donnés par:
Dy (%ny Xnr1) = (0 Xu)
{38) Ay (X Xnag) = A" X T B2y, — % — B Xgi1);
Ay (s ppr) = (B2 200y — BT %, B Xy4q = Xu)s
ol B* est Popérateur adjoint de A, Cest-a-dire A*: X Tl X" et
& By Kpyy = Ky B X1
En effet, on vérifie tout de suite que
Dy Ynir > =< Ins Banig > (2=0,1,2)

et aussi que A= A?=A= 0. Donc (Y, A, (x=0,1,2) sont des com-
plexes de chaines.

Les laplaciens correspondants A ces trois opérateurs somt respecti-
vement

(39) I::IO (xﬂ, X H) = (Do AO o A'." DU) (xrsa Xy | 1) = (In: Xy 1)3
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(40} EJ] (xn: Xn -1) - (D!. A1 + AlDl) (xn: anl) - ((kh*'{' h*h Jr ktzhz) Xn -
4wy — R — R Xy, (AR R R+ R x4,
+ Xpaq o+ (BRRY— BB xa),

{41} []2{xns Xn -1) = (Dziz FAD) (X, Xasq) = ((hh* + i+ k'zhz) x, +
4 x, - (Hh— Y x, oy, (W R+ RPERE) %,
L ox, — (BPRY— BV RE) %),
Il suit que [, =0 si et seulement si y, =
. o Y ; ¥, = 0. Quant au reste
si [, y.= 0 nous dirons que y, est un jer harmonigue de premiére espéc;

et si [Joy, =0 quil est un jer harmonique de seconde espéce. Remar-
quons que, si X est un complexe de cochaines, c’est-a-dire #2=0, on a

o, el .
ﬁ =0 et il sensuit [J. =[J.; dans ce cas nous n’avons pas de jets
armoniques non nuls. En effet, pour un tel jet on aura d’aprés {40)

(hh* + R hx, + x,= (Al “ "R x, ) + Xusy = 0,
ce qui donne
< W%y, B, o T hx, hx > 4 <x,, %, > =0,

et une relation analogue pour x,_ . Mais, dans la somme précédente, tous
les termes sont non-négatifs et on en déduit x, = x,,, = 0.

‘Une autre situati?n importante est celle ol le pseudocomplexe X
posséde une structure d a}gebre graduée sur un anneau R, Alors le groupe
Y des jets de X sorganise d’abord comme module sur R en posant

(42) 2y, = {axp, 2%p.1) (2€R)
et ensuite comme algébre graduée sur R en posant
{43) Ipo Yy = (Xpy Xpoa) (g Xygq) = (Xp. %05 XpeXyin + Xpi1 - %)

En effet il est simple de vérifier les propriétés correspondantes.
Mentionnons seulement la formule

(44) (ov) 3y = Yo {2y} = a{yp-0) (2 ER).

g 3 st

(45) h{xx)) = 2hx, (x€R), Ih(xp,+ x) = hx, + hx,,
B(xy. xg) = (hxp). xg + x5 (hx,).
On trouve alors

(46) }‘o(.yp'y'z) {}'ny}-)'()‘u}’q)) }‘d(ly.b) = X ()‘a.y,b)s {x€R), (6=1, 2%,
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ce qui montre que A €t A; sont des automorphismes de P’algébre Y.
On remarquera aussi les relations

(47) fs (x,, .x,,,) = (4 x,,) -(ic xm)a (G - 0; 1: 2)'

Mais, les opérateurs D, (¢ = 0, 1, 2) ne sont pas des dérivations de
Palgébre Y. Pourtant, on peut obtenir des résultats utiles. Ainsi, on trou-
ve d’abord

(48) Dy (3p.50) = (Do¥p) - Yo = V- (Doyg) — 2ip (Do 3y Dy y:)
et ensuite, compte tenu de (19},

(49) D, (.yp-yq) = (Dayﬂ) My T Ve (Dayq) + 2]P (Do yp-Ddy-:): (G =1, 2)

Il en résulte que les cocycles des complexes (Y, Do) {6 =0, 1, 2)
constituent des sousaigébres graduées de Y. De plus, si T est une sous-
algébre graduée de Y, qui est complexe de cochaines par rapport a un
D,, mais qui n’est pas acyclique, alors les cocycles de T constituent de
nouveau une sousalgebre de 7 et les cobords — un idéal de celle-ci. Dans
ce cas on a une structure induite d’algebre graduée sur le module de
cohomologie de T.

Il est aisé de voir que si Ialgébre X est associative (commutative)
alors il en est de méme pour lalgebre Y. Dans ce cas, on peut définir
sur Y une structure d’algébre de Lie graduée ([14], chose importante du
point de vue géométrique, en définissant le produit de deux jets par la
commutation de (43) [14]:

(50) (55> Yol = Ype e — (= D 30T
Maintenant on peut obtenir une dérivation de cette algébre en posant
(51) Syﬁ‘ = [ylayf?])

ol y, est un élément fixé quelconque de Y,. Si, de plus, on a [y, »] =
=0, ce qui est équivalent 3 y,=jx., alors 3%==0, donc (Y, 8) est un com-
plexe de cochaines et son module de cohomologic posséde une structure
d’algebre Lie graduée.

1.3. Soit
(52) r=@T

el

un sousgroupe gradué¢ du groupe Y des jets du pseudocomplexe de co-
chaines X. Compte tenu des formules (30}, (31}, (32), il suit quon a les
décompositions en somme directe

(53) T.'I — i(] Uad @jVu o ilAn @jBn L e I'zEn @jFu --l,
ot U, A, E* (n=0,1,2,.) et Ve, B, F* (n=1,2,.) sont des sous-
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groupes de X». Dans ce qui suit, c’est la premiére décomposition (53) qui
sera considérée fondamentale.
Nous remarquons que de (53) il suit

{54) 1y T =i, A" @ B, 20T =i E" @ jFrrl,

Pour les applications géométriques que nous allons envisager il est
nécessaire d’établir les conditions pour Dexactité des suites du type (22),
(23), (24), formées avec les groupes 7" ou T (=1, 2).

Remarquons d’abord que les diagrammes

fo Dy D, Ty Dy Dy
0 VO—s 70— Tlu,., 0V To—T'— .
id.}] had Al id.} Fad 7l

fo I}y Dy fo D, Dy
0 V571,702, T—> ..y 0 VO 3, T2, T — ...
ol o =1,2 et V" est un sousgroupe quelconque de X°, ont, dans le cas
ol leurs lignes ont un sens, toutes les cellules commuratives. Il suit que
les deux lignes des diagrammes (55) ont simultanément du sens et sont
(ou ne sont pas) simultanément des suites exactes.

videmment, dans ces diagrammes, on peut changer le sens des fie-
ches verticales et employer 23 =id. (x =1, 2), ce qui nous montre fina-
lement qu’il suffit de nous occuper des suites

Dy Dy
- Tl ..

(56) 0o Voo T

Pour celles-ci nous démontrerons le

Théoréme 2. Pour que la suite (56) soit exacte dans le cas 2= 0, il
est nécessaire et suffisant quon ait:

(57) Ur=V* (n>0).

Pour que la suite (56) soit exacte dans les cas 2 =1, 2, il est nécessaire et
suffisant qidon att:

(x=0,1,2).

(58 VeCU* R(VHC V" hUnHCU™ BUYC Ve (n=0)
et que la suite

chy ths Thx
(59) O U Vo UV 5 UV -,

ot h, est induit par het == + 1 selon que x =1 ou x =2, soit exacie.
Démonstration. 11 est évident qu’il faut nous ozcuper sculement des
cas « =0 et «— 1, car x = 2 sobtient en remplagant ~ par — 4.
Considérons alors = = 0. Si I’on exprime que # (V%) T T° et que
Dy (T% C T"1, on trouve V*C U” (n3>0) et puis, de Pexactité de la
suite (56) correspondante on a U” C V" (n>0). Dong, la nécessité de la
condition (57). La suffisance de cette condition est immédiate.

L
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Dans le cas «=1, supposons Pexistence et Pexactité de la Sl:itle (56).
Si (ay, @) €T a,eU" et a, 1€ Jris et de Dl\ (a,l,.la,,:_)l)e”Y; _ lo(r}ua
ha, — Gy € UMY Htha,— a. ;) V2 Cecd reveent 2 U P LR (U,
R R U C Vet (n = ), ol désigne Punion des sousgroupes
en question. On obtient ansi toutes les 'copdltlons (58), sauf nles deux
premiéres pour n=0, qui s’obtiennent en écrivant que Imi C T
Compte tenu de (38), la suite (59) 2 maintenant du sens, h, étant
bien déterminé. Si (a,, @.:1) € T et D,{(a,, a,-;)=0, on a ha, = Quiq
et il s’ensuit a, = hb,_, — b, avec b, ;€U ! et b,e V", ce qu donne
Pexactité de la suite (59), sauf les deux pr]cmiers membres. Mais pour
i on peut faire unc démonstration analogue. _
o Cll‘eg cc?nditions énoncées sont donc nécessaires. La sufﬁ?anf:e de ces
conditions s’établit en suivant la voie inverse. {\inm le théoréme 2 est
complétement démontré. Ce théoréme sera trés utile dans les applications
sométriques. ) =
geomeit.d--q Nous terminons les considérations de nature algébrique, en indi-
quant la possibilité d’étendre les résultats précédents aux groupes bigradués.
Ainsi, nous appellerons pseudocomplexe double de cochaines un groupe
bigradué )
(60) M= @ M,

P, q=0
muni de deux systémes de homomorphismes
(61 B Mt MPILE, BT MPT > MP T

Au pseudocomplexe M nous associons le groupe bigradué

(62) n= @ N,
pag=0
ol
(63) NPt = M MP1 2K Mt g+l

qui sera nommé le groupe des jets de M. i

Les notations employées dans la suite correspondent a celles des para-
graphes précédents. )

Définissons sur N les opérateurs

{64) D(',:Nf”-’—rNP“:q, D;:NP"—»NM‘“
en posant
Do (mpyy Mpsyas Mpg r) = (Mpt1.05 0, 0),

(65) .

Do impgy Mpiy,s My, q+1) = Mp.g415 0, 0).
On trouve alors immédiatement
(66) Dz = D = D, D+ Dy Dy =0,

8 — Matemalicd — Univeisilate
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ce qui nous montre qu'on a obtenu sur N une structure de complexe
double de cochaines [6].

Ensuite, nous pouvons définir les homomorphismes

(67) Wg s NPT MPFLE s NEG— MPTHL (o =1, 2),
en posant
Mo (Mpgy Mpirgs Mpgur) = &R My — Mpoy g,
(68) 5 . (=1, 2
Ry (Mpgy Mpir,q, My gq1) = SH" Mypy — Mp g41,
ole=13si a=1¢ete=—13si a=2.

A Paide de ceux-ci on trouve les homomorphismes 24: NN (2 =1,2),
définis par

(69} A (Mpgy Mpiy gy Mpgiq) = (Mpyy Xz Mg s “'1 np)s (=1, 2),

ol 72, est le triplet du premier membre et on voit immédiatement que
Az =1id., ce qui montre que A, sont des automorphismes involutifs.
En posant alors

(70) D, =Dy, D,=»Djx (x=1,2),

3 a x
ce qui revient a
Dty = (&H' g ~ Myy.q, B — eh'Mpsy gy HR sy — ch'Mpiy q),

%
Dy nipy = (sh"mpg —ttpiy gy R R Mg — Rty gos, B2y, — eh'Mp, q.1)s

ol w=1,2 et e=-+1selon que x=10u a=2,0na

(72) ;=D}=D,D,+D, D =0, (x=1,2),

-4

ce qui montre que (N, D,, D;) sont deux complexes doubles de cochaines,
isomorphes a (N, D, Dy).

Pour les pseudocomplexes doubles, il est aussi possible de définir
les homomorphismes
(73) Gt MPT > N# 4t MP7 5 NP, (o= 1, 2),

a PPaide des formules

74 fgtpg = (Mpg, 0, 0),  fatitgg = (Mpy, sh'mygy =h"tig),
(x=1,2)ete=15si a=1,e=—1si «=2 On a alors les formules
(75) Mafg=1a, Pada=1 (x=1,2)
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(76) D: Aia E:I.“K;, Drx 254 Siaxa’ DD =310y‘:z Aa’ DO Tt “oxm ;\a’

ol, de nouveau, «==1,2 et ¢ =4 1.

On peut définir encore deux opérateurs 7, et ju, donnés par
(77 Smping= O, myiyg, 0); JaMp g = (0, 0, mp,q+:1}

ainsi que les projections de Y sur ses trois facteurs.
Remarquons aussi quon a les décompositions suivantes €n somme
directe

(78) Nt — i, MP? @ j, MPFLI @ jy MRttt (=0, 1, 2)

elc.

On sait qu’a un complexe double de cochaines on peut associer plu-
sieurs complexes de cochaines et les groupes de cohomologie correspon-
dants [6]. Par exemple, on peut utiliser indépendamment chaque opérateur
D,D, (x==0,1,2) ou on peut considérer les groupes

Pn — @ Npq

ptg=n

avec un des opérateurs D, = D_ + D (a =0, 1, 2} [6].

§ 2. Applications aux formes scalaires d’une variété dif férentiable*)

2.1. Pour obtenir des applications de la théorie précédente en géo-
métrie différentielle, nous considérerons d’abord comme pseudocomplexe
de cochaines, le complexe de cochaines

M Q) = & V),

formé par les formes différentielles extérieures de degrés 0,1, 2,..,2,
définies sur un ouvert UJ d’une variété différentiable V, paracompacte,
de dimension p, ’opérateur étant la différenticlle extérieure, qu: sera
notée par d.

Notons alors par F(Q(U)) le groupe des jets du pseudocomplexe
Q(U) et par 7 (Q(U)) le groupe des jets de degré n. Ces derniers sont
des paires de la forme (w,, ,,;) ol ies éléments sont des formes dif-
férentielles de degré » et 4 1 respectivement. Cette notation sera tou-
jours gardée dans la suite.

~ Les groupes Q (U) avec les restrictions usuelles définissent un pré-
faisceau sur V,, dont le faisceau des germes sera noté par . Les fibres

*) La différentiabilité sera toujours supposéc de la classe c®.
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P
de © sont évidemment @& QF, (x€V,) les termes étant les fibres des fais-

n=0

ceaux 0" des germes de formes différentielles de degré n sur V,. De
méme on aura les faisceaux F et 7 des germes de jets, qui se trouve
dans une relation analogue. Il est évident que les faisceaux Q, Q" et ¥,
¥ sont des faisceaux fins sur V.

Maintenant, on peut prendre en considération, selon la nécessité, tous
les homomorphismes envisagés dans la premiére partie du travail. On cons-
tate que ce sont des homomorphismes de préfaisceaux, donc ils induisent
des homomurphismes des faisceaux de germes correspondants. Ainsi, par
exemple, les suites exactes (22), (23), (24) du § 1 donnent des suites exactes
de faisceaux:

Ty Dy Dy
(2) 0P flaoFia. (x=0,1,2).
Bornons-nous 3 considérer seulement le cas « = 1. On a alors
(3) 1 @y = (W, dmn)a
(4) Dl (0),.,, mn!l) = (dwn = yyy dmn-'—l]

et la suite exacte (2) pour a=1.

On sait que, dans ce cas, il n’y a pas de jets harmoniques. Pour-
tant, il ne manque pas d’intérét de considérer la situation U= ¥,, ou V,
est une variété riemannienne compacte et orientée, dont le temseur mértri-
que est g;. On sait [4] qu’on peut définir un produit scalaire global pour
les formes, qui sera, dans la suite, noté par <o, w > et quil y a Popé-
rateur adjoint de d par rapport a ce produit qui est noté par &; duw, est
une forme de degré n— 1. On aura alors un produit scalaire pour les

jets, donné par
(5) <(mn’ mn+1)’ (0.);, m;:+1)> = <(1)", O):l> -+ <mn+l’ t"':';1+1>°

L’opérateur adjoint de D,, par rapport a ce produit est,d’aprés (38, § 1),
donné par

(6) Al (OJ,,, ‘-')'-+1) = (8(.0,,, — Wy — amn-i-l)
et le laplacien correspondant par (40, § 1)
(7) [ (@ns ©uts) = (Awy, - 0y, By + W)

ol A =4d3 + 3d.
Remarquons que si

O}y == doﬁn_.l + Sﬁn+1 + HOJ,,,
Wpyy = dty + 3Bt T Houyy

sont les décompositions des formes o, €t .4, OU Hu, et Ho,., sont
des formes harmoniques [4], alors on a la décomposition

(8)
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(mns mn+1) = Dl (mn—lg — He, — an) +
-+ Al (ﬁn+l - ku-:—l: - Bn+2) + (_unJ ﬁn-i-l)'

Si I'on a encore duw, =0 et 3w,y — 0, alors le dernier terme de cette
formule s’évanouit.
Une autre décomposition 3 remarquer est

(10) (“’n, mn-H) = D1 (Ocﬂ—ly - H‘-'Jn) - Al (Hmn+h E"n‘i—z) + (Sﬁn—ls dd-n)-

Ici, on constate que les trois termes sont deux 3 deux orthogonaux et
que le dernier appartient 4 Pimage de l'opérateur

A: =7

(9)

défini par
A (ws, Oyy1) = (3415 dey,).

Si, de plus, D;(w,, ®u41) =0, c'est-a-dire pqy = doo,, ON 3 Hopyy =
= 3Butz =0, da, =d3P,:, et I'on veit que

(1) (@, dw,) = Dy (au_1, — 3Pysry — Ha,).

Ici, le s=cond membre est déterminé d’une maniére unique par la condi~
tion qu’il soit orthogonal & Pespace des formes exactes et «,_; st déter-
miné a une différentielle exacte pres.

En nous rapportant aussi au § 1.2, remarquons qué I'algébre exté-
rieure induit une structure d’algébre associative sur F(Q(U)) et celle-ci
peut étre employée comme on a y indiqué.

2.2. Une application des questions discutées dans le § 1.3 s’obtient
si Pon considére définie sur la variété V, une structure géométrique don-
née par une forme extérieure fermée @, de degré k (1 Lk<p—1. On dira
alors que la variété V, possede une Q-structure.

Dans ce cas, on peut considérer sur la variété V, le faisceau des
germes de fonctions différentiables f: V,— R (dro.te réelle) telles que

(12) @df) \© =0.

Clest évidemment un faisceau de groupes abéliens. Il sera noté par F(0)
et sera nommé le faisceau structural de la O -structure.

Bornons-nous 2 considérer seulement le cas particulier ol l'on a
localement

(13) ® = dfi A\ - N dfss

ou f,,..,fs sont des fonctions dif (érentiables. Nous dirons alors que la
@-structure est réductible. On sait que si © est de degré 1 ou p—1, on
a toujours Ia formule (13).



118 12U VAISMAN 14

Nous nous proposons de trouver dams ce ¢as une résolution fine du
faisceau F%).

A ce but, considérons sur les ensembles ouverts U de V, le sous-
groupe T de j"(Q(U))z détini par la formule (52) du § 1 et tel qu'on ait
Ia premiére décomposition ((53), § 1), ou les groupes U" sont les groupes
Q~ (U, (n=10,1, 2,..), et les groupes V* (n=1,2,.) sont les sousgrou-
pes V" (U) C Q*(U) des formes de degré n pour lesquelles on a
(14) w, )\ @ =0.

Alors la vérification des conditions (58) est immédiate.

(;uant‘é la suite’ (59 § 1, le lemme classique de Poincaré nous per-
met d’en démontrer Pexactité pour un ouvert U suffisamment petit. En
effet on a d’abord

d (0, + V" =do, + V*,
d’olr
d? (o, + V") = V2
et puis, si
d (o + V") = V",
cela revient 2
do, A O =de" ANdfy N\ .. Ndfi =0,
ce qui donne
d(:J,, == 0 /\ dfl + o + &Ly /\ dfk'
11 en résulte dw, = 0 (mod dfy,...,dfs) et, par le lemme de Poinc i =
= dy (mod df, ,...,dfs), d’ot filnalemént S
w, = dy + B, A dfy + ... + B A dfs.
Il s’ensuit
(w, —dy) )\ © =0
Mais alors on a
wp+ Vi=d(y-+ V"),

car o, = dy + (0. —dy) et @, — dv e Vn; cela achéve la démonstration de
Pexactité locale de la suite (39, § 1), pour notre cas.

Alors le tl}éoréme 2, § 1 nous assure Pexactité locale de la suite
correspondante d (56), § 1, avec «=1 et V'%le groupe des sections de T8,
ce qui revient & Pexactité de la suite de faisceaux:

*) A Dégard de ce sujet voir aussi [6).
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- l.l Dl Dl
(15) 02T () > T'—>Tr— ...

qui est évidemment une résotution fine du faisceau F(0).
En notant par

(16) 0-»1"(:3'-)-;11“(1"0)1: P(TI)E;__,

la suite des sections globales des faisceaux de (15) {qui n’est plus exacte)
nous avons donc [6] (voir aussi [15]) le

Théoréme 1. Les groupes de cohomologie de la variété V, a coefficients
dans le faisceau F (Q} somt donnés par

a7) H(V,, & (0)) ~ Ker D} [Im D;_,

(D note Popérateur D* sur I'(T9)).

11 est clair que les groupes Hs(V,, 7 (0)} sont des invariants glo~
baux de la O-structure envisagée. Pour s>n— k-1, H (V,, F(0)) sont
triviaux, car T¢ = J* pour sz n — k+ 1.

Si (s, @ui) € T* et (wn, o) € T™, alors il est clair que le pro-
duit, défini par la formule (43, § 1), & Paide du produit extérieur des
formes différentielles, nous donne un &lément de T"*+», la condition (14)
stant vérifiée. Mais, les conditions (45, § 1), ne sont complétement véri-
fides que si n est un nombre pair. On obtient donc un produit entre deux
classes de cohomologie des groupes (17) si la premiére est de degré pair.

De plus, le produ’t extérieur étant associatif, on obtient pour les jets
de T une structure d’algébre de Lie graduée & Pade de la formule (50,
§ 1). Si 'on se donne encore une forme quadratique extérieure o,, on 2
une dérivation de cette algébre avec la formute (51, § 1). C’est bien le
cas d’une structure presque-symplectique.

On peut citer beaucoup d’exemples importants de structures géomé-
triques possédant une forme réductible fermée © et donc auxquelles sont
liés les groupes (17). 1l sagt d'abord de tous les cas ol il y a une forme
de Pfaff fermée. Supposons par exemple que la variété V, est munie de

£
deux connexions linéaires I', (« = 1, 2). Alors on peut introduire ie ten-

o 1

seur de déformation T% = I, — I et le covecteur T qui donne la
forme de Pfaff © = T, d¢'. Le faisceau des fonctions f satisfaisant 2 la
condition (12) sera alors le faiscean associé & la paire de connexions don-
nées. Si la forme O est fermée, le théoréeme 1 ci-dessus Dous donne une
résolution fine de ce faisceau. Nous avons cité cet exemple, parce quil
a été le point de départ de nos recherches.

Puis, on peut citer des cas ol il y a plusieurs pareilles formes. Telle
est la situation, par exemple, dans un espace de Riemann possédant un
certain nombre de champs de vecteurs absolument paralléles, etc.
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Remarquons aussi que les structures envisagées s¢ transposent sans
changements aux variétés complexes. Supposons que V), est une variété
analytique complexe a p dimensions complexes et soit © une forme diffé-
rentielle, holomorphe et réductible, au sens de la formule (13}, de celle-ci.
On sait que Popérateur ¢ a dans ce cas une décomposition [4]

d=0+0 (92=0"=38d-+ 80=0)

et que les formes holomorphes apparticnnent a Ker 8. Nous avons donc
068 = 0. ) B

Considérons ensuite le faisceau F(O) de germes de fonctions dif-
férentiables complexes de V., telles que

(18) 0f NO =0;
ce sera le faisceau caractéristique de la structure complexe.
Une résolution fine de ce faisceau s’obtient exactement comme pour

les O-structures réelles, en y remplacant 4 par @; remarquons que la
condition (14) garde la méme expression, » étant le second degré d’une
forme complexe wg.. Pour obtenir le thésréme analogue 2u théoréme 1,
on répétera la démonstration correspondante en la fondant sur le lemme
de Dolbeaulit [4] au lieu du lemme de Pomncaré. Ii est encore a
remarquer que des considérations analogues ont lieu si Pon remplace
les fonctions f par des formes complexes de degré (s,0) (s-fixé} et les
formes wg, PAr .

2.3. Pour obtenir d’autres résultats il nous faudra considérer la
théorie des dérivations de Frolicher et Nijenhuis. Ces auteurs ont
donné une construction intrinséque de la théorie [7], une autre construction
étant présentée par Kodaira et Spencer [12]. Ici nous allons refor-
muler la théorie de Kodaira et Spencer, en supposant qu'on a choisi sur
la variété une connexion linéaire I', chose qui est toujours possible. Nous
verrons alors que la théorie des dérivations et des formes vectorielles
{dont la liaison est connue) se présente comme une partic du calcul
tensoriel extérieur de Cartan [3].

On sait que E. Cartan [3], Kahier [11], T. Hangan [10] et
autres auteurs ont montré qu'on peut édifier un calcul tensoriel avec des
tenseurs dont les composantes sont des formes extérieures et que, si la
variété est un espace a connexion linéaire, on peut considérer une dif-
férentielle covariante et extérieure en méme temps. Pour la précision,
nous atlons récapituler ces choses,

Précisons d’abord la détinition de ce genre de tenseurs. Notons par

Tg(Vp) le fibré vectoriel des tenseurs scalaires (c’est-3-dire usuels} de la

variété l'/'p et par /\ST*(VP) celui dont les sections sont des formes exté-
rieures réelles de degré s; en particulier T*(V,} est le fibré des covec-
teurs tangeats 2 la variét envisagée. Alors, nous pouvons considérer sur
V, le fibré vectoriel
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(19) (V)= TV @A T (V)
Par définition, les sections de l'espace g8 (V' } seront des champs de ten-

seurs {ou, plus court, tenseurs) @ composantes s-formes réelles du type {h, k).
Nous les appellerons aussi F-teiseurs (0w lieu de formes tensorielles (3, 10]).

1l est clair que dans un voisinage de coordonnees de V,, un F-teaseur
¢ est représenté par un systéme de formes extérieures de degré s, dutype

et Ly dx® e Adx
(20) (")j:l '"]k - S! Jl Jk o e mt
et qud un changement de coordonnées, le systeme (20) se trams-
forme d’aprés la loi tensorielle usuelle. Cela revient au fait que les

gi e sont les composantes d’un tenseur scalaire du type (k& +53),
E I - -
1 kL 5
antisymétrigue en (¢, ) [11]. R ) )
En général, une section de ’Sﬂ;(Vp) peut étre représentée Sous la forme

[ ]
(21) t='§z® @,

& . e .
ou 7 sont des tenseurs scalaires et w des formes de degré s et la somme
est finie, ) .

Remarquons qu’un F-vecteur contravariant est justement une s-forme
vectorielle de la variété V, [7].

Pour =éaliser des opérations avec les F-tenseurs, nous ferons usage
des représentations (21) ou (20). Ainsi il est évident comment il faut
faire la somme de deux F-tenseurs du méme type. Quant a la multipli-
cation, nous aurons ici un produit tensoriel extérieur donne par

o~ — [+ ﬂ. |; a
(22) tBEt=2,t®1) Dl A©),

ou par le produit extérieur des formes {20} qui sont les cor?.posames .dcs
deux F-temseurs. Il suit que ce produit est associatif et quil a la méme
régle de commutat on que le produit extérieur des formes différentielles.

Remarquons aussi qu’a laide de la représentation (2’0) on obtient
immédiate nent Lopération de coontraction des indices d‘un F-tenseur.

La représentation {20} donne encore une autré opération importante
[11): la dérivation algébrique des F-tenseurs, En cffet les dérivées algé-
briques, au sens de Cartan (2], des formses {2J) sonmt

b - 4

TR 1 i) i v
R I dx*y N Adx% .
Wy EUS R G
(23) Jl"Jkul (S—-—l}l }l...Jk 1 2..~1‘

Ce soat donc les composaates d’un F-teaseur ¢ du type (h, k1) et de
degré s—1 et il sera par définition h dérwvée algébrique du F-temseur f.
Elle sera toujours notée par ui accent.
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_ On pewt aussi définir une opération formelle de différentiation
extérieure par

(24) dt =31 @ do,

mais elle sera moins utile.

__ Supposons maintenant, qu'on s’est donné sur V, une connexion
linéaire T, Elle sera définie par ses composantes locales w!, qui sont des
formes de Pfaff, d’expression locale '

(25) w = TY, dxt,

ol I, sont les coefficients de connexion. A un changement de coor-
données, les formes «/ changent d’aprés la loi bien connue d’un con-
nexion linéaire {5].

Cella nous permettra de définir de nouvelles opérations sur les
F-tenseurs.

Am§1, si 'on note par y (et aussi par/) la dérivation covariante par
rapport 2 la connexion I', on peut associer i I’F-tenseur (20}, I’F-tenseur
de composantes [11].

(26) mﬁ ...ehr s lv,zll iy o dxal/\‘“ Adxzs

j'l ...}k s! |1¢..J'.|= Fll

qui’est un F-tenseur du méme degré s, mais du type (4,%2 4 1). Il sera
noté par y¢ et nommé la dérivée covariante de ¢

) Remgrq_uons aussi qu’a Paide de Pexpression {21), I'opération pré-
cédente §’écrit

(27) vt = (v1) ® o.

Enfin, nous coqsidérerons la différentielle covariante extériewre d’un
F-tenseur, qui, a Paide de la représentation (20), sera définic locale-
ment par [3]:

Pt i i LI P g
Do! " *=du!" =% w*\ ol h—
s - S .

Ny} fpedp £ e 3 oo ix

ol d est la différentielle exiérieure. Il est simple de vérifier que

P,oaeat
: . . .
Dm}_i . se transforment, 4 un changement de coordonnées, d’aprés la

loi tensorielle.
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La différentielle covariante extérieure de I'F-tenseur f sera notée
par De; elle est un F-tenseur du méme type que / mais de degré s+ 1
(s étant le degré de ¢).

A P’aide de la représentation (2}, la méme opération est donnée par

(20) Dt=S (Dt @ & + £ @ do).
=)

1l est 2 remarquer que lopérateur D* n’est pas nul. En effet, un
calcul simple donne pour un F-vecteur contravariant

{30) D? o= — Ay

ou €2 sont les formes de courbure de la connexion I',formes données par

les équations de structure [5]
(31} dob = (’)IA(‘)?.*_'QE'

D'autres calculs directs donneront les régles suivantes pour les
opérations précédentes

(32) (C@a) =@+ (—1p=e®T,
(33) v(t@)5=wé§t+r<§vt
(34) D& =Dt &1+ (— 1)¥sr® De.

De plus, les opérateurs ,,'“ et v sont permutables.

Ii est bien clair que pour les tenseurs scalaires, D est la différen-
tielle covariante usuelle et pour les F-scalaires, c’est-a-dire formes
extérieures, D est la différenticlle extiricure d.

Nous avons déji remarqué que les F-vecteurs sont les formes vec-
torielles de Frolicher et Nijenhuts. Maintenant, nous retrouverons les
opérations avec ces formes. Nous pous guidons d’aprés lexposé de
Kodaira-Spencer [12].

Ainsi, soit d’abord une s-forme vectorielle o (¢} et une r-forme
scalaire o. Alors on a le produit

(35) o Ao =9Ac =¢ A,

ol ¢’ a les composantes o;. Il est clair que ¢ 5 ¢ ¢st une (s + r — 1)-forme
scalaire.

Soient maintenant o (¢f) et ¢ (¢} deux formes vectorielles de degrés
s et r. Alors on a le produit

— o~ » =- .
ANV =19 Qv (@ /\‘I"i):
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ol Pindice ,,c signifie la contraction du produit et dans les paranthéses
on a les composantes du résultat. Ce produit nous donne donc une
(s + r — 1)-forme vectorielle.

Soient de nouveau les formes » et ¥ de plus haut. On définira leur
crochet [, ) comme une (s-+r)-forme vectorielle, dont les composantes sont

[0, 418 = % A 48, —{— 1) 9% A of 4

(37) , :
(= 1) Do A Y — (= 1) D9 A 9l + T et AT

ou ¢%et @}, sont respectivement les composantes de gy et vg, ‘D est la
différentielle par rapport & la connexion transposée de I [16) et <& est le
tenseur de torsion de I'.

Avec ces définitions, on peut retrouver toutes les formules de
Frélicher et Nijenhuis [7].

Nous croyons encore intéressant d’intreduire un I'-crochet pour les
formes vectorielles ¢ et ¢, par une définition qui dépendra de la con-
nexion I' {ce n’est donc plus une opération lice intrinséquement 3 la

variété V,, mais & la connexion T). A ce but nous considérons d’abord
le produit

(38) V=0 @V (9 AY)
et puis le crochet
(39) Fp, b1 =0Vy —(=1)"9Vo.
Un calcu! simple nous donne pour cette opération
(40) Fo, 43 = —(—1)71,

Maintenant, le crochet (37) de Frolicher et Nijenhuis s’écrit
41) {9 9) =T, 43 +(— 1) ' DoAY — (— 1)+ DI Ao+ 3,08 A .

En passant aux dérivations des formes extérieures {scalaires), rap-
pelons d’abord que ce sont des opérateurs u, qui font correspondre a
chaque forme o de degré s une forme uc de degré s 4 r {on dit alors que
u est de degré r), de maniére qu'on ait

(42)  ulo, + &) = 1oy +ucy; uloy A\Gy) = UuT AGy + (— 1)s oy M uo,.

Frolicher et Nijenhuis [7] ont démontré que la donnée d’une
dérivation de degré r revient 3 la donnée d’une paire (g, n) formée par
une forme vectoriclle o de degré r et une forme vectorielle de degré
r+ 1, formes qui définissent respectivement Paction de la dérivation sur
les fonctions et sur les formes de Pfaff. (Cette action détermine comple-
tement la dérivation.) Kodaira et Spencer ont donné¢ une formule
correspondante a ce résultat dans {12].
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Si I’on considére sur la variété V, la connexion linéaire I, alors la
formule citée de Kodaira et Spencer devient

(43) o= Vot (—Iraas =9 Ao, + {1y Ac, .

11 suit que la formule {43) donne toutes les dérivations de la variété V,,

exprimées & P'aide de la connexion [" et cette formule permet de retrouver
toutes les propriétés des dérivations (7, 12). o 4
Ainsi, soient (% i) %= 1,2) deux dérivations quelconques, de
degrés s et g. Alors
(44) ot = [t ] = (ot @it — (= 1P o (it
o . ,
est une dérivation de degre s-+-¢, appelée le crocher de yu €t @i A Taide

de (43) on trouve la représentation de [, u] dans la gonnexion donnée
. On a d’abord, pour les dérivées algébriques et covariantes

(45) Gua + 6., = 0,

— A . ~A
(46) Gn ™ O = Fua\% 1 e T

ol Th, est la torsion de I et
{47 9;3 = R* dx,

RE)

R , étant le tenseur de courbure de I
" Ces formules donnent alors par un calcul direct, compte tenu des
régles érablies antéricurement ct en notant (% (3% 1)

50 =meV@e — (— I eeV e +(— 1P A @P —

(48) -
— (= 1P g AP T T @en® A @%

le dernier terme étant 75, PP A @Y
@ = wi A @ — (= D em A wn -+ (— 1P weVen—
I~
— (= 1P eV + 2 @2 AP

le dernier terme étant ng/\mch/\(g)cp“f .

1 est d’ailleurs & remarquer qu'on trouve aisément !e_ passage des
formules de [12] chez nous. En effet, dans [12}, la dérivation u est
représentée par la forme vectorielle ¢ et par une forme locale &. En
comparant la formule (43) avec la formule correspondante de {12], on voit
que si u=u(p, §) alors le méme u est donnée dans la connexion I’ par
(P, 7)ol )

{50) = Er ' A

{I’'accent note la connexion transposée).

{49)
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Cette fomule est utile en diverses questions. Ainsi, la différentielle

extérieure d est une dérivation donnée par 97 = 8% et £ —=0. On obtient
alors d(3%,7} ). Puis, on 2
(51) Du == [d, u],

un opérateur fondamental agissant sur les dérivations [7]. On peut Pexpli-
citer a l’aide de (48) et (49), ou ptus directement avec ({50). En effet,

Du est donnée par (do — &, —d3) [12], d’otr il suit que, par rapport &
I" il a les représentants
i52) "D —w, 'DP¢—"Dy),

ot 'D est la différentielle covariante dans la connexion transposée de I'.
Une autre remarque: Popérateur . de [12] était donné par

(53) vy == (5, do),
ce qui revient maintenant a
(54) v = (9, Do)

Remarquons encore que la notion de ,,F-relatedness® de Frolicher
et Nijenhuis [0] trouve aussi un cadre naturel dans la théorie des
F-tenseurs, car une relation entre les F-tenseurs contravariants ou cova-
riants de deux variétés différentiables, liées par une application, s’obtient
comme dans le cas des tenseurs scalaires,

2.4. Les considérations des §§ 2.1 et 2.2 ont été faites 2 Paide des
formes différentielles de la variété V, et & Paide de la différentielle
extérieure, qui est une dérivation de degré 1. Il est donc naturel de
chercher des résultats analogues pour d’autres dérivations du premier degré.
Une analyse des conditions du théoréme 2, § 1, montre qu’il faut consi-
dérer des dérivations 3, pour lesquelles on ait

(55) 82f=0

pour toute fonction f de V.
Compte tenu du fait que:

1
2_—-
5= 2 [8.9]

formule valable pour toute dérivation de degré¢ impair), on trouve avec
(48) et (49) les formes qui définissent ;8-‘:

— 1
Y ?“'r;/\cp+§'r®¢=?/\?,
(56)
1 o~
""J/‘\TE—?’V"}‘FEP oA 9.
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Dans une carte locale, ces formes reviennent a:

1 :
Y] PR VS Sax By
of; Pus — 98y T 5 "B P G
(57) .
ol g N C R, § & 2
5 Mt 1y — @b e P Ry

11 suit que la condition (55) est vérifiée si et seulement si

1
(58) @V@—‘nf\<?+—2’~®c<?s’x<9—0>
onu
3 a e 1 o
(39) e T P T e L 0.

Les dérivations du premier degré de la variété V, qui satisfont &
ta condition (55) {ou (58)) seront appelées dérivations spéciales, Si de plus
3 est un tenseur non dégénéré, nous dirons que la dérivation 3 est
non dégénérée. o

I! suit que si § est une dérivation spéciale, non dégéncree de
V, et si, pour la simplicité, on considére que I' a la torsion nulle, on a

(60) Y, = 0L o Clao

ol %Y est le tenseur réciproque de ¢f.
Douc, les dérivations spéciales, non dégénérées de V. sont en correspon-
dance biunivoque avec les tenseurs mixtes non dégénérées of de la variété V,.

Il en résuite que toute structure géométrique possédant un tel ten-
seur mixte posséde aussi une dérivation spéciale, non dégénérée, intrin-
sequement liée a celle-ci. Cest, par exemple, le cas des structures presque-
complexes ou complexes et presque-produit.

Si on considére dans la formule (60) ¢f = 8%, on trouve ny, =0
et on arrive justement 3 la différenticlle extérieure d.

Pour que la dérivation § ait la propriété 8% =0, pour toute forme
o, il faut ajouter & (58) la condition exprimant ’annulation de la seconde
expression {(56) (si § = d ceci revient aux identités de Bianchi [5]), mais
si on considére une variété a deux dimensions et si & est une dériva-
tion spéciale de V,, alors on a toujours 3* =0.

Rappelons aussi que sur une variété I/, orientable, les structures
complexes et les structures riemanniennes Sont en correspondance biuni-

voque (3 chaque g; on associ¢ le tenseur &; (\/_&E@,, 0,0, — V det (g;;)

et le tenseur ¢/ donne une structure complexe, ce procédé étant reversi-

ble}, ce qui montre que pour une telle variété, on peut associer & chaque
métrique riemannienne une dérivation spéciale.
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Revenons 2 notre but principal, D’z2pres (43) on a

J
©1) 5 = g2 2L axr,
Y dx

ce qui montre que si 'on a {localement' 8f = 0, alors f est une constante.
Signalons aussi que, en veriu de {35) et {42), on a pour toute fonc-
tion f et pour toute forme o

(62) ¥ fo) = fte,

ce qui montre que l'ensemble des formes extérieures o de degré s qui
sont de la forme

{63) oc-—8n ( egr=s5—2}

est un sousmodule du module des formes de degré s, sur Palgebre des
fonctions différentiables de V,. Ce sousmodule sera noté par @ (UY,
(U étant un ouvert de V). On peut aussi parler du faisceau de germes
correspondant, qui sera noté par 2.

Nous allons considérer maintenant une variété V, munie d’une déri-
vation spéciale, non dégénérée 3. Alors, nous pourrons faire usage du
pseudocomplexe formé par le groupe gradué Q(U), donné par la formule
{1) et par Popérateur 3. En général (£,3) ne sera pas un complexe de
cochaines, mais il nous donnera un groupe de jets qui sera noté par

7RU) = © F QW)

analogue auw groupe F{Q{U)}.

Au groupe précédent on peut de nouveau appliquer la théorie du
§1, en considérant les diverses homomorphismes qui y ont été introduits,
etc. Par exemple, nous avons

(64) i 0, = oy, , 80y,),
(65) D, ((1),, OIS {8wn — Ongy,y 3w, — Bwy1)

et ainsi de suite. (Bien entendu, ces notations ne doivent pas étre con-
fondues avec celles du §2. 1.}

Nous remarquons que cette fois-ci il sera possible de considérer des
jets harmoniques, d’aprés la théorie générale du §1.

Notre but est maintenant de donner une nouvelle application du
théoréme 2, § 1. On FPobtiendra en considérant les pseudocomplexes
QU) = @ Qo (U)g=>1(n =0, 1,2,...}) et les groupes des jets correspon-

9
dants ¥*(Q(U)). Ici on prendra un sousgroupe T de ¥*(Q(U)), défini
q

q
par ja formule (32, §1), avec les décompositions (53, §1), ou
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[$=3
o

(66) Ur = Qo (U), Vot = renst (U) (n > 0).

On prendra aussi, pour sousgroupe Ve de Q¢{U) le sousgroupe formé par
les formes extérieures o, telles que

(67) deye D1 (U).

Avec ce choix, les conditions {58, § 1) sont immédiatement vérifiées.
Remarquons maintenant que si u est une p-forme scalaire on a
3u =0 d’une part et, d’autre part, P’équation

(68) 5= p,

ol ¢ est une forme inconnue de degré p —1, se réduita une seule équation
aux dérivées partielles*) qui, compte tenu du fait que 3 est non dégénérée
et de la formule (43),a évidemment des solutions locales. Il en résulte

Lemme. Pour toute dérivation spéciale, non dégénérée 3, il y a un plus
petit nombre naturel g, 0 < g<p— 1, el que si . est une forme de degré
1> g satisfaisant & la condition 3y =10, il v a localement une solution L de
Péquation 3% = p.

Le nombre ¢ sera nommé le nombre caractéristique de la dérivation
3 et nous supposerons que c'est lui qui intervient dans les notations
(69) ci-dessus.

Maintenant, il est aisé de voir que la suite (59, §1), {avec « =1)
est une suite exacte, En effet, il ne reste qu'a considérer une [-forme
1> q}w telle que

(69)

eta voir que w est de laforme 3% + 3°~pour un certain ouvert Ude V, .
Mais de (69) on a évidemment
(70) w = 8\ -+ u,
avec 8y =0, d’ou, par le lemme précédent, on obtient le résultat désiré
(on a méme 7 = 0).

Si nous notons encore par F ., (V,) le faisceau de germes corres-
pondant & V*° il résulte que le suite

w= %A

(=

n Faly Dy
(71) 05 (Vo) T0O> T

est une résolution fine du faisceau F(, (V,). La qualité de faisceaux fins
est valable pour 7= parce que =" (U} sont, comme on 2 déjd remarqué,
des modules sur I’algébre des fonctions différentiables de V.

Enfin, on considérera la suite (17) qui correspond a la suite (71)
ci-dessus et on trouvera le

Théoréme 2. Les groupes de cohomologie de la variété (V) a coeffictents
dans le faisceau T 5 {V,) sont donnés par les formudes

*} Le plus simple, c’est de prendre ¥ sous la forme cancnique, On aura alors une
seule fonction 1nconnue.

- ratematicd — Universitate



130 12U VAISMAN 26

(72) HH (V& (V,)) ~ Ker DI D} _,

P
oi D* est induit par (71} (Pindice k notant le degrél.

(Bien entendu, ces notations ont une autre signification qu’en (17}

Nous avons obtenu ainsi une theorie de cohomologie et, donc, des
invariants globaux de toute siructure géométrique sur V;, qui posscde
un tenseur mixte %, non dégénére.

Remarquons encore a cette occasion qu’une variété V, qui est munie
d’une dérivation quelcongue du premier degré 3 a une riche structure
géo nétrique qui est liée aux champs de tenseurs du type (1,1} et (1,2),
obtenus 3 Paide de la décomposition d’aprés Frolicher-Nijenhuis
{7} de 8, ainsi qud des objets qui seront considérés a la fin du §3
(les 3-connexions).

§ 3. Applications aux formas vectori:lles d’une variété diff érentiable

3.1. Nous avons déja considéré au §2.3 les formes vectorielles de
la variété différentiable V, sous Paspect des F-vecteurs contravariants. Dans
fe parag.aphe présent, nous supposerons une fois pour toutes que la
variété V,, qui satisfait aux mémes conditions que dans le §2, est munie
d’une connexion linéaire T'(wf). Cela nous permectira d’appliquer les
formules du §2.3 et surtout de considérer la différentielle covariante
extérieure D.

Notons par *§ (U) le module des s-formes vectorietles définies sur
Pouvert U de V, et soit

)
(1) 5(U) = @ 8 (V)
=
Le module §(U), muni de Popérateur D:s8 (Uy— 18 (U) constitue un
autre exemple de pseudocomplexe de cochaines, qui peut &re envisagé
dans tout espace i connexion linéaire. La formule (30, §2), montre qu’il
n’est pas un complexe de cochaines que si la connexion I est sans cour-
bure, cas qui sera exclu dans la suite.

Un jet de degré s du pseudocomplexe & (U) est, d’aprés la définition
générale {§1), une paire (s, 25,), formée par deux formes vectorielles
de degré. s et, respectivement, s - 1, cest-a-dire, d’apres le §2, une
dérivation de degré s. Dans la suite, nous noterons Pensemble de ces

jets par *F(U) et f(U):é‘](U). Les faisceaux de germes associés
s=0

seront *3,°%, etc.

Remaiquons que le pseudocomplexe §{U) avec Popérateur D, du
§1 a été considéré déja par beaucoup d’auteurs [8,10, 12, 13]. L’opérateur
D intervient, d’une maniére ind:recte, dans [12].

Parmi les homomorphismes du §1, considérons de nouveau 7, et D, .
Ils sont donnés ici par
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(2) J L’?S) ={¢., D:P«):
{3) D, ((Ps)(P~+1) = (D, - ‘PleDQCPs—D(?s-]):

o, pour D?¢,, on peut employer (30, §2).

Si la varisté V, posséde une métrique riemannienne, on peut, d’aprés
[12}], définir un produit scalaire pour les formes vectorielles et donc les
considérations du §1 permettent d’introduire l.s jets harmonigques (ou les
dérivations harmoniques).

Les produits des formes vectorielles, qui ont été introduites au §2,
ne nous donnent pas des applications pour les considérations du §1.2,
parce que D ne satisfait pas, 4 leur égard, 4 la derniére des conditions
(45, §1), Donc, pour obtenir un produit intéressant pour les jets il faut
procéder autrement. Par exemple, si nous pouvons considérer sur V, un
champ de tenseurs scalaires T;’k, tel que

{4) DT =0,
1
alors la formule
{5) N=Tie A e

définit un produit des formes vectorielles qui a les propriétés désirées
si le degré de o est un nombre pair.

Il est de nouveau important de trouver des applications du théoréme
2, §1. A ce but, nous allons d’abord établir un ,Jemme de Poincaré®
(plus direct que celui de [17h).

Lemme. Pour tout espace & connexion lindaire, il y a un plus  petit
nombre naturel ¢ < p— 1, tel que la condition

(6) Dix=0 (deghr>gq)
implique Pexistence locale d’une forme vectorielle o* , satisfaisant 4
(7) }\.“ = DGI .

En effet, nous pouvons considérer les équations (7) et leurs con-
séquences différenticlles qui s’obticnnent en appliquant D aux deux
membres de (7), compte tenu de {6) et de {30, §2). On obtient ainsi
le systeme

(8)

da"—%—m;/\caﬁ?\",
%Aﬁ:m

ou {)? sont les formes de courbure de la connexion T

Si a* sont de degré p, alors la seconde équation (8) est vérifiée
pour ¢ quelcongues de degré p — 1 et la premiére admet évidemunent
des solu'ions locales.

L’affirmation de notre lemme se trouve ainsi vérifiée.
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Le nombre ¢ défini par le lemme précédent sera nommé la caracré-
ristique de la connexion linéaire [ de V,.

Maintenant on trouve une application du théoréme 2, §1 analogue
a celle du §2.4. Ainsi introduisons le pseudocomplexe

g, (U) = @*8(U)} (n=0,1,2, w)s
ot ¢ est la caractéristique de [' et son groupe des jets F*(U). Considérons

le sousgroupe "@(U) de *§(U)} défini par les s-formes vectorielles sur U

du type D?pu et remarquons quen vertu de la formule (30, §2), celui-ci

est un module sur Palgébre des fonctions différentiables de V,. Puis,

considérons un sousgroupe I de F*(U), qui ait Pexpression {52,§1) et
g

les décompositions (53, §1), ol
9) Ur=r5(U), V= ia(U) (130

et, finalement, le sousgroupe Vo de 7§ (U) défini par les formes vecto-
rielles ¢, telles que

(10} Do, 7t D (U).

La situation evisagée est complétement analogue a celle du §24 et
on obtient par les mémes ralsonnements la suite exacte de faisceaux

i Iy 1
(11) 00 F,(T)> TV T1 55 s

ol §,(T) est le faisceau de germes associé au sousgroupe F° ci-dessus et
il sera nommé le faisceau caractéristique de la comexion I '

Il est alors évident que (11) est une résoluiion fine du faisceau
7,(I'}), donc, en considérant le complexe de cochaines défini par les
sections globales I'(T?) et par I'opérateur induit D* correspondant a D,
nous avons le

Théoréme 1. Les groupes de cohomologie de la variété V, a coefficients
dans le faisceau T ,(T) sont donnés par

(12) H*(V,, (7)) ~ Ker DyfIm D;_,

(D} est Paction de D" pour le degré k).
Les groupes H*(V,,¥,{l')} seront nommés les groupes de cohomologie

de Pespace @ connexion linéaire (T'). On 2 obtenu donc une théorie de
cohomologie et des invariants globaux pour un espace a connexion lingaire

quelcongue.

Bien entendu, les formules (12} sont aussi valables pour les fais~
;:eaux T, (T) (k> ¢), définis par le méme procédé. Ainsi, par exemple,
a suite
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i D
00— F, (D) T~ T'-0
(p—1) {p-1)

est une résolution fine du faisceau F,_, (I"). Elle donne la suite des
groupes (qui n’est plus exacte)
D*
{13) INVOE SNV EAY
et il s’ensuit
(14) HO(V,,F, 1) = Ker D* HY (V,, T, (Tl = T (TH{Im D,
H(V,,F,,T)=0 (= 2).

Cela nous donne donc deux groupes, non triviaux, associés globa-

lement 4 un espace 4 connexion linéaire quelconque.

Faisons encore une remarque 4 Pégard de notre configuration.
Comme dans le § 2.4, il suit que si

(15) Die = D?E%,
on a globalement

(16) A== DE* + v
ou
(17) Dv= = (.

Notons par ‘€{U) le sousgroupe de *§(U), formé par les s-formes vec-
torielles vérifiant {17). Alors, la relation (16) montre que pour chaque s
la suite

B i 5% RS 1 s+2 o,
ag  sarewy S s wal ey eyl e,
est exacte (D’ et D" sont induits par D). ‘
Pour obtenir des produits entre les classes de qohognologle de (12),
il faut supposer que l'espace 3 connexion linéaire envisage posséde encore

une structure supplémentaire. Ainsi, st I’on a un champ de tenseurs sca-
laires T3, sur V,, véritiant (4) et

J— o
(19) Tgv Q;. - TE?.Q

v ?

alors le produit (5) indu:it un produit entre deux classes de cohomologie
dont la premiére est de dimension paire, En effet, nous avons

TEYCPﬁ A D¥Y = — T2 P A\ Qr A B =— 25N & AQ2A =
= D? (Tg)L (Pﬂ A Eﬁ‘),

ce qui montre que le produit, au sens de (43, § 1), de deux jets du sous-
groupe T de ¥ (U) appartient 3 T d’on suit notre affirmation.
q
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Un autre cas, qui permet ]a définition d’un produit est celui d’une
connexion d’espace symétrique, pour laquelle on s’est donné, 4 chaque
valeur de s, un module complémentaire de s@(V,1 dans § V), celui-ci
. - - , . . Ri> a
&tant invariant par l'opérateur D; notons-le par (P,
Alors, on a pour cha ; i y :

_ s que s-forme vectorielle 3 une d it

- : écomposition

(20) b= Dtn4 £ (LeD(Vo)
ce qui permet de définir le produit
(21) (p, V) =0QF /9T NS,

p,rodmt c!ui est éyidemment distributif. Ce produit est détermin€, car
P’espace étant symétrique on aQ; =0, d’ou ’

et D*) est uniquement déterminé { i y dtal
. é (tandis que 7 ne I’était pas i
trouve immédiatement K pas). Enfin on

(23) Dip,4) = Doy + (— 1) o, DY.

Par.!la Qeflm,tion {21}, le sousgroupe T est fermé par rapport a ce produit
;t1 suit qu’on obtient un produit entre deux classes de cohomologie
e Ja connexion I, dont la premiére est de dimension paire.

schérns' i Nogslterm:nons en indiquant la possibilité de généraliser le
ma du § 3. 1. 'A ce but, nous allons présenter une généralisation simple
de la notion de d’erivée covariante et donc de connexion linéaire gégé-
ralisation envisagée dans [19] et [18], ol I’on part d’autres considé’rations
Supposons que, sut la variéeé V, on s’est donné une dérivation qucl-.
cc:l?nque By du. pre.ml'er: degré.*’ En rappelant que les composantes of
une connexion linéaire de ¥V, sont liées dans Vintersection de deu;
voisinages de coordonnées par les relations

(24) L. d(ax" )

axvax® ¢ oxY Ax®

nous définirons une & - comnexion lindaire ‘ou, d’aores [19], une uasicon-
nexion) sur V,, par la donné, dans chaque voisinage de coérdonnges d'un
systéme de formes de Pfaff =%, tel que dans Pintersection de deux voi-
sinages on ait les relations

(25) b _Bxa‘ 05 g 9% 5 axvy
x> dxt ¢ Oxv \0x*

. : s
} On pourrait d’aulleurs considérer une dérivation d’un degré quelconque
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Il est clair que ces relations sont compatibles (elles représentent la
loi de transformation d’un objet géométrique’, car 5 a les mémes régles
de calcul que d. D’alleurs, on peut aussi donner une définition invari-
ante de la S-connexion, dans le sens de [16L A ce but, considérons
que & est donnée, comme au § 2.4, par la l-forme vectorielle o*(p%) et
par la 2-forme 7* (2.} et envisageons lopérateur linéaire @, deéfini par
le champ de tenseurs @, qui agit sur les champs de vecteurs coniravari-
ants de la variété V,. Alors, une 3 -connexion sera une application

$-linéaire ¢:9 — 91, ol 5 est lalgébre des fonctions de classe C®, &
le module des champs de vecteurs et 4'-celuides prolongements de champ
de vecteurs de la premiére espece, sur V,, application qui doit satisfaire

Y

3 la condition [16]
(26) Resy (X)=0X (X e®.

A Vaide dc ces définitions, on peut développer la théorie des
3-conaexions d’aprés les schémas usuels pour les connexions linéaires.
Par exemple, la différentielle covariante d’un F-vecteur Sera donnée par

(27) Dy = & + 7} A pL

on peut définir les formes de courbure a 1’aide des relations
(28) QF =7l A 8 — 3nh

etc.

Il est pourtant d remarquer que les formes ©? dounées par {28) ne
sont pas les composantes d’un F-tenseur que lorsque 5 est une dérivation
spéciale (§ 2.4).

Si Pon suppose de plus que la dérivation § satisfait 3 la condition
32 = 0, les formules (27) et (28} permettent de retrouver la formule
(20, § 2), ce qui fait possible les considérations du § 3.1, Cella nous donnera
une théorie de cohomologie pour les variétés V, munies d’une d-connexion
linéaire & 8 =0, ce qui est justement Papplication que nous avions
en vue.

On trouve encore un nombre assez grani d’applications de la thé-
orie des pseudocomplexes de cochaines, aux formes vectorielles d’une
variété différentiable, dans les travaux [8, 10, 12, 13, 15}
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PSEUDOCOMPLEXE DE COLANTURI SI APLICATIILE L OR GEOMETRICE

Rezumat

Prin pseudocomplex de colanturi se intelege un grup graduat dat de
formula (1}, impreund cu homomorfismele (2). Acestuia i se asociazd prin
(4), (5} grupul jeturilor sale.

n primul paragraf al lucririi se cerceteazi probleme algebrice pri-
vind pseudocomplexele si jeturile lor, ardtindu-se cd jeturile formeazd un
complex de colanfuri s1 dindu-se rezultate privitoare la grupurile de
cohomologie ale subcomplexelor sale.

Tn cel de-al doilea paragraf, se aplicd teoria algebrici precedentd la
forme'e diferengiale scalare ale unei va-ietdfi diferentiabile paracompacte,
gisindu-se rezolutii fine ale unor fascicule legate de structuri geometrice
ale varietdtii. Pentru a le obtine se di de asemenca o expunere a calcu-
lului tensorial exterior «i a teoriei derivirilor, care are ca element nou
prezentarea acestora din urmé ca o parte a calculului tensorial exterior
intr-un spatiu cu conexiune liniard.

In ultimul paracraf se fac aplicatii analoge pentru pseudocomplexe
definite cu formele vectoriale ale varietitii ¥,. Remarcdm aci definirea
si calculul unor gruguri de cohomologie asociate unei conexiuni liniare
pe varietate.

e

LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES COMPLEXES DE CONES
QUADRATIQUES DANS L’ESPACE PROJECTIF
A TROIS DIMENSIONS

PAR

D. RIMER

Conmmunication présentée 4 la session scientifique de I'Université
WAl 1. Cuza' octobre 1960

1. Le repére canonique. L’étude c}ifférenti}:l}e ’deg variétés de
cones quadratiques i un ou deux paramctres a ete_‘l c_)b];t des Notes
(5, 6, 7, 8]. Nous abordons maintenant leu}c‘ie’ des variéiés 4 trois para-
métres dans Despace projectif P;. Ces varietes ont été, en 1961, I'objet
des recherches de Gh. Gheorghiev et 1. "Popa [2], comme un cas
d’exception dans P’étude des variétés de cones. Nous utiliserons ici la
méthode suivie dans nos travaux antérieurs, CIies ci-dessus.

Nous introduisons un espace auxiliaire, I'espace pro;;cnf a neuf
dimensions, S, dont les points sont les images des quadrigues de I;’ia,
auquel nous attribuons pour groupe fondamental la représentation u
groupe projectif de P; comme groupe de trangf ormations s:ur les quadriques.
En rapportant Jes espaces Py et Ss aux reperes {Aa, ul, respecnvfemgnt

A%, EY, B=10, 1, 2, 3; A% .= 459, les équations des groupes fondas
mentaux en P, et Sy, sont {3]:

(1.1 x* =y 28,

(1.1 A =11a,,; d*=0 8, A,

Les éq.ations de mouvement des repéres en P; et S sont [5]:
(1.2 dA = b A,

{1.2") dA = — ok A® — w A%,

les pfaffiens ® satisfaisant aux équations de structure:



