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PSEUDOCOMPLEXE DE COLANTURI &I APLICATTILE L OR GEOMETRICE

Rezumat

Prin pseudocomplex de colanjuri s¢ intelege un grup graduat dat de
formula (1), impreuni cu homomorfismele {2). Acestuia i se asociazd prin
{4), (D) grupul jeturilor sale.

n primul paragraf al lucririi se cerceteazi probleme algebrice pri-
vind pseudocomplexele si jeturile lor, aritindu-se cd jeturile formeazd un
complex de colanfuri si dindu-se rezultate privitoare la grupurile de
cohomologie ale subcomplexelor sale.

Tn cel de-al doilea paragraf, se aplici teoria algebrici precedentd la
formeie diferentiale scalare ale unei va-ietdfi diferentiabile paracompacte,
gisindu-se rezolutir fine ale unor fascicule legate de structuri geometrice
ale varietiii. Pentru a le obfine se di de asemenea o expunere a calcu-
lului tensorial exterior i a teoriei derivirilor, care are ca element nou
prezentarea acestora din urmd ca o parte a calculului tensorial exterior
fntr-un spatiu cu conexiune liniari.

In ultimul paracraf se fac aplicatii analoge pentru pseudocomplexe
definite cu formele vectoriale ale varietatii V,. Remarcim aci definirea
si calculul unor grupuri de cohomologie asociate unei conexiuni liniare
pe varietate.

e

LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES COMPLEXES DE CONES
QUADRATIQUES DANS L’ESPACE PROJECTIF
A TROIS DIMENSIONS

PAR

D. RIMER

Communication présentée o la session scientifigue de P Université
Al 1, Cuza'* octobre 1966

1. Le repére canonique. L’étude différentielle des variétés de
: b3 - r E) -
cones quadratiques a un ou deux paramétres a été 1 gb)‘et des Notes
{5, 6, 7, 8]. Nous abordons maintenant I'érude des variétés a trois para-
metres dans Pespace projectif Py, Ces varieres ont été, en 1961, Iobjet
des recherches de Gh. Gheorghiev et 1. Popa [2], comme um cas
d’exception dans I'étude des variétés de cones. Nous utiliserons ici Ia
méthode suivie dans nos travaux antérieurs, Cltes ci-dessus. .
Nous introduisons un espace auxiliaire, I’espace pr01_cct1f a ne;

dimensions, S, dont les points sont les images des quadr’lqucs de ds’
auquel nous attribuons pour groupe fondamental la representation u
groupe projectif de P; comme groupe de transformations sur les quadriques.
En rapportant les espaces P; et Sa aux reperes {Aa, Ui, respecnvemgm
A EYe, =0, 1, 2, 3; Ax® — AP+, les équations des groupes fonda-
mentaux en P, et Ss, sont [5]:

(1.1) X =y 2P,

— N . ad — g g3 AR

(1.1 Ay =y 15 &5y 3 A £ zg.A

Les éq.ations de mouvement des repéres en P; et S sont [5):

(1.2) d4, = ot 4,

(1-2') dA}.uz_._miAxu_mgAai.’

les pfaffiens w® satisfaisant aux équations de structure:
%
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* dwf = (o, ©}].

En attachant 4 chaque point d’un domaine a trois dimcnsions de Ps,
un cone quadratique ayant le sommet ¢n ce point, on obtient une variété
4 trois dimensions V, c’est-a-dire un complexe de cbnes quadratiques.

Afin de déterminer le repére canonique de la variété, nous utili-
sons la méthode du repére mobile de Cartan appliquée a la variété V et

a son image de Sy, la variété 4 trois dimensions V (V est située sur une
hypersurface ayant la dimension 8 et le degré 4 de S).

Les repéres d’ordre zéro seront choisis par des considérations géo-
métriques: A, — au sommet du cdne Jocal C, A,4,, AyA, et AU sur
trois génératrices du cdne C et A4 A4, surla droite d’intersection des plans
tangents au cone C le long de A, A, et A, A4,. Léquation du cbne C,
rapporté A ces reperes, est:

(1.3) C=xtx2— (x") = 0.

A ces repeéres correspondent, en S, les repéres d’ordre zéro qui
maintiennent fixe le point

(1.3 C— A — A,

Iimage du cone C (1.3). De la condition de fixité du point C, il résulte
huit pfaffiens principaux d’ordre zéro

1 o o o ol 5 ol Dl
(1.4) wl, @2, o), 0], 0}, 207 — 0, 203 — ), ol + of — 203,

En supposant [}, o, ] =0, nous exprimons, en fonction de w§(k =
=1, 2, 3), les autres cing pfaffiens principaux d’ordre zéro par les
relations

{1.5) of = o

i el =B o 3 oyt e
1 by 0 = B 0f, 2uj—oi=y,0

1 {]}
208 — 0} ==c0), o] + w — 20 =1, @, @=1, 2, 3.

On introduit ainsi 15 coefficients, fonctions des paramétres principaux
(ty, Uy, uy) de la variété et des sept paramétres secondaires, Par dif fé-
rentiation extérieure des relations (1.5) on obtient un systéme de Pfaff
4 15 équations. Les sept paramétres secondaires peuvent étre fixés en
donnant aux coefficients les valeurs suivantes : o, = % =By =P = Y2 = 0,
g =1, n=3=8. Ainsi, le repére canonique est détermin¢: il est un repére
du pr.mier ordre. Voici les sept pfaffiens principaux du premier ordre:
(1.6) o, o, o), o, wl, of o], ol — wl.

_ Mentionnons deux cas d’exception, analogues & ceux de [8]: aprés
avoir donné la valeur zéro 3 cing coefficients, si les autres dix coeffici-
ents ou au moins neuf coefficients sont nuls, le repére ne peut étre fixé,

-
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En considérant seulement le cas générique, nous avons supposé deux
coefficients non nuls.

Nous notons maintenant les huit coefficients qui n’ont pas requ des
valeurs — les invariants du premier ordre

"1'7) %y = Ty By ="%a, Y1 = T3y T35 Tyy £ = Tay T2 T Ve

Gy =8, = 87

et nous exprimons les pfaffiens (1.6) en fonction de wi(k =1, 2, J3).
Soant introduites ainsi 21 fonctions, les invariants du II-e ordre, de maniére

qu’il y a en tout 29 invariants.
A D’aide des équations de structure (*) nous établissons les conditions

d’intégrabilité. Deux conditions qui sont finies
To — 71(T19 ~ Tm) T 7T = 0,
Ty T+ 72(Te — Tg1) + TaTor — TaTez = 0
montrent que le nombre des invariants indépendants est au plus 27; nous
faisons la renotation des invariamts: Tp, “zsee;T2i-
Nous donnons maintenant, avec la nouvelle notation, les formules

de Frenet des variétés Vet V, de S, et de P; et les conditions d’inté-
grabilité. Voici deux des formules de la variété V de Sy:

dA" = —
Ty + T — T W F (T T T T ) w3 A+
+ [(z, — 27, ) oy — 27,00 + (7, — 25, 03] A1 —

27 )@ + (7o — 2} @ +

2400l A% r 3AY = 2[(= - Dyt -
0?4 wl A v i A 2[(5pq + 7os — V0o

— 03 A2 4 [(5,—

+ (1 — 23,631 4%,
dA® = — 2[} A% + (70 + 71 w4 T o) AV + (7, wh +

+ 70 + Ty 9) AP [(7yy + Ty F g+ (Tpa + Tog T
\ + 37 of + (o + 7y 4 37y §] 4%,

(1.8) |

les quatre formules de la variété V de P;:
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dd, = {37y, + 37 + D + 37, + 37, + 7P 0] + By +
4 37, + il A, + oj 4, + wid,+old,,

dd, = (5,7, — T3 Ty — 71 i) @4 T To 0f + 70 0f1 Ay + [(—57p +
o+ 31,, + 1yol + (7, — 3%, + 37,) wk - (7 — 7, +
3yl A 47 efd, -+ (716 @b+ T @ T T o A,,

dA4, = [t ol F (=77, Tt Ty T T6 19! oy +
T Ay - n,0f A, + [(B7, — 5% + 1) o) -+ (37 — 57 +

3

(1.9

) oh + (v, + 37, — 57,,) il A, + (Tgwh 4 Ty 05 + 7y W A,,
dA, = (1,50} + 7,0 + 7 08 4y + [(21, — 7,) 0+ 27, — 7 g+

+ 25y, — Do 4, +[2r— 1) wh+27, 0f + (27, AL B

=Ty — 7o — 3 0L + (=Toy — Ty — 37,0 0F -+ (— Ty —

\ —1,; — 3rg 0l 4,

et quelques-unes des 37 conditions d’intégrabilité:

deh = —87, [0, W] + (7, + 7, — 27, — 8+, o), o] +
(7s — 2759)[@5> o]

de? = 87, [0}, 0] + {7, + 7, — 27,¢) [}, w] — (27, +
+ 8ry) [0, ofls

do? = (v, — 7)), of] + (74 + 47 + 4z, + 4)[w), oF] +
+ (45, + 7, + 4y, + 470 (o7, gl

gy + 7,(%,y + 67y + 67, +2) b7 T — T = 0,

T+ 2T Ty T 67,, + 67,9 + 7+ 7Ty =0,

T T T (t,s — 47 + 127, -+ 4) — 7y — 77y =0,

Toe T 7 (4, + 1y — 47y + 127,) + 7y = Tg 7 = 0,

Ti7a T s T 7y {127 + 4y + e} 4 7y, (5, T 45 —

—d) + 7alr; — T) =0,

s
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oy 35 5Ty T 376, T Ta 87,5 (=57,
58,7 1y - 87,_,5( Bty =+ 37y T 7y) (=)
) (= 5y, 87y g T % T16(2733 TG) i
77 (2% ) =0,
(1.10}
57;3,3 ‘kzbm T23 5-‘24,2 el e k(= 51'-.1.1
37,5+ 1 {7 — 27.) 4 (57, — 37y - 7. (27,5 -
F 8, + (7 4, 4 dn H A @ T Ty b d,, +
47,0) -+ T, (1 — 2z, + 7,427 7o) = 0.

\

On a ainsi, les théoremes fondamentaux pour les variétés V' et V.
En voici le dernier:

Etant donndes trois formes de Pfaff oy, 0l, o), & trois variables, u,
Uzy Uz, e 27 fonctions réguliéres <y, Tpyee; T21 des mémes variables qui satisfont
aux conditions (1.10), 1l y a dans Pespace projectif Py un complexe V de cbnes
quadratiques, défini a une transformation projective pres, dont les formes inva-
viantes et les invariants sont justement les pfaffiens et les fonctions données.

2. Interprétations géométrigues. Si x, y, z sont les coordonnées non
homogénes relatives d’un point A’ situé dans le voisinage du premier
ordre différentiel du point 4,, alors de la relation

A~ Ay + dAy = Ao + wid,, il résulte
xR wl, YR 6f, z o),

c’est-a-dire of(k=1, 2, 3) sont les parties principales des coordonnées
x, ¥, 2z d’un point A’ voisin 4 A,.

Soient les courbes I'y(k =1, 2, 3) passant par A, et par un point
voisin A" situé sur Paréte A,4;. Les équations de ces courbes sont

2.1) (P e — o =0 G, k=1, 2 3; iFjFrFi).

De la relation (1.9,) il résulte que les arétes Ay, sonti tangentes aux
courbes U',.

Soit encore la variété linéaire @, & trois dimensions, tangente ala
variété ¥ de S, au point C. Son image en P, est une famille linéaire @
de quadriques, que nous nommons ,tangente® a la variété I au cdne
C. Avec les formules (1.8) nous calculons dC, et 4 son aide, nous écri-
vons Péquation de @:
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(2.2) @ = ho[x' 3% — (%7} + 1 {8(¢) — xtxd — 7 x2x --
a2 o 2 [8r (% — Texta® + x1x0) 4 M (x")? +
ooy (a2 4 Bre(x®? — mextat - atxt - 2x%x"1 =0
ou, symboliquement:

(2.2" tbz}.{,c+zdz,-g,-.o.

i=1

Considérons encore trois faisceaux de quadriques
(2.3) F=1C+nQ =0 (i=1,2,3)

qui correspondent aux tangentes des courbes Ti;(i=1, 2, 3) de S, dont
les équations sont

(2.4) (Ty=wj=0t=0 G Lk=1 2,3; i~jFkFi0).

Le réseau & et les faisceaux F, fourniront des interprétations pour
les sommets et les arétes du repére.

Le sommet A, est Pun des points d’intersection de 4,4, avec les
quadriques du faisceau F. (2.3) et A, est Pun des points dintersection
de 4,4, avec les quadriques du faisceau F,. Les plans tangents en 4,
aux quadriques du faisceau F, forment le faisceau

Ao X2 - hex® =0,

dont I’axe est A,4,. L'aréte A, 4, coupe A, A; en A,

Observons encore que toutes les quadriquss de la famille (2.2} passent
par A,, que Aod, et AyA. sont situés sur les quadriques du faisceau F,
respectivement F, et sont tangentes en A, aux quadriques du faisceau Fi,
que A,A4; est tangente en A, aux quadriques des faisceaux F; et F,.

D’autres interprérations dérivent en considérant le point adjoint de
Voss, le parallélisme Myller et la déviation du parallélisme Myiler,
avec les significations attribuées & ces notions pour Pespace projectif en [2]:

Quelques points adjonts de Voss offrent des interprétations pour
¢ing invariants {voir tableau (2,5)).

Quelques déviations du parallélisme Myller donnent des interpré-
tations pour d’autres cinq invariants (voir tablean (2,6)).

Signaions encore les faits suivants: les arétes A,A, et A,A. sont
paralléles au sens de Myller par rapport 4 A,A, 4 un déplacement de A,
le long de la courbe T ou I;. Vu que les plans A,4,4, et A, A, As
sont tangents au cone C, il résulte d’ici que [, et I', sont des lignes
asymptotiques sur la variété V.

En considérant A4, A, comme la normale projective a la variété V
(4,4, A; étant un plan tangent a vy, il suit [2] que =i et =y, sont la
courbure géodésique, respectivement la torsion géodésique des courbes
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. L. . 4 un déplacement
Le Pg;“{,:;"”"‘ de T'aréte LUl de 4o le Lllt:gg de
A, Ay A Ay Ay ',

2.5) Ay Ay Ay Ay A, T,
PL=A,— 715 4 Ay Ay Ay Az r,
Py=Ay— A Ay A, Ay 4 Iy
Py= Ay —20: Ay Ag Ay A, A l,

P, = Ay + (55— 270) Ao A, Ay Ay As I\

: La déviation du parallélisme Myller
A un déplacement ——
de A, le long . par rapport i l'arcte
de la courbe de l'aréte Ay A, Ay As Ay Ay
Ay Ay e 18 0
-111 Ay Ay T - 0
Ay Ay 2og — T 5 — 271 -
2.6) Ay Ay 1t
1‘2 Ao Ag Tap 0
Au A3 2‘-’]: T 2720 -
Ay 4 - 18 "1
Ty Ay 4: T3 - Tz
Ao Ay 27— =y 1—21 —

Py sine=0 respectivement =19 = 0, I, sont des lignes géodésiques, res-
pectivement des lignes de courbure de deuxicme espece Sur V. En con-
sidérant A, A, comme normale projective (4, A, As étant un plan tangent
A V) on obtient des résultats analogues pour <s, Tiz €t les courbes I';.

De la méme maniére, en notant par .. la courbure de parallélisme

)
de la direction 4,4, par rapport a A, Aj, il résulte de 26):

T = ey T oy s T T Hpgyd
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Les équations des droites caractéristiques des plans ¥ =0 (i=1,2,3)
3 un déplacement de A4, le long d’une courbe guelcongue T' étant:

{1 ela? + 5, wdxt 4 [, — T e + (27, — T) @
+ (21, — Dojlx® =0,

i=21aix" 4 7 eix + [(27, ol + 27, o} + (27,

{
2.7 .
( ) ,.:4) "")3] x.i . OJ
R DA I ST 75NN S HC s P | NPOS RS SN
t=3wx R e T RO X (o5 +
Tag ‘”5 F Ty (.)g) =0,

les droites caractéristiques résultent immédiatement de ces plans 4 un
déplacement de A, le long d’une des courbes k=1, 2, 3).

En particulier, 4,4, et A, A, sont les droites caractéristiques des
plans x! =0, respectivement x* - 0, lorsque A, se déplace sur I', res-
pectivement I';.

Quelques autres observations relatives aux faisceaux F, (2, 3) et a la
famille © (2.2):

Les points doubles des involutions déterminées par les quadriques
du faisceau F, sur les arétes 4, 4,, A, A4;, 414

Psg (l Tyy l —T;: 0, 0},
(2.8) P:{0, 1, 27y, 0},
Py (=4, 0, 27, 0)

offrent d’autres interprétations 4 trois invariants.
Soit le réseau de quadriques

(2.9) R=7,C+7, 01+ 7505 = 0,

extrait de la famille @ (2.2). Nous le coupons avec le plan x' = 0 et
nous déterminons, dans le réseau de coniques obtenues, le faisceau de
coniques dégénérées. Le lieu géométrique des points doubles des coniques
de ce faisceau est la conique

(2.10) 27, (x2)F — 275 (x%) — x*xt - 2000 = 0.
La polaire de A, par rapport a cette conique coupe A,A4; au point
(2.11) P, (0, 0, 1,273)

ce qui donne une autre interprétation a .
3. Autres considérations géométriquzs. Afin d’obtenir de nou-

velles interprétations, nous associons & la variété V', les variétés non
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holonomes linéaires V7, (1 =1, 2, 3), ayant pour éléments de base le pm_r}t
A, et les plans x' = 0 qui contiennent A,. Les équations de ces varic-
tés sont

(3.1) wi=0 (=12 3).

Soient les variétés V%, up point A'(X°, %%, %) voisin a 4, si.tu_é
dans le plan tangent x'=10, la droite (P) =d4,4" et la droite caractlérlsu-
que (A) (2.7) du plan x' = 0 dans lec déplacement détermine par (). Les
deux droites, (D) et (A) passent par Ay La polarité Pantazi-Bompiani
[2,4] induit dans le faisceau de droites ayant §e centre 4, et situees
dans le plan x' =0, une projectivite. Nous établissons les équations
de cette projectivité et ses droites unies (qui sont aussi l’es tangentes
asymptotiques de V) au cas de ’homographie générale, de ’homographie
parabolique et de Pinvolution. Nous faisons les mémes considérations en
ce qui concerne les variétés V:, et V3. Nous obtenons aussi les con-

ditions d’holonom’e des variétés V.. Les résultats qui apportent de nouvel-

1

les interprétations pour quelques-uns des invariants sont compris dans le
tableau suivant:

Les droites unies de la projectivité

L lc 1 .é .
%8 -;é‘ .—g Les équations L’homogra- ‘
E‘f 2 s de Ia L’homographie phie L’l}omogrgphlc
<ol <8E& projectivité générale parabo- involutive
J2E| A58 lique
‘r,u3=-.2_“ =x*=0 d=x=0
V2 Tt e Ty = |(sgmmg+ 2720 )% + A=t 0 219 x2 b
3o 25,=0 =(272J—1‘5);""+ + (27, — Da¥= R A
-[-(?-.“—l);"! =xl=0 = x! "—"0__‘ L
'?2) = Tl;:l =3 =0 KRB=xt=
2 |t 7T = (mi—7a b Zmednt + 2= xt =0 20 5t +
B | _20=0 = @eygmr) X H|(F 2rg— TS T S ge
+ (21m—'.*)},"’ =x*=10 =x=
Ty =T PEUNS ., o Ty Xt + (T
+l _'-:6 e (212 + G \/Tls « + + lw"*ﬁ.—_._) .
L T3 X - 2 . 17 TreTaed =
V;?g — =0 gy, = o X+ e E ll_*_\j:.;’.’c-:z E—
Ty —'l.ﬂ' +_-20(x2)2=0 =x3=0 = X =
+ oy XF

I — Blawematica — Universitate
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On retrouve la condition connue {4] que s' les conditions d’holonomie
sont satisfaites, I’homographie devient involutive, En ce cas mous consi-
dérons aussi les surfaces X (i= 1,2, 3) tangentes aux variltés vz ; alors
les droites unies de Pinvolution sont aussi les tangentes asymptotiques des

surfaces =, tandis que les équations des lignes asymptotiques des surfa-

ces 2'. sont:

i=liol=0]=0; 2r,0f + (27, — 1)} of = 0y = 0,
(3.3) i=21wi=0,=0; 211w$+(2715—74)033=m3-—'0,
i=30)="T, wg + (=7 £ l-;'.'c' - ‘:IGT’.!O) @y = 0.

Nous considérons aussi les variétés non holonomes linéaires V! ayant
pour éléments de base les droites A,Ad, et A,4, — les tangentes asymp-
totiques des variétés non holonomes linéaires V2. Lorsque A, décrit une
courbe arbitraire, 4,4, et Av4, engendrent deux surfaces réglées, Les
conditions que ces surfaces soient développables donnent les relations foca-
les de ces deux variétés Vy:

AoAl:ng" + iyt = 0, wjx"+ ol xt = 0,

(34)

AoAz:co{‘,xO—}—w;xz:O, o x0 o) 2 =0,

Compte tenu des formules (1.9) et en éliminant x°, x', x% de (3.4},

nous obtenons les équations des courbes focales des deux varietés Vi Les
tangentes en A, aux courbes focales forment les cOnes de Mulus associés

au point 4, par les variétés V) considérées:

— ; BT - - -
M1= L|7|l-2)2+TlﬁAi ¥ -+ ~13x2x3-— |.1'kx3)2 —0,

(3.5)

My= 719 (¥1)% + T #1242 F 7 2143 — 1y (232 = 0.

Ces cones sont tangents aux plans tangents 1? = 0, respectivement
1 =0, le long des tangentes asymptotiques A, A, Ay A, respectivement.
De méme ils sont tangents au cdne C le long de 4, 4y, Ay 42 respecti-
vement. 11 suit que, par les cones de Malus, on associe au complexe V
de coénes quadratiques, d’autres deux complexes de cones quadraiiques, ainsi

qu’ad chaque point du domaine considéré de P; sont attachés trois cones
du deuxiéme ordre: C,M,, My, ayant les sommets en ce point, les cones
M, et M, étant tangents au cbne C suivant deux droites: Ay 4, respecti-
vement Ay 4,

La configuration formée parce triplet de cones quadratiques mérite

une étude spéciale.
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GEOMETRIA DIFERENTIALA A COMPLEXELOR DE CONURI PATRATICE
IN SPATIUL PROIECTIV CU TREI DIMENSIUNI

Rezumat

Se considerd o varietate tridimensionald V de conuri pitratice in P,
si imaginea sa V dintr-un spatin proiectiv cu 9 dimeasiuni S, Se deter-
mini reperul canonic al varietitit V si al imraginii sale V cu ajutorul
metodei reperului mobil a lui Cartan, se dau formulele lui Frenet (1.9),
(1.8) si se enunid teorema fundamentali. Se dau apoi interpretiri geome-
trice elementelor reperulur i unor invarianti, folosind reteaua (2.2} tan-
gentd la V in Py, fasciculele (2.3) extrase din aceastd retea, punctul
adjunct a hu Voss (2.5), abaterea de la paralelismul Myller (2.6) s.a.

De asemenea se asociazi varietdfu V, varietitile neolonome liniare
V3si Vi avind drept elemente de bazi punctul 4, si planele x* =0 {{=1,2,3),
respectiv dreptele A, 4, s A, Ay, se cerceteazd proeciivitatea indusd prin
polaritatea Pantazi-Bompiani (3.2}, si se gasesc curbele focale ale varie-
tigilor V3 precum si conurle Malus asociate punctului 4, (3.3).





