MACHINES TURING et T-SCHEMAS
PAR

CoCAZACE

Dans cette Note, nous introduisous la notion de 7-schéma qui est
équivalente 4 la notion de machine Turing. Les [-schémas représentent
un appareil commode pour traiter certains problénies de la théorie des
algorithmes. Elles permettent aussi la mise en évidence de la structure
interne des programmes des machines Turing, Selon notre opinjon, les
T-schémas sont des schémas d'algorithmes, dans le sens attribué i cette
notion dans la programmation des caleulateurs électroniques, dont les
composantes sont des opérateurs trés simples, qui réalisent les mémes trans-
formations que les instructions des programmes des machines Turing.

I. Soit & une classe de machines Turing avee les alphabets des élats
externes égaux 4 Pensemble @ = {ag, a4y ..o, apl, (P = 2) b les alphabets
des dtats internes dgaux i des segments initiaux de gy, ¢y, ¢,

Comme d'habitude, ay, ¢ ¢t g, scront respectivement la celulle vide
sur la bande d'une machine Tuaring, U'état interne initial et Pétat interne
final.

Le programme 21} d'une telle machine M contient quelques instruc
tions de Ta forme ¢, ;= g X ot X est ¢gal a2 5 {déplacement & gauche),
D (déplacement & droite) ou wyles € ¢). Les instructions pour lesquelles
x= 0, sont appelées (nsfructions  finales. Un conteau &b, ... b ... b, do
la bande d'une machine Turing, un état interne ¢; ¢t unc celinle visée
by, forment une configuration désignée par b,b, ... g;0; ... b, 31 la machine
Turing M transtorme la configuration U, ¢, &, 17, en U gy b, 1, on reprisente

. = . - L]
cette situation par M U b V= UgbgVy ou par M (U0, V,) = U, bl V..

2. Cousidérons un graphe orienté G = (%, 1) oit ¥ est un cnsemble
de machines Turing (de la classe & ¢t A un ensemble de paires de ma-
chines du ¥, Nous attachons a chaque paire (3, N} € 11 un ensemble f,
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de maniére que  C [, (I, ou f{M) est Uensemble des instructions
finales de la machine M. Dans cc cas, nous disous que les machines M, N,

) s :
sont fo-connectdées ¢l nous notons cela par M= N Soit Wes, (M M, L

LMV = GO et M= 0L (pour
chine M est copreclement comneelée aux machines M, 1,
enscibles £, foo oL f, sont disjoints deux pan deux.

1,2, ...,

7). Om dit que la ina-
con ML s les
On appelle 1a

machine M de & — machine finale du graphe G 510 f,C /(M) Pour toutes
=1 =

n
les machines {inales M, les instructions du f (1) U /i seront nommeées
i=k

instructions finales du graphe . Soit ensuite une machine fixée My de X
qu'on appelle machine initiale du graphe G Une suite de machines M, A .
<o My sera nommdée chabne maximale du graphe G st (M, M, ) €0 (pour
F=01,... 4% 1} et s1 M, est une machine linale. On appelle le graphe
(r, graphe correct, si toute machine de X appartient au moins a une chaine
maximale. Enfin, le graphe correct (¢, oit toutes les machines sont corree-
tement connectées, sera nommé T-selhéma (schéma Turing). Les machines
de X seront nomunées composunies du T-sehéna
Soit {7,¢, 5, 1) une configuration sur Ja hande de Ia machine initiale 1,
du 7-schéma 0 On dit que le {-schéma G transforme (finalement) la
configuration &' ¢, 0 Iy dans une configuration  yg,0, 17, s'il v a une
chaine maximale M, A, .. .. .M, de maniére que
a) A (U oy qibi a1y = Caoagaby o Vies (pour i
b) Upw= Uy by p = by iy o
¢) Linstruction finale utilisée dans la transformation M Uy g, byoy
Uy = Uggoby 17y est uue dustruction finale du graphe .

M

y ey o

-0, 1 LR

* -
Dans ce cas nous allons utiliser ausst les notations G U0, 1= 170,17,

ou G{U OV = Uyby .
énoncdes plus haut, n'existe pas, alors on dit que & {06 1,) n'est pas dé-

terminde.
3. La machine Turing M est dprvalents au T-sehema (81 pour tout

Uiy Ty on o M (U T = 6 (U6 17). L'équivalence entre les notions
de muachine ct de schéma Turing résulte de deux lemmes sunivants,
Lemme 1. Toule machine Turing M est équivalente @ un  T-schéma,
Démonsiration. Ta machine M sera équivalente an schéma S — (X, )
ol X = {Af}, - , M étant en méme temps machine initiale et machine
finale du ¥'-schéma 5.
Lemme 2. Tout {-schéma S est dguivalent q wne mochine Turing.
Démonstralion. Soit le T-schiédma § = (%, AN oh ¥ = (M, M, ...
.. M) Onoremplace dans les programames < (M) (pour 1 = 1,2, ..., n)
les lettres ¢,.q,. ... par d’autres lettres dans Pordre suivant

Sioune chaine maximale, dotée des propriétés
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al On templace les lettres ¢ de (M) par -
by =1 W est la machine initiale dw schéma S, on remplace ¢@ par
¢qy. On remplace cisuite les lettres ¢ par g lioi ¢ fait partie des -

structions finales duschéma S et parg ! 1M, iR _1[} etgl entrent dans les
instructions de f7. .

¢} Eniin, on remplace toute lettre gl par une fettre de lasutte ¢a, g3.. 0
de maniere que la correspondancee gt =y, soit une correspondance bivuivo-
que sur un segnicnt nitial de la suite donnee. .

l.a réunion des instructions ainsi obtenues formera le programme & ()
dune machine Turing M qui est équivalente au 7-schema donné 5.

LTS T T P, N, sont quelgues fescheras, on peut former un nou-
veau Teschéma on connectant quelques machines finales des 7-schémas
donnes i d'autres composantes de ces sehémas e maniere que le nouvean
graphe obtenu soit aussi un graphe gqui respecte les conditions  données
dans la défimtion du F-schéma,

Un 7-schéma de la forme 5, — 5., oit toates les machines finales du
F-schéma S, ont été connectées (par toutes les instructions fil,l('llcs du
T-schéma S,;) a la machine initiale dun /-schema 5, sera nonnmc /)‘I"rd'lr.'!
des T-schiémas S,, S, ot sera noté par 5, S,. Fvidemnient, le prodmt es
T-schémas est associatif, 51 5 Si= in 5, = 5 Jeprodoit S5, 5,
sera noté par S".

SO Z)l P, o= l',,.-"-‘,l , ot le 1osehiéna S ne change pas le contenu des
cellules @ gauche de U, (4 ganche de ) et @ droite de V) nous disons
que 5 transforme d'une manicre correcte (strictement correcte) 1;.1 confi-
guration LU, g b, 1y dans la configuration Uggohy 1, Pour ces notious. o
utilisc lef notations

* sl

: STU LV = U, bV,

respectivement.

Quelques composantes d'un F-schema S pewvent ctre Sgales entre
clles. Les machines fo, £, ..., L, différentes entre elles deux & deux,
seront nommées ¢/ édments du T-selidima S, si toute £, entre, an molns une
fois, en S comne composante ¢t mversement, toute composante se trouve
dans la suite ., [, ... E.

Deux 7-schémas S, ¢t 8, sappelient dgurealenies st pour toate conli-

et =y U, hol ',

N Uyl

- . . x g o N . A 5 ) g
guration L' ¢, 6,17 on a S, (U0 1) = 5. (UL 0. T70) Encecas on dorit b, 22 5,
Nous allons démontrer cnsuite, que tout F-schidima est dquivalent o

un 1-schéma construit de trois ¢léments,

#. Si M est unc machine Turing, pous allons noter par M ! la machine
obtenue, en remplagant partout dans le programme de la machine M les
lettres D par S ol inversement,

Sotent les machines 7. 0, 1,

oi
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13 > Gody,

Gyt —r iy dy,

1@y = qo D,
18, = g, ),
-_:-'.‘(']') A R ._;3(])) SR B TR

hidp—1—Fodp.

Gfr8p > gpdy,

Gy pr =+ gold,

i = gy 1),

Lvidemmment, 7%t > D VD DOV~ Fon (U0 = U017 pour
toute configuration ;g 0, V.

Théoréme 1. Tout T-schéma est équivalent @ un T-schéma formé
par les ééments 1T, D, D -1

Démonstration. 11 suffit de démontrer, couformement au lemme 2,
que toute machine Turing est équivalente & un F-schéma formé par les
éléments T, D, D' Soit done Al une machine Turing quelcongue. Sup-
posons que dans le programme de cctte machine apparaissent seulement
les états internes ¢q, g, ..., ¢.. Divisons les instructions de 9 (M) en s
classes &, &, ..., &, cn introduisant dans la classe & toutes les instruc-
tions de la forme g;a; = o5 (J =0, 1,..., p). Pour chaque classe €, nous
construisons le T-schéma S; de la figure I, ot I, = T #% la connexion

PR 5 . A y o . .
I =Y se fait a Vaide de Vinstruction ¢, a; | = ¢, a; ct

D Si (')r']' — q-; D. i
X
‘Yij = D 1 Si (.L)u' = qa_:\"
TP g o — yoag. /
A Taide des T-schémas S, ainsi coustruites, nous Ko X Xy
formerons eusuite un sceul 7-schéma 5, en connectant toute
machine X; a [y si o,; = ¢,8 {« > 1). Le T-schéma S ol
1, est la machine initiale et X;; pour lesquels z = O, sont
des machines finales, sera équivalent 4 la machine donnée M. -
1.

Exemple. Soit & = 10, 1, 2} ¢t la machine M avec
le programme

GO g, 045, ¢,0—q0
¢ (M} = gl=>q 2 gltogl. gl —ge,
Q2—=>q,1, @2ogD. BLog,l

Cette machine sera équivalente au 7-schéma de la figure 2.

Un T-schéma S, construit par le procédé exposé plus haut, met en
évidence la structure interne du programme #{3/) ¢t le moveu par
lequel une achine Turing réalise ces transformations,
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3. Nous allons moutrer, comme une application directe, ue toute
fouction partiellement récursive peut étre correctement calculée par un
T-schiéma.

Considérons dans ce but des machines Turing pour lesquelles & = 10,1},
§i A est une telle machine, nous allons noter par M la machine dont le
progranine s'obtient en remplacant dans le programme de la machine,
les ¢tats externes 0 par les états externes | et inversement,

e e —— _T —_— o LART TN
,/ ! ™~
= B
E] T—J - D N TJ
;
D T T7 D T
Fig. 2

Soit f(v,, vy, ..., x,) une fonction arithinétique partiellement définie
et soit @ le domaine de définition de cette fonction. Notous ensuite par
1" un groupe de n ounités. On dit que le T-schéma S caleule correctement
la fonction arithmétique [ si

a) S 00110 0 015t 0 =) 0 1A=x o xe) ¥ 1)
pour (x,, %y, ..., .x,) €D et

b} le résultat de Pactivité du 7-schéma S n'est pas déterminé pour
la configuration ¢ Ol5+1 010 O1%+10 si (&, v, ..., x,) & 9D

Théoréme 2. Toute fonction particllement récursive pemnt étre correcte-
ment calculée par un T-schéma.

Démonstration. 11 résulte de la définition de la fonction partiellement
n(éc)ursn'e, quil suffit de démontrer que les fonctions élémentaires

" - ok | r - -
a (xllx‘.’,z"'lxu) - U: -'p" ('\'], '\21 ..... \r“l:: = .\,lr_, (] p'_-. }1) et S(x)=3:+ 1
sont correctement caleulables a l'aide des -schémas et les opérateurs de
superposition, de récursion primitive et de minimisation conservent cette
propriété.

Soient les T-schémas p 22 72, 4 2= Dp, B= DpT. Lividemment,

ATe1"0/=>¢1"0, B::1"0/=>:0"0 (c=0,1;n =0).
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{x

A Paide de ces f-schemas on construit les F-schémas

i G -
R=Dpl} LR ADTATDAL Y 0 Dp 427 v tpd it

] 0

13
Bty

i

-

+
non
(s {{ Ry o WHRIEDL

.0
Bova '

On peut voir gue
RoO101m0 =00 0180 {a v = U),

Q01 00T =501 00 (v =0,

0, 101010 O O0R 000 L 00 =

TN I I I T AT L
Il résulte, en notant par O™, fn0 et 5 les 7 -schémras qui ealeulent
les fonctions elémentaires, que
Om= "R "D [:ﬂni o A" Brr (AL R A BYR 1= Nz AT

SiH,G, Gy Gy, o, GLosont les /-schémas qui caleulent correctement

les fonetions A, 2. 8¢, Zu, .- .. 2., alors la fonction [ obtenue par superpost-
tion, récursion priniitive ou minihwisation conformément aux fonmles
1) [y, xa, .o Xy =

R T & S R

| | [ =a
2a) | 7y o 1) =R (v, £ ().

= 0 {o, (X, Y, ..

o) : flogoa, o x, O =g (v, X oo vl vl
- o G, B, - - oot re B N T ORI S Uy i £ TR T8 TR )
3 L () e - - - v ) = gey (g (&0 Ay Xl M=k

peut étre correctennent calenlée respectivement par fes  7-schémus suivants:

(1) Fas (10,6, (RA=) AN AT B A H
P |

9 " ¢_-_ 2 - L al
(20) P A TDAT AT DY A 2D pDQHRAB 1A FTDT
Q

4
DTARADB Y1
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w1

{2h) i 1" D r Ry
. TS
a2 T DV RA 2D PO, GHRAB TD AT -4
0

L g
el Tymklial R Bos' el =)

¥ f
{:; |" .I.-_. i I]) ‘ it i(‘)-u ] .1"(.' 11‘):1.' 1('-‘] =13 (_1 i ]\’;I” __]n l; -n ] 1 .

1#i1
Y Drphtp (D TR (DRl ot
I-IJ,. an, .
Iy '/J._;;{"H ""-—b
4
Arp-r X

et g: 01 01£0 =00 .. 00

Conséguences. 1. Toute fonction particllement récursive est correcte-
ment caleulable par une machine Turing avee Valphabet des états externes
égal & (0, 1] (Theoreme 2, Temmnie 2).

2. Toute fonction arithmétique obtenue par un nombre fini de super-
positions a 'aide des fonctions d'un ensemble donné M, peut &tre correc-
tement calculée par un 7T-schéma, obtenu sous la forme d’un produit ol
entrent les 7-schémas qui calculent correctement les fouctions de M et
les T-schémas 4. 4", B, Bt R et ¢

3. 11 v a les I-schémas X,,Y,, Z,, p,, de maniére que la fonction f
obtenue a I'aide d'un des opdrateurs 1), 2a), 2b, 3), peut étre correctement
calculée respectivement par un 7-schéma de la forme

1) 0,6, X,G. N, ... X,G. Y, H,

1 |
2a) Nop HY.,
4
o b
-\3(—' Y:lf’:s H-Z:h
+

- ¢!- -
X, Y, Gpy.
+
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MASINT TURING 81 T-8CHTME
Rezuimag

Se introduce notinnea de T-schemd, care este cchivalentd cn notfinnea
de magind Turing. 7T-schemele reprezintd un aparat mai comod pentru
tratarea unor chestiuni din teoria algoritmilor, In acelasi timp, /-schemcle
pun in evidenta structura internit a programelor maginilor Turing. Se arati
¢a ortee funetie partial recursiva poate fi calculatii coreet {in sens AL 1. Mal-
tev) de o Z-schemd pentru care alfubetul stirilor interne este tormat din
doud simboluri

SUR LES ALCEBRES MATRICIELLES-TOLVNOMIALES
A SCALAIRLES REELS
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1. Le but de cette Notc est de démontrer que l'ensemble de n-uples
ordonnées de matrices réelles du type (#, n} peut étre orgauisé comme une
algébre d’ordre #? sur le corps véel, dont le produit est défini d'une maniere
similaire a4 celle spécifique aux algébres polyvnomiales. Nous allons aussi
construire effectivement ce type ¢'algébres dont les propriétés de strue-
ture seront également étudides. Nous utiliscrons les notations suivantes:

B — l'algébre compléte de matrices d'ordre #? & scalaires réels: 4 —
Pensemble de #-uples ordonnées d’éléments de W: 7 — la matrice unité
de 2, R et K, respectivement le corps réelet le corps complexe; P(n)—
un polyndéme de degré n a coefficients réels; H — Falgéhre engendrée par
P(2); e; une base pour W, dont la loi de multiplication est

(1)

ey pour =g,
e e ={ ' J

} pour

2 .y

2. Soit xe= Ay Ay, oo A,) et ¥y = (B, B, ..., B,) deux éléments
Elna’ 4. Nous définissons la somme des éléments x et v et le produit d'un
€lément de 4 par les scalaires de R, respectivement par

(2) rbyve= (A4 + By, Ay + B, ..., 4, + B,),
(3) = (rndy, My, .o, he).

3
hd
On constate facilement que, doté de ces opérations, l'ensemble 4 est un

espace linéaire de dimeusion #° sur K, dont une base est donnée par les
€léments

J=k



