r QUR UNE GENERALISATION DI 1 EQUATION
DE VOLTERRA®
PAR
SENDER SOLOMON

§ 1. Seit I un cspace de Banach. Solent .\l espace topologique et
o UNe Mesure positive définic sur un s-anncau [ de parties de X.**) Nous
Supposons yue tot compact est n-mesurable. Soit Py - Poune applica-
fion de X dans T telle ques
1.1 I adhérence de P oest compacte et sommable.
1.2 lim p(2A0) =90 (A étant la différence symétrique).

¥y S o .
Soit € = C (X E) Yespace des fouctions continues i X — E. Sotent
iy € C et f une fonction continue de X N x F dans E. On considére 1'opé-
rateur A : C = C.

1.3 (Au)(x) = w(¥) A= \f(x,y, (v))dy (Vintégrale de Bochner; dy=dp.(y))
P

x

Remarque 1. Un opératent similaire a été consideré par A. Haimovici.
3, 4]. Un de ses résultats est  le suivant:

Soient ¥ = R*, E=R et fbornce; alors il ¥ a un point fixe de 1'opé-
rateur o (v.[31).
Remargue 2. Une fonction continue i : K—E (K un compact sommable
de X) est Bochner sommable sur A, Voici une démonstration directe trés
“mple qui sera utile plus tard.
La fonction continue st aniformément continue pour la structurce
uniforme du compact K. Done, pour tout nombre positif z, il existe un
entourage 17, fermé dans K~ K. tel que

Lufy) — u(y)| <= e pour (v, V) el
) Les résultats principawx ont ¢té publics dans les CR. Acad. Sei. Paris, T. 267,

pp. 264 266, 1968,
e [ terminologie est celle de Bourhaki /27 et celle de Zaanen 7]
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K étant compact on trouve un enseimble fini ty o ox
tel que

IS pck
K= Ul(v) oit V(v) = (v (. v)el
i

I étant ferme dans K< K. 17(v,) est fermé dans & done compuct et som-
mwable, Los cnsembles

- - _l
Ay = Ta), de = Flad - V() o Ay = Fla) — UVl

i=l
sont sommables et (] est une partition de ensemble K. Soit 1a fonetion
étagée f de X dans F -

"My = Za(xy) g ()

St vg K oalors h{v) =0, 8 veK, il existe 7 tel (que ved; et vgd, pour
k=4 Donc

at(x) = ) I =Fu{x) — u(w) | <z,
car x€l7(x,). Alors il existe une suite de fouctions etagées uniformément

convergente vers la fouction u, prolongde par zéro en dehors de K. La som-
mabilité de Ta fonction # sur K est démontrée.

, = . . .

Remarque 3. 1,'espace € muni de la topologie de 1a convergence com-
pacte est un espace vectoriel topologique localement convexe déiing par la
famille des seminormes

e = supn{y), K étant un compact de X
xE K

Dauvs le §2 on suppose rque Pespace € est muni de cette structure.

_ S2 Lemmel Soicnt X un espace topologique, Y un espace quasicon pact:
£ wn espace wniforme ot g wne application continue de X XY dans 7. Alors
I"ensemnble des applications de la forne x — glx, v) pour Y € Y est équicontinuy.
o ] a ¥ T y, X
] Df}{ro.lzstf"aimn. Pour tout entourage I7 de Z ¢t pour tout couple (v, v}e
cX X}' il existe un voisinage F, ., de v dans X et un voisinage W, . de v
dans Y tels que

(1 (g(x, ¥), glx, v))eU pour veV,, ot yell,
L’ensemble de parties (11" . veY) contient un recouvrement fini de Y
Wy s i 1S7= pl.
I, = ﬂ V. s, est un voisinage de v dans X. Soient veY et
(2) | vel’,
I} existe un indice % tel que
(3} veWw, ,,

3 .
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La telation (2) implique
() velev,
Diapres (1), (3) ¢t (4] on 2
(e{x, 1), glx, w))el ot
(glx, ). glv. wjel.
En supposant que Uentourage U est symétrique on a
((x, v}, g(x, V))el pour xel’, et vel,

Lemme IL Soient N ot ¥ des espaces compacls, Z i espace Ioﬁolr:gz;;m:
séparé of g wne application conlinue de XY dans Z. Nors ft’il.\'tjmb[; des-
applications de X dans g(X x Y] de la forme v — glx. v) powr veY, est wnr-
forménient équicontini. o ‘ pim

Démonsiration. Les espaces X, Y ¢t g(Xx}Y) sont, ('l.um. iu:'nue;_(
unique uniforinisables étant compactset la conclusion est cohérente. L appli-
cation ¢ de X xY dans g(X xY) est continue sur un compact (10!1(:21l111-

I o . -l '} F . - -
formcment continue et on appligue la Proposition 2 de (27, ¢h. X, §2.
Théoréme 1. Supposons les condilions:
1) sup wy(x)| = # < @
X )

2) | flx, x, 2| =aly) on a est atne fonetion sonunable de X dans R,

3} La dimension de Uespace E est finie,

Alors il exisie un élément five de Uopéralenr A.

Démonsiration. Nous utiliserons le théoréme de point fixe dg&chz_{utler;
Thychonoff sous la forme domnée par Hukuliara (v. {§]). Soten

! . r I P ’ ey -
", \:r(v)dv et + = % + £. Nous considérons la partie 3/ de U'espace loca

X
lenient convexe €

M = {u; sup |u(x) — u{x) | = B
W est Termé et convexe, Montrons I'équicontinuité de A4(M). Soient un point
v, de Xet = un nombre positif. 1'ensemble des apphcatl’ous\do la forme
V= f(v, v, z) pour veP, , zek, |z) =y est équicontiun d’'aprés le lemme
EELE T - 1y v E = :
I. Done il existe un voisinage 1 de v, dans .\ tel que

=

Dl o)) — flaa v S =

\
o

pour vel', ueM et ye P..

D'autre part
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(A1) xg — {Au) = mfry) o) ‘!"Es.f(-\'u»_"J 1{¥))dy — \f( vov e v))dv
P W

-+ \f(‘ v, i V)l — ‘l_f(.\'._\', 1 Wdy| = wa{xa — ngy) -k
.1“ -pl

L

\ Fixg, v a(v))=fiv, vy dy \ flv, v (),
» Poap

n 'ir
Papres la relation (1} ot Uhypothése {2) Uensemble des fonetions A
est équicontinu et [(An)x = v, Par suite A(M) est relativement compact
dans € (v. 6] ou 2] ¢h. X, § 2 Cons. [, Th. 2). De plus A(M)cCM. En-
fin montrons que Uapplication 4 de M dans M est cantinue. 11 suffit de
prouver que application . de M dans (M) est continue ¢t nous utili-
scrons la topologic de la convergence simple de I'ensemible ¢quicontinu
A(M) (v, 6] ou 2] ch. X, § 2, Cons., Th. 1).

Soient v, un point de X, = un nombre positif ¢t 5 fa boule de centre
s6r0 ot de ravon v de Uespace F. Lapplication de 2, 25 dans F de la forme
(v, 2) = flxy, v, 7] est continne ¢t d'aprés le leme TH il existe un nombre
positit r tel huc

flagy n(¥) = fleg you(y)| E ()

pour u, veM, #—v P <t et _"61)% ’ :

Fur
Aot il résulte la cotinnité de Vopérateur . et Uexistence du point fixe.
Soit S 1a houle de centre 5, et de rayon r dans l'espace de Banach E.
Théoréme IL. 5
1) L'ensemble flX <X = 5] est velaflvenient compact,
2y ary = 59 = C-le,

3) w(%) = min (rfa, 1} ot x = sup Jlxo v, 2,
X=X"S ’

alors il existe wn point fixe de Popératenr A dans C.

Démonstration. Soient K, = fIN =N x5) ¢t K = 5} teo (K} -1 2}
Nous utiliserons le méme theéoréme de Schauder-Tychonofl & Ta partie M
de C(X; )

M o= tu; (X)) C A
1 est un ensemble fermé et convexe. A(M) est un ensemble dquicotl-
tinn de fonctions (v. ln démonstration du Th. b Puis
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ION— - ——
DR LCREQUATION DE Vi TERTEA

{ x \ v v, u( ) dv = 2’ =r.
’,

l) APPTCD 11 !(‘1“(11([‘.1(.‘ = (111 \\ l on trouve une "\.ull(' dl"‘s i).l At100s f1es {.1

. b 4 [| | .

(lc 1 I ‘ F il l.,t e U1 LL' (l { “Hﬂ_‘lnl) [ l]nl."\_ :’\.“" ( _\ ‘Q ~ liu\
i ]

p{n}— ¢ = &f(.\'.x', (V) dv = him X fx v () wl-h O )=
! Ll .. s ! = N
Py &
R R AT R T
syl ) N Al vy w5 e o (i)
o (P A0 v 06D
Clest a dire QM. Ne plus A{M) est relativement compact dans ¢
reste A prouver la continuité de Vopératenr .'1 : IE[ ! (;’f[). .
Lemme. Soil g une fonction continue de N wF dans . Alors lopéra-

ey g1 C = C e la forne (g&'u)(x) = glx, u(¥) lcs! t:on'{-mu. » i
(T suffit de considérer X = cmnl')act'et puis la d(’ll]]ﬂ!lstlﬂtl(l]l]lt_‘.hl ana-
loeue A celle counue pour le cas N o= 111t0r\':1115.-.cumpm:t de R.) X

7 par conséquent, ctant donuds un nombre positif = et un pont VL EN,
Lgiste un numbre positif 4, tel que

g

flr v o) — J(¥e yo 1(x)) /{I(_I;_,_)"’

"

! [l g

pour 7 ip et vel,

,'(” n

d'oir il sait
. A . N d i s o’
== A1ty = (A0)d — (Aa)x, | < = pour |w— ], <%
-

1. théoréme est démontré. ’
‘ : = ) 7 ot ¢ étant des

Remargite, Supposos que flx, x, ) =gy, V) Iy, 2) gz th ._,_a.'fF !
onctions continues) ou que Fensemble des tn‘nctm_u:, de . .l ans .‘1 g ;;
forme ¥ = f(x, 3, z) pour (v, HeX n L est ¢quicontimt Alors la conclusio
du Th. I1 reste valable dans les coutlitions suivantes:

1y fllx) X Py X S) est relativement compact ponr tout ve Y

2) g = 2o = C-le:
3) sup (fly, | =2 <o
XNRAXS
4 w(P) =l ,
(1 faut preudre dans la démonstration :11 =lu; HE’C., :r(.\)c.?;)
Puis les dernigres conditions 3) et 4 peavent ctre remplacées par les sw-
vantes, plus géndrales:

L, v, 2] = by, x) = o]
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ol ¢ est une fonction sonmmable ct

gb(l, vhiv = r,
r

§ 3. Soit BB lespace de Banach des fonetions contimues et bornées de
A dans E avee la norme:

[or] = sup |u(x)
Théoréme III. .ldmetions les conditions siivantes
Sflx, v E) —flv, v, =Lz —z|;

}
2 fle, v, O = aly) ou a est wune fonction sonnnable de X dans R
3) uael3;

)

4 ol existe wn nombre positif 0 < 1 tel que w(£,) = O/L pour tout
Alors 4l existe un poinl five ef un aeu! de Popératenr A dans P'espace B

Démonstration. An est une fonction continue pour tout wel3; on uti-

lise la formule (2} du § 2, la formule (1) restant valable pour la fonction
i fixée; puis nous avons

\. FER TGN} In’v<S|f s ov, u(3n) — fla, v 00| dy 4 S fla, 3, 0) ldy =

P,.Ap,n PXAP,,“ PAP, ;

£ L ulu(PAL,) + | a()dy.
’;xAPxn
Aw est une fonction borné. En effet
(A = gl |+ {15, 3, ) = fix, v, O)lay + Slf(% 70 dy =
P.; Py
= |ug| + L] 0fL + S a{ y)dy.
X

A est un opérateur de contraction:

(Au)x — (Av)x| = \ S, () — f (%3, 0(3) | dy =

Py

éLS wly) — v(y)idy = Olu — v

Px
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D’aprés le théoréme du point fixe de Banach la démonstration s’achcve
Remargre 1. Les conditions 1) et 4} du Tho 11 peavent etre rem-
placées par les suivantes, plos faibles:

(n fla, vz =flvang =L (¥))z — = : lim \I(‘.'g dv = 0
: Y-+.1
P AP,
(4 SL(_\,‘(F_\- =0 < | pour tout ve.\,
Py

Remarque 2. On considére opérateur 1,0 € — (€

{Ajr)x = nolx) + \f(.\,_\-, uf y))elv,
SN Py
oit § est un ensemble mesurable. Le résultat du Th. IT et celui de Ja re-
marque précédente se maintiennent lorsque p{S) < 1/1. resp.\ L(yydv < 1
3
§4. Dans ce § nous supposecrons que Uespace .\ est séparé. On consi-

dere 1'équation :

Iy o) = (L) +\ L, o)y,

P

ol o et v sont des mesures vectorielles & — £, & étant I'anneau des parties
sommables, relativements compactes de N

4.2. Proposition. Dans les umd:trom du th, Low Th 11, u, dant ta

fonction de la forme: x— v {L), U'équation 4.1 « wne solution tefle que la
fonclion: x = o(P), est conlinue el bornée.

En effet, prenant P = P, dans I'équation 4.1 on a
AP)=v(P,) \f(v ity
P,
qui. avec nos notations, s'éerit

u{x} == ny{x) 4 \f( u{y))dy.
P

k4

Cette équation a une solution continue, bornée n: X — £ La fonction
d'enzemble 7 :
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AP — o)\ iy
P
el e mesure vectorielle deline sur A

(e o(17) = n{xh ot done

S0 — ) S B
;
La proposition est démontree.

4.3. Proposition. Dans les comfitions die i HHD D éguation B 1w i
wolwtion of wne seple telle gue la fonction s V= (D) soil continue o hornde,
(La démonstraticn est analogue a celle precendente.

Supposons maintenant que pour tout ensemble ouvert £ de X il existe
un élément ¢ de K tel que @ CL et u(Q)) = 0. On considere Ta dédini-
tion suivante:

Définition. On it que la wnesur (wectoriclle) o est dérivable au pornt
ve X ol sadértede est ' (X) st guel que soil le sombre posilif =, t existe wivot-
sinage 17 de v tel gne

2(l}
w{l”)
ponr ek, Pcl?, wll’) 2 = (),

afx) = 2

Remargue. Your tonte fonction continue g de N dans £ oom oac

(\(\ dy ) (x) = aly).

s
m et v Ctant des mesures K — £ on considere U'équation
4.4 ) = (v (80 presquc partout
avee ta condition initiale
4.5 w(1?) = (") pouy tout Pe i, (=10
A, Haimovicl a étudié cette ¢quation ¢t a demontre Uexistence de e so-
Jution dans les conditions indiguées au § 1, remargue 1 (v. |3

4.6. Proposition., Supposant v'(x) = presque partoud, les soltlions
ronvées dans +.2 of 4.3 pour Uéguation 4.1 sond des solutions du problente
15 + 46

§ 5. Dans ce § nous allons analvser la condition 4 du Th. IIT: les
autres conditions se maintiennent.

Considérons les ¢gnations:

9 UNE GENFRALISATION DE L EQUATION DR VOLTRERRA T4

5.1 i} == () -1-\'_;(.-,-_ v (v
Py

]
| )

m(¥) = 1 :\(.,(_\-w_\- WeCIN | R, el
P,

Définition. Nuirs dirons gn wie solulion de I équation 3.1 cst normale
{orsqu'clle s’oblient par la méthode des approximalions SUCCessives dans {'es-
pave lvcalement  convexc C(N: E) (la promicre approximation ctanl i),

Définition. (N ; ) est la classe des dqnations 3.1 qui s'eblient cn Jixant
Fespace Xoet Papplication P N =1

Théoréme IV. Pour gqueloule équalinn de la classe V(N 5 P) admelle {u
solntion normale i faul et i suffil que Iéquation 3.2 Leorrespondante” arl
ta selution normale pour toul nombre positif L.

Démonstration. La nécessite est banale. Nous montrons la suffisance
en plusicures ctapes,

Soit B, — By (X ) Pespace de Banach, des applications bornees
de N dans [ oavec la norme

1o, = sup

Soit @ une fonction strictement positive, localement bornee sur X, Linfin,
soit B, = B {\; E) Pespace des fonctions continues de X dans E telles
que i/ we . Alors B, est un espace normé avee Ja norme analogue i celle
de Bieleeki (v U1
i
It —
LO I

5.3. Lemmz. B, csi wn espace de Banach.
Démonstration. Soit (1) une surte fondamentale de B, . Clest-a-dire

. Uy —
liy | — 22—k

) [
13, élant complet, il existe #efi, tel que

. It
I Iim L

] w I

Soit ¥ - ., done wwgl, Montrons que i est unc fonction coutinue.
Soient x,€N et ¢ un nombre positif. 11 existe un volsinage de x,, 17, tel que
2) of{y) =+ pour yel.
Papres 1) 11 existe iy, tel que
4 OT Y :
i, () —ulx)] < i ) pour tout veN ¢t =y
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ot dlapres (2) Démonstration. la neécessite est banale : suontrons ka sulfisance. Les

3) () - n(a) e r pour vel et ooy [ouetions o, sont cortinues. Fu effet pour n =1 on a

A

. L ) A i [L BT > Wi AP
d'ott il résulte  facilement la continuité de la fonction & au pomt 4 () ¥y u{ ) P-([,.o}'.i = u(l AT -
D'apres (1) on a

i

Puis, en supposant w, continue, on a

b o, — o =0, -
it : Yo = Velv < PN
La proposition est déemontrée, W, o{¥) st = \P«n())‘f"‘ = ;1“#(1’_\] v,
Remargue, 1Yaprés (3) 1a topelogic de B3 est plus forte que a topologic r Px-i'qu
de la convergence compacte. _ ’
_ .. . . L . .. ; SR 't = 3 I .
a4 Proposition. Seil « wne sofutivn posiitve el comtinne de Uégualion si vel . A"o ‘,e';élp o)
3.2 pour un nembre t = Lo L= L{f) étunt la constante de Lipschilz de la e
Jonction f. Alors iguation 5.1 a une solulion ol une senle dans By, (X ; ). IYapres le théoréme de Beppo Levi, o est une solution positive de 'équation
La démonstration est analogue & celle de [17 et du Th. III. H faut 52011 est de meéme une fonction continue car
seulement remarquer Uinégalité .
] . 5 . wll) — vy = !-\ o v)dy =1 Lf{‘.” EL(P-_AI’,D:-
o vjdyv = w(y) — \ o{y)dy 42V o{vdy = .
Bl L . ye a1k PP,
- * . (L}
P"_\P‘t- Fx qu P’tn_P"‘ =1 \Gi-t" et '\!Ja” = sup (-J(_\-’}.
wit, — w(x) ' VEK
lofty) —e® |, \ @iy, | _ ) L
t ; Enfin, apres le théoréme de Bini (v 2 ch. N, §4), la serie 3.3 converge
Py =P,

o miformdément sur les compacts.
La solution normale de Péquation 3.2 étant continue et positive le Remargue, Soit 2 une application constante: [
Th. IV est démontre | equation de Predhoim
Nous allons maintenant cherchier Ta solution normale de I'équation
5.2, On considére la smte w, de fonctions numériques :

= {;. Mors on obtient

1

-

A0 (&) == g {x) - \ S, voou(v))dy.

£

() = (L), e (V) =\;L,=(_)']ffy- (v.[4))

P,

Ferivons  I'éguation  correspondante”,  ¢'est-a-dire

Pour que l'équation 3.2 ait la selution normate il faut et il suffit que la

17 [ui‘_‘ \':l — l - f \ ‘IJ( .'|'f||'.|i_'.'.
série

15}

5.5 = MRy . ” ; oy !
v o t La solution de l'équation 5.7 est wne constante of{y) = T
: . . ; j L Gl
soit une séne des fonctions continues qui converge uniformement sur les ' ‘ o ) , a
compacts vers o, @ 6tant une solution continue de Véguation 5.2 Pour que cette solution soit normale il taut ct 1l suffit que
Définition. Nowus divons que Uapplivation P: N =1 est localement 1
boruée si pour fonl xex' il existe un voisinage V. ode v el nncompact K tels que W) = e

o C K, pour s'el,.

Théoréeme V. St Papplication I’ localement bornée. Mlors afun quc
Uéqualion 3.2 ait la selution wormale il faut of 1 suffit que la série 3.5 sort
hornée sur compacts,

Nous avons tronve ainsi une classe d’équations I'((X': &) daus laquelle les
conditions du Th. ITI sont nécessaires pour 'existence de la solation normale
pour la classe entiére,

Alarematiea
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ASUPRA UNEL GENERALIZARLD A BECUATIED VOLTERRA
Reznmat

Fie ccuagia integrald Volterra clasici
ufa) = ny{n) 4 \f(l. o)y,

n fiind o functie definita pe un interval 1z, $1 5 cu valor i K5 inlocutin
[, B cu un spatin topologic ' inzestrat cu o masurd horeliand poritiva w
s3 inlocuim R cu un spativ Banacl; in fine domeniul de integrare (o, v
< fie inlocuit printr-o parte mistrabild a fui X ce depinde de ¥, ' iar in-
tegrata si o considerin in sens Bochner, Aplicajin x— I’ satisface conditaile
1.1 s1 1.2,

in felul acesta se realizeazi tipu! de ceunatii integrale studiate in lucrare.
Se dau teoreme de existentd si teoreme de existenta si unicitate care condue
la teoreme analoge pentra ecuatii diferengiale i integrale in functii de mul-
fime counsiderate in [37, [4

ESPACES LINEAIRLES A STAMI-NORMES HILBERTIENNES
rAR

T PRECU AN

Une catégoric importante d’espaces linéaires topu]u;-,-iquc..s li?L‘ﬂh'mull\'
convexes {espaces 4 semi-normes) est fournic par les espaces hl}émrvr& topo-
logiques H-lovalement-conveses (espaces & semi-normes hlih(zrt.l(:}ll}t's? _ll
Ces espaces constituent une géncralisation  des  espaces prellnlb-ertlcnn
comnme les espuces localement-convexes représentent une .générahsatmu Ad('r-
espaces NOrmeés o opar conséquent, heacoup de leurs propriétés peuvent etre
obtenties des  propriétés  connues  pour les  espaces lncuk-m?m ~COMVERes.
o le role des espaces normds est pris par les espaces préhilbertiens  (les
théorémes 2 ct 3.

Dans le § 1, nous définirons les espaces f-localument-convexes et les
espaces 4 semi-normes hilbertiennes en donnanten meme temps qu&:lrlllc.s
exemples de cette espece Pespaces et dans e § 2 nous présm]tcr(n‘ls des the-
sremes (innmersion dans des produits directs, des limites inductives et des
Jhuites projectives d'espaces de Hilbert ou despaces préhilheri.i(,-.ns. J'qu derni.c:
paragrahe, § 3, coutient cortaines propriétés de l'm‘thugmml}té. I]lLl‘U(.l\llt(,‘
-l.uur Jes Copaces U Senli-nornes hilbertiennes, les resultats principaux clant
Pextension «du théoréme de décomposition par Uorthogonalité des ¢léments
d'un espace 4 Vaide d'un sous-cspace lincaire fermé, _thétn'ijlk- connu pot
les espaces de Hilbert (le théoreme 4) ot des caractérisations dos espaces
Lilbertiens et préhilbertiens (le théoreme 3).

§ 1. Soit X un espace finéaire sar e corps € des nombres complexes

Définition 1. O dit qu'wie application (¥, v) = - ¥, ¥ = dlaien osutce
Linéaire produit N % X dans (0 est an semii-produit scalaive s N R
st clle posséde les propriétés SIDAILeS





