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ASUPRA UNED GENERALIZIRL A ECUATIED VOLTERRA
Rezumal
lie ccuatin integrald Volterra clasica

X

u(x) = 1e,(x) \f(l. v, u{y)dy

i

1 fiind o functie definita pe un interval oz, 3 sico valori Tn K. Sa indocutin
«, B] cu un spatiu topologic X inzestrat cu o masurii boreliand pozitiva u |
¢4 inlocuim R cu un spativ Banach; in fine domeniul de integrare |d, v
s fie inlocuit pristr-o parte masurabild a lui v cc depinde de v, 7, iar in-
tegrala si o considerdm in sens Bochuer, Aplicatia v — 17, satisface conditiile
LY osi 12
in felul acesta se realizeazi tipul de ccuatii integrale studiate in lucrare.

Se dan teoreme de existentdl si teoreme de existentd si anicitate care condue
la teoreme analoge pentru ecuafii diferenfiale si integrale in functii de mul-
time considerate in [3, [4..

RRPACES LINEAIRLS A SEMI-NORMIES HILBERTIENNES
PAR

T PREJUPAND

Uine eategoric importante d'espaces finéaires topologiques  localement
convexes (espaces @ semi-norimes) est Tournic par les espaces lineaires topo-
logiques H-localement-conveses {espaces @ seini-normes hillu:rt.i(:n|}a->_| lI
Ces espuces constituent ume géndéralisation  des  espaces preéhilbertiens
commie leg espaces localement-convexes représentent une généralisation des
espaces normés | par conséquent, beacoup de leurs proprictés peuvent etre
obtenues des propri¢tes  conmies potd les espaces  localement-convexes,
ot le role des espaces normes est pris par les espaces préhilbertiens (les
théoremes 2 ct 3.

Dans le & 1, nous definirons les espaces H-localement-convexes et les
espitces it seni-nornes hilberticnnes en donnanten meme teps queleues
exemples de celte espece Q'espaces et dans le § 2 nous préseuterons des the
oremes dimmersion dans des produits directs. des Himites inductives et des
Jimites projectives despaces de Hilbert ou d'espaces préhilberticns. Lo del'ni.m
paragralie, § 3, contient certaines proprictes de 1’milmg_;uua!ité' introduite
pour les espaces & semicnormes hithertiennes, les résultats primcipaus ctant
l'extension du théoréme de déconmposition. par Porthogonalite des clements
dun espace & Taide ('un sous-espace lincaire fermé, théoréme count puout
Tes cspaces de Hilbert  (le thcoreme 4} et des caractérisations des espaces
hithertiens et préhilhertiens (e théoreme 3.

§ | Seit X un espace lin€aire sur le corps € des nombres complexes,

Détinition 1. On dit qu'une application (¥, v} = -~ L ¥ = dien ospace
Lnéaire produil X »x X dans  est un semi-prodit. scalaive sur X 10

i clle passéde les propriéfcs sitinantes '
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(8.1 <x x>0,

{5.2) sy, r> =< s> b u <y =,

(5.3} CH Y =<y, k>

quels que sotent x, v, €N ol 1, weC,
On peut établir sans aucunce difficulté Uindgahté¢ de Cauchy-Bunia-
kovski L
{S.4) <ny>PPLCrr= Sy, v >
pour tous x, v €.\,
Désignons par

. Pl = < e

Pflors p sera wie semi-norme sur N ; cette semi-norme sera une norme
s1 et ss:ulgment si le semi-produit scalaire est justement un produit scalnire
(,e:bt-a-dlrelslzfns (5.1) nous aurons I'inégalité stricte pour chaque x = §
{ou 6 est I'élément , zéro”" de X).

-Dl‘lllll’lloll 2. Nous dirons qu'uie seni-norme pest hilberlicane st elle
provient d’un semi-produit scalaire par (1).

Tn généralisant le théoréme de Jordan-von Neumann |8
de caractérisation des semi-normes qui proviennent des produits scalaires
nous obtiendrons la ,

Proposition ,I,',( ne sen-norme poest hitberficune seoef seulemend st pour
chaquee couple d'éléments v, ve X on o

(2) v+ )+ p v — v =2 [p2 () + P2 (3}].

St (2) a‘lu'u,- le senti-produdl scalaire dond provient la seminorme pest unique-
ment déterminé par !

@) <uy>= L) =P —2) i) = = i),

e Définition 3. ‘()n dit qu'un espace [inéatre X est wn espace @ sewi-nornes
wilbertiennes (on d senti-produits scalaires) s'il est munt d'une famille P —
={p.: 2 € .I; de SEH-Nuries hidbertiennes {ou dune famille Q ={= . >4
w € A} de semi-produils scalaires). ,
SUr un espace a semi-normes hilbertiennes on peut définir done une
§ol)qlog1e)]1uealrc localement convexe yui est séparée si et seulement si Ja
I:lnmlle P des semi-normes hilbertiennes est suffisante, c'est-a-dire, pour
X . 5 et e " . . 5 ?
chaque x = 0§, il existe \?t_E‘A tel que py (x) == 0, ou si, au moins pour un semi-
produit scalaire on a Vinédgalité stricte dans (5.1).
cmw:i(g‘fl;l'l:’l(]l[l j;.]();_z c}ibu‘ gfm Hn ;.sj/?ace lindatre lopologique est H-localemeni-
xe si la lopologie peut elre définie a Uaide d'une ! ' osenmt
. g de d'une famitle de semi-nornres
hilherftennes. ! i

— e ——

3 ESPACES LINEAIRES A SFEMI-NORMES WILBERTIENNES 85

Une caractérisation des espaces H-localement-convexes est donnée
dans (117 2 Uaide de la notion d'ensemble H-convexe.

Détinition 5. On dit qu’un ensemble M de X est H-convexce si pour chague
x>0, 8=0¢ xeal velpM, i existe z, > 0 ot 8, = O avec les propriélés

(H.1) 23 b B2 2(0F 4 BP
(11.2) Y4 venM,
(H.3) Yoy € B M.

On démontre qu'une sewi-norme est hilberticnne si et seulement si
1a houle déterminée par cctte semi-norme est un cnsemble H-convexe. Done
la place des cnscmbles convexes dans les espaces localement convexes est
prise par les ensembles H-convexes parmi des espaces H-localement-con-
vexes. Ce fait découle évidemment aussi de [HL1], théoréme B.

Théorime 1. Un espace linéaire topologique est H-localement-convexe
si el senlement si la topologie peut étre définie a Paide {un systéme fondamental
de woisinages dquilibrés of H-convexes de 'origine.

Corollaive 1. L'enveloppe équilibrée H-convexe d'un ensemble  borné
dans un espace H-localement-convexe est bornée.

Diémonstration. Soit B un ensemble borné dans I'espace H-localement
convexe X. Il existe, alors, un systeme fondamental °® de voisinages ¢qui-
librés et H-convexes de lorigine. Pour chacque "€ il existe » tel que
B w1 et donc ¥ (I3) C »I" parce que 7V est équilibré et H-convexe (nous
avons désigné par & (B) Uenveloppe équilibrée et H-convexe de T'ensemble
B). Par conséquent K (B) est aussi borné.

Remargue. Tn général pour un ensemble arbitraire nous ne pouvons
pas définir la notion d'enveloppe équilibrée H-convexe parce qu'une inter-
section d’ensembles équilibrés H-convexes nwest pas toujours un ensemble
¢quilibré H-convexe. Mais, st on a une famille dirigée par inclusion d’ensem-
bles équilibrés H-convexes, alors lour intersection est aussi équilibrée et H-
convexe. Chez nous, la famille {»V; BcawV,n>0,Ve %01 peut étre supposée
dirigée par inclusion et par conséquent A (B)=N 17V est équilibrée et H-
CcOnvexe.

De 14, on a immédiatement le

Corollaire 2. La famille des ensembles bornés pour une topologie H-locale-
menl convexe posséde wn systéme fondamental & ensembles bornés, équilibrés
el H-convexes.

Proposition 2. Pour chagite famille P = {pa; €A} de semii-normes
hilbertiennes il existe une famille P'={p,: B € BY équivalente a P et divigée
de semi-normes hithertiennes.

Démonstration. 11 suffit de considérer l'ensemble B de toutes les par-
ties finies d'indices de A et de définir

@ Py (1) = [ 24 (9]

g
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pour chigue Befi Cos semi-normes sout hilbertiennes parce qu'elles provien-
nent des semi-produits scalaires P Ve e e U Ol oS avols
; = ;

r.
f

Aésigné par ... -, Je semi-produit sealaire qui détermine la semi-norne
P Ou renmarque que la famille de semi-normes /2" est équivalente a da fa
miblle initinle ot, de plus, clle est dirigee (61

(;cth- .lfﬁr}n:\_llun sera utile parce quielle permiet de supposc quet-
yuctols, sans diminuer la gendralite, que la famille de semi-normes hilber-
tennes est divigée.

» F . . L. :

. Proposition 3. a) Chaque sous-cspace lindatre topolagigue ' un espuae
H-localement-convexe est H-localement-convene.
T W Anre lirdat J ’

! h),br Y est an sous-espace linéaire de lespace X, H-localenient-convee
ilors !r:rsfmc‘f' lopologique quotient XY est H-localemeni-convene.

¢) Chaque producit divect ou sonmme divecte d'espaces H-localement-conneves
est ausst un espace H-localemen{-convene.

A) Chirque limite projective ou inductive d’espaces 1 localement-conve e
est un espace H-localement convexe
- [h_‘monsh'_atz-m. a) Thsnffit d"observer que la restriction d'une SeI-Nore
hilbertienne a4 un sous-cspace linéaire est une semi-norme  hilbertienne
<ur cet espace lncatre,

b) 8 p est semi-norme hilbertienne sur X, alors la seminorie guo

o~ T
* - 1 . P ¥ i iy b
tient p {x) = 113_1’}5 (x}. oft nous avons désigné par ¥ un ciément de Vespace quo-

NEx
tieut X|Y | cette semi-norme est aussi hilbertienne parce que:
f'o o~ e " g ~~ s

REAN A PGP P 0 P =) =20

P
&

. - : * o
juels L}ll( solent & + YEx + v et v o yexa -y done pour chaque v gL
et Ve
Puar conséquent :

-

[)2 (.'l.' . _\'l | ,l":'z (’\. _\l: 2 2 })2 il,;:l I= Eﬂ ':- 1:

A L o~ ; -

pour chaque v, ve XY et en remplagant x, v p i L torespective

b . b piag X,V opar x A el respectivement

X -y, on obtient (2},

" ¢) S \l (e} est une famille d’espaces H-localement-convexes pour

]L'?gud:s les tog)ologrlua sont définies & aide des familles 2 semi-normes

hi ertiennes Py = [p, . % €.,], alors les semi-normes p et p. oqui de-
.+ Ecars . - - LS IJ‘

finissent la topologie produit. respectivement la topologie somnie directe

données par " ’

5) Pm {x) = p“.‘ (x‘;-, ol & = {x;

'—:16[1 .c\.: ct IEU_I__, 7= A,
'EI :E:

(5 £ (%) = [}?}Pi (w)]% ot ¥ = TS s X, e felid, 8= (o)ser
1 = = icl

o | -
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Bl

sont aussi des semi-normes hilbertiennes quels rue soient 2 et B, paree iu'elles
proviennent de semi-produits scalaires.

4} Cette affirmation déeoule inmmédiatement de la définition de la limite
projective, respectivement de la définition de la limite inductive [9] en
appliquant b} c).

Remargue, Ci-dessus, on a défini la topologie somme directe (par conse-
quent limite inductive] par les semi-normes de type (97)

De ces propri¢tés de permanence des topologies H-localement Convexces,
il resulte des propriétés analogues pour fos espaces i sei-nornes hilbertiennes
parce que dansla démonstration on travaille offectivement avee des familles
3 semi-normes ¢t non avec des topologies localement-convexes déterminées
par cles.

Corollaire. La fopologie hornologigie associde @ une topologie H-locale-
mend convexe est H-luealement convexe.

Démonstration. Du corollaire 2 du théoreme 1 et de d} il résulte que la
topologie bornologique associce 4 une topologic 1 localement-convexe est
aussi H-localement-convexe  parce (ue fa famille des enscmbles borues
possede un systeme fondamental d’ensembles bornés, équilibrés et H-con-
vexes : done les semi-normes de Minkowski correspondantes seront hilber-
tiennes (rappelons que la topologie bornologique associée a une topologic
localement-convexe est limite inductive des topologies déterminées par
les semi-normes de Minkowski pour un svsteme fondamental d’ensembles
bornés, équilibrés et convexes pour cette topologie [3]).

Exemples d'espaces Helocalement convexes. L. X =11 X, ot X, sont des

(=

i€l

espaces préhilbertiens par rapport a4 la topologic produit, est uu espacce
H-localement-convexe, 11 suffit dobserver que la famille de semi-normes
P o= tpyn ieldy, ou pi(x)= lix;ll, pour & = (¥dizr, PT (¥} = %, et || -1l
ctant la norme de P'espace ., est hilbertienne. Lin particulier, Uespace
7, ot [ est un ensemble arbitraire, considéré comme un espace topologicque
par rapport a la topologic de la convergence ponctuelle, est H-localement-
CONVEeXEe.

2, L* (R) est un cspace [-localement-cotvexe par rapport & la
topologic  usuelle dommée par la famille de semi-normes  hilbertiennes

n 12
P 1p, n¢ Nt ot p, () = [S X (tj||‘3dz‘] . les semi-produits scalaires
“-n

n
correspondants seront <x, ¥ == {x () }-_(1'] dt.

—n
§ 2. Soit X un espace H-localement-convexe et P = {p,; 2¢€ A} une
famille dirigée et suffisante de semi-normes hilbertiennes qui définissent
sa topologie. S nous désignerons le noyau de la semi-norme p, par Na =
1x; pa(x) = 0f alors Tespace quotient X, = N[N, sera préhilbertien,
est-a-dire sa norme sera dcéfinie par un produit scalaire. La completion
Y, de l'espace normé Xg sera un espace de Hilbert. Avec ces précisions, le
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théoréme giéndral d'immersion des espaces localement-convexes dans des
produits dircets ou dans des limites projectives despaces de Banach 9'
devient :

Théoreme 2. o) Un espace H-localeimeni-convexe est isomorphe ¢ un sous-
espace Hnéaire X d'wun produit divect d'espaces  de Hilbert, I'espace X est
complet st el sewlement si N est fermé.

n bl U'w espace H-localemeni-convexe N est Isomorphe @ un sous-espace
linéatre dense d'wne limile projective d’espaces de Hilbert. Si X est complel
alors il coincide avec wune liwmite projective d'cspaces de Hilhert. ’

Rappelous que daus a), 'imiersion est faite par Uapplication 5@ X —

. L. — ~ ~
-—>]£L) » définie par o (x) = (va), ol v, est la classe correspondante de "élément
v dans .\, considérée comme nn sous-espace de la completion Y.

La topologic de X est la moins fine topologie pour layuelle llcs appli-

rations P X —=Y,, définies par =, (x) =_/~:-, pour chaque z€ 4, sont continues,
Lc:' applications linéaires qui définissent la limite projective scront g,
:\,n-t)g obtenues par le prolongement des applications Aimmersion
P No= Xp pour chaque 2 > B. En renongant, aux completions des espaces
X, nous observons que I'application % : X' = IT X, représente une immersion
-
dans un produit d’espaces préhilbertiens, Poﬁ? préciser les conditions dans
lesquelles.m.l espace H-localement-convexe est lui-méme un produit dircet
ou une limite projective d'espaces préhilbertiens, nous appliquerons les
resulta’ts de W. Jones [7] établis pur les espaces localement-convexes
Définition 6. On dit, apreés Jones, qu'une suile généralisée {xs; 5 € A} o’ dlé-
ments de X est O-Cauchy si pour chaque semi-norme py, il existe 8, €A tel que
Pxlxy — x57) = 0 pour chaque 5, 8" > 3,. On dit qu'un espace localenent-
convexe est O-complet st chaque suite généralisée O-Cauchy est convergente.
La notion de suite généralisée O-Cauchy et la notion d'espace (-
complet sont invariantes & l'échange de la famille de semi-normes pat
une famille équivalente et donc elles dépendent sculement de la topologie
localement-convexe déterminée par cette famille de semi-normes, )
Définition 7. On dit que la famille de semi-normes P = {p,; 2 ¢ 1!
est indépendante si pour chaque partie fimie d'indices FC A el =€l a
chaque v € X corvespond un éldment xr € X telle gue  pa iy — xp) 4 0
pe(xr) = 0, pour fous B e I : |
~_Théeréme 3. a) Un espace H-localement-convexe X est wne lmite pro-
rective d'espaces prélilbertiens si et senlement s' il est O-complet,

) b) Un espace H-localement-convexe X est un produit direct d’espaces
préhilbertiens i ef seulement s'il est O-complet el sa topologie peul étre
définie par nne famile indépendente de semu-normes hilbertiennes.

¢) Un espace H-localement-convexe est unc limite inductive d'espaces
préhilbertiens si ef seulement si il est bornologigue,
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Démonstralion. Pour a) ¢t b) nous appliquons les résultats de 7
en remarquant que les espaces quofient .\ sont préhilbertiens et ils forment
une famille dirigée par rapport 4 Uordre naturel de I'eusemble des indices
A, déterminée par Pordre de la famille de semi-normes Pzn<<8si pa(v) =
< pa(y), pour chaque v e X} et pour ¢) o tient compte de la caractéri-
sation des topologies bornologiques 3., proposition 3 et son corollaire.

§ 3. Sur un espace linéaire X' muni d'une famille @ de semi-produits
scalaires on pent développer une théorie de I'orthogonalité en généralisant
quelques résultats ¢tablis pour les espaces de Hilbert,

Détinition 8. Owu dil que les ééments x, v e X sont orthogonaux par
rappori @ wne famille Q= 1<, . >0 2 € AY de semi-produits scalaires
si < N v =y =0 pour toul z € A {on notera x | )

On peut définir, par analogie, la notion ('orthogoualité pour deux
ensembles et la notion de complément orthogonal pour un cusemble ; si
los ensembles A et B sont orthogonaux, nous noterons A | B mais le
complément orthogonai de T'ensemble A sera noté par AL

H
Proposition 4. o) Si v | vy, pouwr i=12, n, alors x _I_Za‘_\-,
ik
poier tous les sealaires o, € (.
bl S7 v 1 vs ponr B e el vyl 8 e Al est une suie généralisée
d'éléments de” X qui converge el hm vy = v, alors v | .

H

o) Le complément orthogonal d'uin ensemble est un sous-espace {indaire
fermé et il colncide avec e complément orthogonal de Uenveloppe linéaire
fermée de cel ensemble.

A) S¢ oty fely est une fanmille sontntable  d'éléments  orthogonanx
deny d dewx ef v = 2 v;, alors da famille est de carré absolument som-

izl
mable et p2(x) =37 p2(x) powr chague »€ 4. Si X est complet. alors la réci-
i1
proque est valable.

Démonstration. La propriété a) résulte de la linéarité des semi-produits
scalaires (8. 2), mais pour b) on emploie la caractérisation de la conver-
gence dans la tolpologie  H-localement-convexe en utilisant (8. 3) et
(S, 4.
1 affirmation ¢) résulte immédiatement de a) et bj. Pour établir d)
on observe que pour chaque famille finie /7 /1, si nous noterons Sp = E &

&F
on a pi {SF) = E P quel que soit 2 el S la famille {x,: 7€ It
EF ) ) ~ )
est sommable et v = E v, Cesta-dire lim Sp = x, o F est la famiile
1=l e

des parties finies de [, organisée comme un ensenible dirigé par rapport
4 la relation inclusion, alors la famille munérique {p2{v;}; 7 € I} est
évidennaent sommable, donc la famille considérée est absolument sommable
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et en passant vers Ja limite nous obticudrons Uégalite demanddée. La
derniere partic de Vallirmation est immédiate paree que la suite géndralisce
1S, F el oest Cauchy ¢i et seulement si la famille P ps (v} 7€) est
sommable pour chaque % € .1

Pour chaque couple {4, Y}, ot x T A ot Y O N st oon note

(G) dy (v Y) = inf py (v — v)
»IY

on observe que dy, — 0 pour tous =z € si et sculement sioaestodans
Iadhérence de VY.

Désinition 9. On dit gue Pensemble Y de N oa la propridlé {1 relaldiive-
mient & la famille de semi-normes hitbertiennes s'il existe une suite généra
lisée {vs. & € Ay d'ééments de Y telle que

(7) i py (va) — dy (00 Y)
3

pour lous x € cl.

T wénéral, on observe que pour chaque » € - il existe une suite

Vo 0 €N d’éléments de Y telle que Hin py {(Vauw) = dy (0. V). L'cosemble
10

Y aura la propriété H si et seulement si lim py (¥5.,) = d, (0. Y} par rapport
(&, nl

A Tordre naturel du produit .1 x N (on considtre la famille Jde semi-

normes hilberticnnes dirigée et par conséquent ensemble 4 a le méme

caractére),

Thiordme 4. Soit X wun espace linéaire @ wne famille suffisante d.
semi-normes hilberticnnes complet dans la topologie H-localement-convexe
correspondante, mais X, i sous-cspace linéaire fermé. St pour un clément
veXN la wariélé linéaire x + X, «d la propriété H, alors ¢l exisie une
décomposition unique de fagon que x = X + Xy oft X € X et v,y € X

Démonstration. Parce que les semi-normes sont hilbertiennes, I'ine-
calité de Beppo-Levi pa (v — va} = '\/ _-,bf, {3, —a) — dy 4 v PV — x) — d;
est valable pour chaque » € A4 et tous ¥y, v, € Xy En appliquant cette inég-
galité pour chaque o € - aux éléments de la suite fxz: & € A donnde par
analogi> 4 (7) on a

S Y e P b R e A e et

Fon il résule que cette suite est fondamentale, donc il existe x, € X
tel que

{4 lim x5 = ay.
5
Sioon note v, — ¥ — X NOUs Montrons que Ay € AL Cest-dmdire < ay, VI a=0
pour tous x € /1 et v€ Ny Ln effet, pour tous & ¢ Cooon a py [x— (5 —
- . td & - . 2 =
— 73} ] = dy parce que x; — 2y € X, donc p; (v, + 7¥) > dy. Des propri-
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v - . . . = - ; -
Ctés des produits sealaires i résulte p5 (v R O U 9 PAT e LR v T
2 pE(v) = di. On peut supposer que py (y) = U parce ytie duns la situa-
tion contraire a (8.4} i résulte immédintement << v, Voo = 0. Fu posant

R S U WA FIR I B Pindgalitéd antérieure el en observant que de

OnEAD] )
(7) ot (9) nous avons d, = po (v, il résulte < X, v>x | 20, done
= Ny v >, = 0. 1Junicité résulte par Putilisation du fait que la famille
de semi-normes est soffisante.

Corollaive. Soient X un espace lindaire d ScHi-normes hilherticnnes,
sépard of complel, of Y wun sous-espace linéaive fermé de X Y ef Vi for-
tenl wne déconpasition orthogonale pour Iespace X st of seulement st la
variclé linéaire x =Y & la propriété I pour chagque yeX.

Détinition 10, On dit qu'une  famille P o= ipoed) de Scini-normes
hilbertionnes ost équivalente d wne norme hilbertienne i\ || si pour tout %€
i oeviste K, > 0, tel que po (v) = Ko |ja]l.

On remarque immédiatement que la famille P est érquivalente a une
torme hilbertienne si et seulement si pour tons =, 8 € A il existe Ky = 0
tel quu P, (¥) = Kuaps () quel que soit ve X. En ce cas, nous dirons que
Tespace linéaire X est ¢quivalent & un espace preéhilbertien; si de phus
'espace linéaire N est complet, il sc réduit & unc structure d'un espace
de Hilbert.

in ce qui suit, nous préciserons certains cas spéciaux quand un espace
4 semi-normes hilbettiennes est dquivalent 4 un espace hitbertien ou
pre-hilbertien.

Thiorome 5. Si X cst wn espace séparé & scumi-norues hilbertiennes
les affirmations suivantes sont équtivalentes:

H,. l'espace lindaire X est équivalent a un espace pré-hilbertien,

H.,. sl existe n€ A tel que <%,y >, = O, il résulte x | ¥,

[1,. pour fons v, v€X (v=0) existe wn seul 3. tel gque x 4= 3kv | v

H,, <x.3 = ) = < x, vy Falx) quels que sotent X, V€ oM
of o, Gl

Si N est complet les affivmations pricédentes soul ausss dquivalentes 4

H.. Chagite sous-espace linéaire fermé ditermine avec son complément
arthogonal une décomposilion orthegonale pour lonl espace.

He. Chague varicté linéaire de X a wne dimension a la propriété 1.

Démonsiration. Les affirmations H, = H, — H; et H, — H; — He (s
X est complet) sont évidentes et de Hy il résulte T, parce qu'on observe que
P — <X, Y>>, VYV, = 0, dotie < p2(ypy — <X V= 5, ¥V > =0
Fu appliquant le théoréme 4, on peut montrer gue H: — H,. En consé-
quence, pour établir le théoremc ci-dessus il suffit de vérifier que H,
entraine lexistence Jd'unc constante N,z >0 telle que p, (%) = K,z pa (%)
pour tous ¥ €N, En remplagant v, v par & -y et respectivement v — ¥,
il resulte de H, les relations
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<X vr—v> prty)=<<ydrox o v p (x4,
R = I LR I SR SR U S Y f St )
dotie
[ H)) < x+ s =y IRl —)] =
L m v [P (x4 V) P — )],
On peut suppo er, sans diminuer la généralité, que les produits scalaires
sont réels et done les relations {2) et (3) donnent < v, v > = ; [4p* (%)
— pr{x ) — pr{x — ¥)| et en combinant avec (10} on obtient
(L) P [pg e + )+ p(x — 3 = pp(x} P2 (v + ) + pL{v — )]
tuels que soient x, v € X et done a lien anesi la relation
(1) P20 [Pa{x + ) + P (v — )] = g5 (V) (3 (x + )+ P (v — )]
Soit vy € X tel que 2 (vo) + AF (vg) £ 0, ott A (1 + vo) + P} (x—o) # 0

pour { = a«, B. En divisant le- relations (11) et (11} on a

. P ()
P+ ("‘) P2 (v} PB (x)
quel que soit v e N, ce qui entraine H,.

Si X est complet, les affirmations H,— H; représentent des caracté-
risations des espaces de Hilbert et donc on voit que dans 1'étude de
I'orthogonalité dans ces espaces les cas H,— Hg deviennent triviaux. Par
excmple, si X est complet et chaque sous-espace linéaire dense en X con-
tient une base orthogonale, alors X" est équivalent 4 un espace de Hilbert
parce qu'on a H,. Mais, quelquefois, il existe des sous-espaces linéaires
denses en X qui contiennent des bases orthogonales sans que l'espace X
soit équivalent 4 un espace de Hilbert. En conclusion, on remarque que
la propriét® H d’approximation a un réle important pour la détermina-
tion des ces sous-espaces de X et, en général, dans la théorie des bases
orthogonales pour les espaces 4 semi-normes hilbertiennes.
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SPATH LINIARLE CU SEMINORME HIEBERTIENE

Rezumnat

Se considera un spatin liniar X peste corpul “numerelor complexe
C inzestrat cu o famille I’ = {pa; 2 e_,l} de seminorme d'slt_e de se?m-
produse scalare {def. 1} prin (1), Inm § 1 se le:111. proprictafl gcn(’:l%ll'e
ale acestor spatii precizind unele rezultate (1':1'. (8] st i1 ' v(p.entr'u 1'1 (‘l‘:tt":l
proprietitile de permanentd .datc prin prop. &) st m'/f?ltr_eaail s:‘“‘l)m..“,r%L a,
respectiv limita inductivd, prin sennnorme de tipul (3'}), lar in § 2 se u\I.)uEl
teoremele de scufundare st coincidentd relativ la produse $i linmte prolec-
tive de spatii Hilbert sau pre-Hilbert apllcmdv teoreniele gc:a(érale' de ]:1
spatiile local convexe din [9] 5 respectiy, 7] 1 ltnna.parti, N ,"‘rratetza/:d
proprictati ale spatiilor cu seminorine hilbertiene [{prop. .)”11‘1 ijnrt}u
ai anumit tip de ortogonalitate {def. 8] 1ar in amtiite conditii se da o teo-
remd de descompunere ortogouald a clemc‘ntvel_nr in raport cu 1111_ sqb:.pahu
liniar inchis (tcorema 4). Unele caracterizarn ale spatiilor cu seni-nonne
hilbertiene care se reduc la o structurd de spatiu Hilbert sau pre-Hilbert

sint stabilite in teorema 9.



