OPER A LURS PSEUDO-DIFFLR LNTIELS PARTIELLEMENT
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T JUCAN

Dans cet article nous genéralisons les résultats obtenus par Bgorov
dans (2], On a ¢tudic e cas des opdérateurs particilement hy peelliptiques
dans des conditions du type HUE. donnes par Hoérmander dans 8
Nofations. Dans ce qui suit on v

Par &= (¥, , X2, . % s = (%, %4, 02a) On A noté des  points

a cmployer les notations suivantes:

de K7 On va séparer v et Ioen deux groupes v = (¥, et 2= {2
EAM I IR (e, S et ¥ = (Fper, Ypn, oo Nl A I |
et 2= {Tper .- 5.0, done R = R x Rnol
On note
(v, 3) = X4 1 e = Xy 2y ol Tk o oal % {7y, 22, o )
10 d .
)= = .0.— roch ][,)'X:])z',....l)"n o ..01,_._.'(}1“
f ,. a:\_ i as 1 n 7 [ "
! ¥

5 () est l'espace des fonetions
an ouvert £ et @ (L) e
suppurt compact.

indéfiniment  dérivables  défintes  dans
semble des fonctions qui appartiennent & (&) a

Par § on désigne Uespace des fonct

{ons inddéfiniment dérivables elles
que sup | A* D84 ()
X

4 pour tout 2 et B £ ), (W) et S soul
Jeurs duals.

Pour £ ¢t s réels on note:

i, = {0 18197 0+ 1R @R T
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Soit 5t Uespace obtenu en complétant S dans cette norme.
Nous notous par H=r = () Hee ot 1= % =) H>r
5 ¢

Le [t que e H==* veut dire que pour tous les s réels il v a un
fis) de sorte que € i,

Déinition 1. Si £ est ouvert on va noter par /=== () les  distri-
butions # € 57 pour lesquetles on a g € ™ pour tout ¢ € CF {L2).

Déefinition 20 (voir [37). Soit Q un ouvert dans Rre—= RF . Ro=P ¢t
e (S nous dirons que i est régulicre en w' si pour tout  couple
d'oaverts V' R, W R1F X P C Q et tout o ed (I et tout
v € D(F) ta distribution w definie par nz () = u (py) est régulicre, ce
qui est ¢quivalent a € 2= (Q).

Nous considérons l'opérateur pseudo-difid¢rentie

Jdu{xy = (e \ et (v %) ;(:) dz

Définition 3. I opérateur 15" = S s'appelle preado-local relatives
ment a v’ st pour tout ouvert bornd Q on a

tnesS , u=10dans Q= Adw e Hi‘f,;‘ = (L2).
Définition 4. L'opérateur .1 :8" = 8" s’appelie partiellement hypoellip-
tique relativement a () s'il satisfait 4 la relation

:-’t € 5', RET ¢ h'lfn,‘-l (LZ): =u Heo—= ((2)

lug
Pour ce qui suit on suppose que le syubole afy, ) satisfait  aux
conditions suivantes (H.13):
Woa(x, Z) £ C= (L} x Ry,
2) Dans Touvert Q = R7 il v a des fonctions M (x, 3} telles que pout
tous = ¢l B on a

0% Db (x, 5) o Copaaly, %)

g

dE YR=x (y, Z) pour I o> v
] .-Ur.(.\', 3) < C (1 54zl =4, j=il,....n 0 =id.aZ5l et
Mé=*(x. &) =M, ... M8 M, . . A,

o €, Cype, 2, sont bornés quand v appartient & un compact K C €.
3) Pour chagque compact K Q il v a les constantes non-néga-
tives m (N), C)(K) et C,(&) > 0 de sorte qu'on a

(‘2 ([\') E_—m(K)g a |:'1-‘ 4 C] ([\') S imiK)

OFFNATEURS PSEUDO-DI FFERENTIELS

{. Pseudolocalité partielle de Popérateur A

Lenmme 1. Si Vopérateur A satisfait aux cpnditim}s 1)
et v {y) € D (Q), la distance entre feurs supports ¢tant ¢ = 0,

I,'l‘ll (-‘i”: ”)‘-{: C.\',t H”“ 50 HU”, ’ N’ii_ o

Démonstration. Dans les conditions du lemme 1l existe la

(1.2) \'S\f( L s — L) (DT dEdqds =0,

oit la fonction J{x) e Cr(lx] <g) et J(x) =1 pour jx] <

La fonction J{xv) satisfait aux relations (voir {6])

(1.3} (2:)‘"\-]&(2—1){!’7.-—— 1 ct (27:)_"3_](
‘ = D* J(U) =0, pour |a] > 0.

Frt

$i nous utilisons (1.2) et (1.3), on obtient

97

et 2) et u(x)
alors

relation

-7} (v — E)*d7 =

cCx (g — L i+ 06— s — Y

il résulte

(et 91 < Cog Wl alloil 30, W& = 2 231Gt — B2+

lal=N

L0 — g Rlr— B (L IEPT A BT T

7 - Matemalica
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L _Nd
4+ 03 1 dEdyde=
Pour obtenir la relation (1.1) on va démontrer «uc

R“” £— ) Z | @0 (g = 2, 2 0(z — NP1z — ZBN(E A4 [T

lai=
e 0 5 = :\'d + .
(L4 12" " (1 b (1 - 171 2 ol E v dt < const,
Pour démontrer cette derniére relation on a d’abord
EAZ 7)== (5 — A a0 — 514 0 — D} EIF—3) AN(I -

awmwwru?wﬂu+nﬁﬂu+mwrﬁx

< O — ML+ |5 — 3B (1 131 06— D)) F
(14 |54 0(c — K s — EEN(L 4 [EF) (1 + [27F) (1 +
N o Nd
SN D RERY U o o
oll nous avons utilisé la relation

A0 — 2,24 0 — D)< O+ 5 — Z9= (1H1TH0( — 2)97%

= T
(1 1%+ 0z — B3~

Pour évaluer cette expression nous considérons deux cas:

1) Pour [0z — EH}E}' [z .

Dans ce cas nous avons
A+1740E— 0" <t
(14 i Byesg (1 18— /1B (L |29 (U JE— )7 (27
(14 PR < (L T (1 3R (1 + e — &

v+mw

-
1+ i'f}"rz] (1 - |§ _ 'r,“|“‘)"'-=< (1 - |E_ . 'f.|2)"|,

. OFIRATREURS PSEUDO-DIFFERENTIELS o9

0+ 134 06— 99r<C U+ﬁ+0k—ﬂW“/ﬂ + 8L+
410Gz — DPKS G+ |7 — ERF

Siopous utilisons ces ¢évaluations, on obtient pour E(5 =, =) E(&
.. =} ( ](E: T).!(l _:_ IT- . Zl‘..‘.)--f-fr4;+u (l + E;I.)—n (l + :T‘l_ n(l +

e — BN

1) Lour 0 {z— %)< 1é] nous avons les évainations suivantes.

lu|>—4

AL
(l*‘d)?wl+ﬁ“~wwméu+ﬁ—nww

1 “i ‘f}” 2

(1 (8 (e = ZEM 0+ T (0 — S
(L 27 (U 1T (L P2 (1 1R

(o 2 s — 5098 < C (1 2] 106 = IR < O+ 1ERE
Nd _Nd
(L 12 0 — T3 2 (L 2+ 0= 2F) <+ Ier
- £ Ok
0z — P T <CUIEN T
Pour ¢valuer (1 -+ &7 + 0" — Y[y sous altons utiliser {'inégalité
algébrigue

(1 4+ (& - 0" — 20N (14 127N - = — gL C(1 A

A e 2R
cl
(””mfd<n+é”—ﬁﬂ%<u+m—zm¥.
[ AR
Dong, dans cc cas, nous avous pour £ (%, 7, =) Vévaluation suivante:
B (5 1 7 < CIT (2~ (1 (g — G 00
oz = B s — APV
Qi nous prenous dans le cas 1) [ [t} + |s| 4- n et dans le cas IT)
Ly +1s+ N < - Mt N suffisamnment grand ainsi que A-25—

2 2
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Nd " . . .
sEeTR— o et si nous remarquons que J{r) est une fonction a support

compact, nous obtenons le résultat que E(Z, w, 1) est intégrable en chaque
cas I, 11, succesivement relativement 4 7, %, 2, donce:

\\SL(E,?‘,T}JZJT‘JT ol . e.odl,
Corollaire 1. L’opdrateur A avec le symbole a(v, I) que satisfait 1)
el 2} est partiellement pseudolocal  relativement & v,
Démonstration. 11 fandra démontrer que

we H-==ct u = 0 dans Q= An € /Z-=(Q).

De ne H- =% il résulte ne Hear,

Soit v, Int (2 Il en résulte qu'il v a un voisinage ws € £ yui contient
xg. Considérons la fonction p(v) € C¥{ws) ¢t y(v) = ldans un voisinage
moindre.

Pour tout ve& & 4 support dans @y nous avons

(Aw, by | < (el Tyl N, < C |, N,

# )

Ve <s, | {&du,v)

[ . ' N [ . .

d'onr il résulte que ¢ duwe H-5, gidue lI=—r= duc HE ~*(ws).
Corollaire 2. 1,’opérateur A avec le symbole ¢ (v, Z) avee les propriétés

1), 2) et 3) satisfait a

(2.1) ne iz -= Q)= A (yu)sH?s " (), oh w(x) eCF ().
Démonstration. Pour obtenir la relation (2.1) nous allons démontrer

la relation

(2.2) |l (Gu) e < C gt ] ooy igm, O g & CE (L), pour tout s.
Pour démontrer cette inégalité, nous avons:

i

od (Y} |F L C \(1 + 2P (1 + |E.”1‘~"1’i\

\?
)

<o

—

LB Thyu (7)

al
s

«\

-

(%~ =}

drdn|td

1A

\ (11213 (1 1219 T (2 — ) 12l =) )

dwmkéc“yl+KTPU+i?WU+mZ—ﬁW’

(14 [ = (1 + [s3)m D u(z) 2didnds.

| =1

OPFRATEURS PSEUDO-DIFFERENTIEI.S '|U]_
Oun va évatuer Iexpression contenuc sous l'intégrale :
R P e Lo LI o M L S A U
494 (=)
(4 120 < (|27 = e (< (L 1 = B
— g (-
(i 1 —)'- o (l ,%_ -:-’l‘-’)m (l 1 7" i)m,
S nous utilisons ces évaluations nous obtenons:
w2, & LU0 4 12 = e (1 5 — e
Lt (=4 == | (1 1 Retemd 2 d ds e Cop b bt ivsms svme 9 € d.

3. Opérateurs pseudo-différenticls partiellement hypoclliptigues

(x, 7) on définit les fonctions g, (¥, 7).

ans un voisinage de Porigine gui contient
g, 00 o (C Q et quin la valeur 1

Fn employant la fouction «
Soit P (f)& (R, qui est nulle
les zéros de la fonction a (v, Z) pour ¥ & «
en dehors d'un voisinage plus grand,

Soit £ (1) € D{w), ou L(v) = 1, pour x=o C o ua]ors on deli-

te « (¢, 2, - q; (v, 2) par les rela-

nit la suite des fonctions dérivables g,

tions
; y(2)
¥ 3 =—""",
go{x. 3) 7 (% 2)
N . s
b D=~ — 35 Larg 9 D (U e (0D >0
o a(x,2) jar= %!

. o .
Lemme 2.1, Si a{x, 2) satisfait auxy conditions 1), 2) et 3), alors pour
g (v, I} définis ci-dessus, nous auois fes évaluations

(2.1) g (v, N €L, |2/|- attn AfE== (x, Hfalv, )

el ) ) 3@ Xy

el

(2.2) D a(x, g, (v 9l <G,y |2 oF ME(x, §). _
Démonstration, Pour la démonstration de ces relations voir (2] et

5

- Remargue. La relation (2.1) peut &tre exprimee encore:
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oy [0 108 (3, 2) 2,

(2.1)" 8=Dhy, (v, 8)| < C

Lemme 2.2, Soient A ef @ les opéralenrs focudo-différentt
F Q le: s -différenticls avee les
symboles a(x, &) ¢ g(x, 2) satisfaisant dans Q ooy conditions 1) ef 2) of
fa fonction i(x)es D (Q).
Alovs Popérateur psendo-différentiel w(x} — Q 2 An{v) u le svimbole

: N o1
23) S gl DM ale D1 iy (v
Jal=0 %4 )
et Vordre partiel relativement & x° de Uopératenr wiee [o svmbole t, (s
. N

tend vers — oo pour N lendant vers o .
) .f)emonstmt:on. Pour la premiére partic de ce lemme voir (2, De 2]
il résulte que ' )

Q du(x) == 2x)r \\\ g, 6 A 5y (v, et i g (G d 3 d

Il faut démontrer que l'opérateur

{2.4) 1 {x) = (2x)"n g“ tn (0, 0) 7 (v, ) et gl T () d vd £ de —

= (Zx)" “ tn{x, 5, 4) 7 (2, ) efnd of (x, E)at(n) dZ dy

: .
a V'ordre qui tend vers — oo pour N tendant vers oo, on
3%q (x+0 7
= :_\ ] .

=41 (').f;a:

(2.5) Iy (%, 5) =
g:;;ljcilisant la relation (2.5) nous allons dvaluer le syimbole de Vopératem
: ¢ LN wd

< Cna N+ 2R 72 (1 I/ + 0 35

-Stw(ﬂ'. L) 7 (£, 1) einBldE
I .

(1= v = OZ)22 (1 -1 |E)- 2 (1 + PSS

On va évaluer l'expression contenue sous l'intégrale

L) = (U RS (4 g R BT (1 [y - 02 M (L +

il
F (%, ,

ALY

Si nous utilisons U'inégalité algébrique ————— -~ << 1 - 4" - 67| il en

résulte
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9

(1 0 4 0T =N (1 )8 (1 02 ) < C L+ [B]9% (1 +
L Nd
132

Pour évaluer (1 -+ |7 4 0Z])* nous allons distinguer deux cas:

a) I < 0% alors

(L1 1 - DZN < (1 Tl -+ 050R (1 4+ B10EF < C(1+ [ED*

e

b) i/ = |03

Dans ce cas on a

1.

3 . .
(U 1 DI (L -k bl 4+ (OZDF< L5 ) < € (L 1%

Dans le cas a) nous obtenons pour (2, 7, £, 1) I'évaluation

S o W NEL—I Skt Nd L g o Ndty o

Fhn )< G OHERDT 2 (L4 o Pz (L+in %2, On
. . . e N1k Nd

va choisir / suffisamment grand de manierc gque l'inégalité £ j -

H . . . IR . - w : .
| puisse avoir liew. Adnsi Vexpression F (%, 4, &, %) est intégrable

relativement 4 2 et on obtient
—Nd+r rf2

\F(zn 2 de < C L+ T (1 4 1)

d'on il résulte que lordre partiel relativement a x' de l'opérateur (2.4)
tend vers — oo pour N tendant vers cc. Dans le cas b) on va choisir [ de
maniére quil satisfasse a U'inégalité (N 4 1 — 1+ Nd)j2 < —n/2, donc

l'expression IF (3,4, 2,4 ost intégrable relativement 2 Z ct on obtient
_Nd+ bty
[

Btr
TR A PR C{t 4 4B z (1 4 I3 2

L |

»

)

Qoit il résulte que l'ordre partiel relativement a x' de l'opérateur (2.4)
tend vers —a pour N tendant vers co.

Lemme 2.3, Lordre partiel relativement & x' de Lopérateur qut a le sym-
hole a{x, ) q; (v, 8) + 1 — Y (E) tend vers — oo pour j tendant vers oo.
Démonsiration. } — U(Z) est une fouction a support compact, done

I'opérateur avec le symbole 1 — 4(%) a I'ordre — oo,

ALY
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. De la relation (2.2) du lemme 2.1, il résuite que Vordre particl de
opérateur qui a le symbole a(x, 2} ¢;(x, %) tend vors
- ¥, 2 — )
! operat i ) sz pour ; tendant
Théoréme 2.1, Lopératenr A avec le svimbole '
Théor 21 L ¢oala,Z) gui salisfail aix
comhhqm H.T.. .1), 2) et 3) est ]bmtu!h Hrend /z\pou!z/‘)tu;m u!a!nvm{uf a oy
Démonstration. Soit la fonction ¢ (%) € 2 (R7) qui a ¢té définic St

rieurement. Soit T (v)e D (_ ), avee (V= 1, pour v € ¢, C wet les fone-
tions ¢ (v, Z),- -, g (¥, Z) qui sont définies par les relations
; ¢ (5
go (¥, Z) '—"_'(“)“

a(x, %)

1 NP

S5 Lo g 9D % (9 WD), S B0

Giv (v, 3) = —
a (¥, %) 5= !

01:1 N; est ’c]misi tel que les opérateurs pseudo-dilférenticls dont le symbole
est la différence entre le symbole de Vopérateur Q)7 4 {0 avee e svinbole
g; (x, &]) ¢t la fonction ' '

Ni

® gy, 2) D [ {x) a{y, %]

[a=u *:

ont Vordre négatif
On peut écrire ainsi ces efrahtes

a(x £ go(x, & =v9(3),

.

Y- - ] & 1 b
a(x ) g (v, + > — g, D [T(r)aly, I)i=0, i =0
lxl=1 %2 . =
Si nous sommons ces égalités, nous ohtenons
QLA+ Ry + 5+ 1) =
ol:
(J; est Uopérateur avec le symhbole g, {x, Z) + + g {x, %)

x

A est Vopérateur avec le symbole a (v, I),

R; est l'opérateur avec le symbole a(x, &) gj41 (¥, &) + 1 — L (%)
T; est V'opérateur Tp, + ... -+ TNy, |

S; est lopérateur avec le symbole a(y, £} gq(x, 2) + ... -+
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Pour o (x) €9 () nous avens
\ w K ., . ., R g,
o () = pLO% () + Ko () = STe () F T 2 ()
Soit e H, » " (0); i1 en résulte quil existe s ¢f £(5) tels que el
pour L (¥ 6 ﬂ“ (o).
Nous allons dem(ml;c que  dans un cuved queleonque oo C o,

on aw(x) € H 2" (o)
Pour (lemontrcr cette relation nous considerons:

(,0) = (T, ) = (Lu, A" LQ % - Ko+ St ) = T )
-+ ([ & S+ 1) (L), 2.
Your v € o, il cn résulte que S;(Cn) (v) = .
Pour & € ¢, on sait que u (v) - Zu (x) = 0, done:
A= Adw—A0 Do
Parce que Jlu g Hx 7 (a) et (1 —Qu HE == (o) il en résalte que
A@uy etz == (o). Ducor ollaire 21l résulte que Q24 (Zu) e =7 (e1).
Nous allons choisir Ny, Ny, Ny A et _; assez grands alingue For-
dre partiel relativement a v de Ky et T soit - L
Tt en résulte du fait que Gu{v) ¢ oo ot (l( la relation %) que
(v} € Hettoetr o done i nous choisissons unie stecession d'ouvirts o D oy
D g ... D w, et nous répétous ce procédé nous obtenous i € ==
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Ruezmmat

. ! zlcezl..sstuu lucrare se studiazd proprictdtile de partiald pseudolocali-
tate si parfiald hipoclipticitate fn conditii de tip HI. Aceste rezultate
extind la cazal partial rezultatele date de Kgorov in

wlabul. 27 pentru cazul

REMARKS ON A HOMOLOGICAL DUALITY OF ABSTRACT BANACH
MANIFOLDS
BY

ANRCEA CRATOVEANU

In this paper we shall formulate a duality theorem for abstract Banach
manifolds, which is a homological correspondent  of Foells duality
theorem 21 for couerete Hilbert manifolds, The demonstration s anato-
golts o that ol Eells, but makes use of the existence of tubular neigh-
hourhoods in ¢ *manifolds (¢ = 2) modeled on Banach spaces 4, p. 73
and of the existence of the general Thom- Gysin isomorphisi [9,
P 283 .

1. Let Y be a paracompact, connceted, separabie C* - manilold?
modeled on a separable Banach space E. it is known that ¥ has the homo-
topy type of a countable, locally finite, simplicial polyhedron 3 . On the
other Liand, Y is a paracompact Banach manifold, hience it 1s an ahsolate
neighbourhood retract 71, i.e. given a closed subset ( of a melrizable
space M and a continuous map f ¢ = Y, there is a neighbourhood U
of C in M and a coutinnous map F : U — Y which extends /. We also
suppose that E is €7 -smooth ?) i. ¢, E satislics ane of the following three
equivalent  conditions

1) There is a noi-trivial real valued C#-lfunction on E, f ‘E - R
(R is the field of the real nunibers) with bounded support,

2) Any open subsct (7 of E admits C= - partitions of unity,

3) TFor any continuous map g of () into a Banach space F and any
aqumber ¢ = 0 there is a C®-map A : & — F such that [lg{e) - A (o)l <2
for all ¢ €0

11t is enongh to suppose that Y is of class Ck (k= Z2).
¢ 1t is not known if there exists nonseparable Ck-smooth Banach spaces with &= 1 (8]



