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L Ln contextul acestet _cnni:igum!,ii s¢ stabileste un izomorfism eanonic
intre grupurile de omologic singularit relativa de dimensiune g cu cocfici-
?1]1571 ](]b(_‘il}_l ate perechii (V) - N s grupurile de omologie singulard abso-
T (11(((r't‘ri.llcnhllll]u.([ - poale tul XL T exprimd an anwmnit tip de dualitate
omologich ce constituie corespondentul vmologic al teorcmei de dualitate
. T ] st = 104t 1 N )
a lui Feils pentru varietiti Hilbert concerete, )

Seodovedeste mvari: i i

Se artan{a acestui izomorfism i o feadil
) A : : : 11 raporl cu < 15 2
transversale de-a lungul lai X E oaplieail

Cu :1‘1.111111111 acestul izosporfism se construieste un anwmit sir cxact
care permite s obtinem, fn cazul ol ' ' i Al
¢ i t u, i cazu cind Y este o retracti absoluti, un alt
izomoriisn vy, pentri oriee g 1. , l

SUR 1A GEOMLTRIL DIFFERENTIELLLE DES COURBES
DANS L'IESPACE BICENTRAL n-DIMENSIONNEL. I
PAR
. MACOVEL

On appelle espace bicentral & n-dimensions un espace Klein #z-dimen-
sionnel dont le groupe fondamental est le groupe projectif qui conserve
deux points appelés centres de I'espace. On définit un repere dans l'espace
bicentral 7-dimensionnel comme un repésce projectif formé de n 4- 2 points
analytiques: 1, U(f = 0, 1,2, ..., 7 dont A, _, et 1, coincident avec les
centres de Vespace. On appelle axe de 'espace ta droite <1,_p.1,.

i 'on cousidére un tel repére comme repere naturel de l'espace, alors
les équations du groupe fondamental sont:

(n pY, =3 i (,j=0.1,2....8)

I
avec les conditions :
@) a:‘" =0, (=01 ....n— 2, 1),
an = (), (i:U,],...,u - 1.
!

Ce groupe dépend de a? paramétres, dout ceux yui déterminent
la position des points Ay, ..., A,_s U daus l'espuce sont des parametres
secondaires ¢t la position des potnts (ui apparticnnent 4 une courbe de
Yespace cst déterminée par le paramétre principal.

Le mouvement du repére choisi plus haut, est donné par les formules :
(3) di, = o, (i,j=0,1,...,n),
avec les conditions:

{j= 0,1, ..o — 2,0}
| w =0, (j=01 ...,0—1)

i (.):; e “

)
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oil w! sont des formes Piaff qui dépendent de tous les paramctres dugroupe.
Ces formes satisfont aux équations de structure de espace:

D wi=[w} wf
3 =
(5) D o, 1,
D of = 0,

Do) = [0} — o, ol (o), ol el . e (0, k=0, 1,0),

Soit C unc courbe définic par rapport 4 un repere naturel parles ¢qua-
tions

(6) X = x;(4),
ol x;(f) sont des fonctions analytiques du paramétre { sur Uintervalle (fo, 4).

On considére la courbe C comme étant cngendrée par scs ¢léments
osculateurs définis par I'ensemble : un point de la courbe, la tangente en ce
point, E, osculateur en ce point,..., E,_., osculateur en cc point ¢t I, _,
osculatetr en ce point quicontient le centre de l'espace A, [3]

La détermination successive du repére canonigue attaché a la courbe
C fait coincider le somet -, avec le point générique de la courbe et fait
prendre le point A, sur la tangente a la courbe, le poiut s, dans E, oscu~
lateur, ..., le sommet A,_;dans E,_, osculateur.

Une telle particularisation du repeére est possible pour toutes les courbes
gauches de I'espace bicentral n-dimensionnel en un point ordinaire d’une
felle courbe. Les droites, les courbes plancs, . . ., les courbes situces compleé-
tement dans un hyperplan E,_, sont exclues successiveent des considé-
rations.

La particularisation du repére apporte une suite de relatious cntre les
plaffiens w/ qui conduit a les définir & 'aide du paramétre piincipal sur la
courbe et de ses invariants projectiis [21.

De cette maniére on a
(7) w =0 pour ¢ < J—letj=23 ..., n

A 1'aide de ces relations (7) par une dérivation extérieure compte tenu
des particularisations du repére et en appliquant Ie lemme de Cartan on
trouve:

_ =23, ..., n—1
{8) wl = o j. o et ol = w).
I = 1,2, e ey Moies 2

Par le méme procéd¢ de (8) on déduit:

o

%l - ) = ;
lm., 2] + o) = bt

=3 n—3 n—4 1
| or 3 20078 + ort= b, 0l
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[

et Von peut derire: by = by= ... =by_» = 0: donc on obtient
(9) wi — wiT = w;ﬁ“ — (-)'I'.“E, =23 ..., n—2
J ] — = ~2

1Les relations (9) conduisent ansst A

ot — 3wl - o) = 0.
o = Beor; 4 3w, — (u? =1,
(1t :
T A S . g
— 3T A Bawn”y on Ty 0.

J.a dérivation estéricure des relations (10} et Papplication du lemme

de Cartan donnent:

; wh— Fel 1 Gawg== z, o0,
At — Ao ¢ ne-n o gt b= z w!
‘ BwiZ) 4 ol - wnTi= 3,

ot Vou considere deux cas.

1) 8l yadess (ui ne sont pas egaux % z6ro, alors on peut déterminet:

¥ = wt L=,

(H - e .

: : e 2 = — Ll
oy = e = T O th

A aide des relations {(11) par la dérivation extéricure et par Vutili-

ation  du lemue de Cartai, on obtient:

(12) ] o) = w) =, wf = wi? = ket
- Vo g = e
\ W) = Gf = .. Wiy )

etk est un invariant projectif. De la premiére relation (12) op peut. deduire:

1
(]3) f‘il = >t
]

ol 5 est un invariant projectif. Les autres relations de (12) vonduisent a:
on 8= e,

o]
b

‘ ; e

noo=

A
4] . ;
( ) \ (.)é wé = ., . == (.):::'; = 1),

avee ky invariant projectil,
Pans U'étape finale, oo détermine :

5 0 I ! R P
{13) O S ko _gets 0 o OIS

oit k., Ruossont des invariants projectifs.
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’ I.cl- ])faffu_en Su' est une différenticlle cxacte et 'on note o' = oy
étant I'arc projectif sur la courbe C v

Les équations de n ¢
: wuvement Jdu repére ca 1 - or ! .
plus haut sont: | nomque d'ordre 7 déterming

[ d1, = wid,,

!
d‘ll 2 P(UI .'10 -E- (I)l.‘l:'
d,J,z = ., - (-),_1:][ -|- (u’:l.s.

{LIJ - f\‘l(ul.lo —i— o)g.-l,_, -I- '
(16)

a’.I"__3 koo LOR P R .-l” cel,

n-

d] 5 1 ok
n 2 /‘H-" ) 'IO i /\”_ ‘(I)l ll —}— i ('J] I
-t 4w od [ et ] l o
dd - n--1 n—2 ey D
-
@ L
d‘.l N ] ]rz 1’
i [~ e .
n "

Iy si 3 les 2o sont ¢ {QFIC
151 tous les z; sont dgaux 4 z6ro on a:

(18} °
| S I —
Gy = o, = , .. == (-):'___'z k()
On déduit des rclati
es relations (18), par deérivati OF
: , derivation extéricure et ¢
e de : ericure et en utilisant le
0 =
@y = 7! Dz 70 ¢! =3
: PLC LI 7Y L R e N o’
et on peut de nouvean distinguer deux cas

) S0y g 5 7 i - :
L dma a des 7, qui ne sont pas egaux a zéro, alors un peut ajouter
aux relations obtenttes jusqu'ici les relations stivantes .

(,):: [ B e ] 1 22 .
4 = ) [0 PR a b
== i 4 (vJ" 3 U,
[ N0 1
), ey 0, o= DL
(19 ! .
1 i) ) NPT S Hpe : 1
4 - =W, , (o, = R W7
n—2 2 s 2 L, 0,
LU Ut ! o ~ !
n-d = n—a ' ”n 2 ‘nod e

ou z, kA : i i
P Ay gyl sont des invariants projectils,

1I') Si tous ; : ;
. s les 7, sont cgaux i xé ;

(o2 aux a z¢ro, alors on peut ajo 1
s ! . ¢ ajouier aux relattons
precédentes ies relations suivantes : thoms

&

Y
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1 1 =3 =
= = .. whmd =0,
t -6 — 1 == — - —
W= t=o, e == ol = 0,
i i = i e
[20) o = o] kyo!, op=...= o= 0,
o o L=k o, o =k et
n L - LY R H—- 1] 4

avee fy, ...k, invariants projectifs,

On continue par le méme procedé jusqu’au moment ot tous les pfaf-
fiens sont exprimés a Uaide des invariants projectifs et & Faide duparametre
principal de la courbe

Pour une courbe geéncrale € de Pespace bicentral n-dimensionnel, les
formules de Frenet ont la forme:

d.1, '

H’.Il - ‘1) :;(I)l.’] n ('J‘.]_:_,

ol ], - wtly,

dody, =ka'd,

dily = kot 1, ot A, 4 @iy,

IR TR

L] i
(20§ 4.1, sty 4 @l

featl by
dol,_g=hy_g wldd, —sotd, 4+ etz
(i.l" = l\'"_.q(v)l '{ﬂ i II\’,, ';(d].‘] l+ S f\"(.)l_|" 5+ /cw'.*l,,_;;—i—(ul.'l,,_h

thel o= G

L -
dd, = mn']"’

o k, g, ky ke oo kg sont des invariants projectifs de la courbe ¢ [1].

Un point de la courbe € on Ton a:

=0, by =1: 5 ls ..., k.-, différents de zéro, s'appelle point
singulier de premiere 1'espece,

Re=fy, =0, ka=1;0 ky ... 0 différents de zéro, s'appelle point
singulier de seconde espéce,

=k = s sy v O 5 05 e, O sappelle point singulier
de Vespéee 1

f.- ky= ... =K== 0 a0, sappelle point singulier de l'especc
n — 3, ou point sextatique.

Une courbe ¢ dont tous les points sout singuliers de l'espéce 7 s'appelle
courbe singuliere de lespeéce i ces courbes existent et dépendent de
W —  — 1 fonctions arbitraires d'un seul argument.

On obtient des formules de Frenet (21):
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o= 1; g, ko ks oo by invariants projectils pour les courbues gend.
rales de lespace bicentral w-dimensionnel

k=20, k = 1:.g ko oo by invariants poojectils pour les cotirbes
singuliéres de premilre espéce,

k= k& boog =48, k,_y =15 iuvaiiant projeetil  pour les
courbes singulieres de Despéee (n — 4.

Les cas rencontrés jusquiict représeutent :

I} les courbes géndrales de Vespace bicentral & dimensions

I') les courbes singuliéres de premiére espéce ;

II") les courbes singulieres de seconde espéor.

Pour le cas n = 3, les courbes singulicres de premiére espece coincident
avec les courbes du complexe, mais leur propricté glomdétrique ne jpeut
pas étre généralisée pour » > 3.

¢

Les courbes de Uespéee 1 — 3, dont teus les points sont sextactivues,
s'appellent combes normales. On ne peut pas {ixer pour los courbes nor-
males tous ces éléments composants du repére canonique parce quelles
sont projectivement ¢gales. Chaque courbe admet un groupe projectit a
{rois parametres de transformations en clles-méme.

Si Ion ajoute aux conditions précddentes :

(22} o) =0,

alors les formules de Irenet obtenues de (21) peuvent étre integrées immé-
diatement et 'on obtient
S.M
— . 10y S i
Ag= AP AW 4 oA,

oft AQ, ..., AP est la position du repére canonique pour s = 0,
Les équations d'une courbe normale sont :

(23) .

1,
VoL

B G . }
i Vs i : #,
6 ot

1
2
et il suit qu'une courbe normate est une courbe algébrique d'ordre », ¢’est-a-
dire telle que tout £, la coupe en n points distinets ou confondus.
Théoréme fondamental. Etant données les courbures projectives: o, k,
Ry, -, ky_y comme fonclions de I'arc projectif s, qui satisfont air systéme (21)
et ses conséquences différentielles, elles déterminent unc courbe géndrale de
Pespace biceniral n-dimensionnel jusqu'a wun automorphisme de lespace.
Pour donner des interprétations géométriques i I'invariant différentiel
et aux courbures projectives, on considére sur la courbe C, avec A, un
point infiniment voisin 4, = 4, + 44, La tangente a4 la courbe C en
A, coupe les hyperplans déterminés par les points A4,, Ay 45 0. A et

7 r— —_— —_—
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] aux ints 1 = 4 L Ads +
respectivement  par AL ULy oo A, aux points I Y .

iv P, = A, A [4)
4L el A ds et respectivenment [’y = Ay - Ay 12 : o
| I.a partie principale du  birapport (.f.lu, 4.-1], P, Py es; l(fn\(:)llrlmgi
différentiel ds — !, V'éiément de arc projectif (vle fa cour e G »
A! jouent par rapport a U7 de la propriété p(0, 1).
0

alors que les points Ay, - s ln propreté P .
‘ spectiv ¥ les projections des points A, TCS]
Ot note avee P respectiy ement 7 les proj

i ¢ eg points « ooy Ao
dans les cspaces linéaires détermines par les points A, . i,m net
- te plan Ay, o, et Vona: PP =, + 4 ds"+..
8! oo osur e plan Ay Ay 2 P = Tl
e 1 A La partie principale du birap]
= A

L . } q -1 A ..I_

respectivement / A, " L p ~ h sy
i 1 droites .| (-lm A P, P ) est ausst égale A ds. On voit don; q;

(S SR (AN LR YRR m' m 0 oA y . 1S
. jguissent de la propriéte plm, m-4=1) par rapport a ‘
N

. o P
point unite [" est I'unique point par rapport auguel les p(l)u:)ts de i, 30
¢t A jouissent des proprictés PO, et plm, m+ 1) pourm = 1, 2, ...1, 1 )
o A, rection de o du plan A4 g sar de pian
Tn notant par A la projectio o Ay, e

ot avec A* lintersection de la droite A‘?.ﬂl2 avec Iz
y i uit que la partic principale du
i A, jusqu'a un facteur

vement 7
les points .1, <

osculateur A 4, : o
gente A la courbe (1,} au point ., on dec ;
hirapport déterminé par les droites A, .(;10,' AL ¢
numérique est égale 4 la courbure projective o i< haut, une courbe

Par rapport au repére canonique déterminé plt 1 e o
é1né ‘1* de l'cspace bicentral & » dimensions admet la repre a
aénérale s

o

analvtique :
= L ¥ - a, kx’;“ 4l
1 2 ! A
1 3 i
= — X X S
(24) Yy = ¥+ ay kot 4
1 M k .\-n+| + L.
"rr - _| 'I\I +an n—-2"1
n!
2 ; soefficients nuinériques.
ott ko = o), k= o] et a, sont des coeffic s o
" - . . ) :
On counsidére sur la tangente a la courbe €, les points
dx, .
¢ Y 7 — = #)
5] AN=4x.4% (1 1, ...,
(25) : ; P

et l'on note avec ) les points P, qui sont a T'intersection de la tangente

en .1, avec I'hyperplan:

(26) X;=0 (j=1,..., %) -
On suppose gue les points Q; sont ordonnés et que Q;, Q;, avec t <7J

sont distincts,



120 E. MACOVEI 8

Les invariants projectils de la courbe € sont exprimés par des combi-
naisons linéaires & cocfficients numériques des birapports déterminés par
les points (..
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ASUPRA GLOMETRIEI DIFERENTIALE A CURBELOR IN SPATIUI. BICENTRAL
1-DIMENSIONAL. T

Rezumat

Nota de fafa reprezintd prima parte din studiul geometriei diferentiale
a curbelor unui spatiu Klein n-dimensional cu grup fundamental, grupul
proiectiv care pistreazd douid puucte, numite centrele spatinlui,

Folosind metoda reperului mobil, se determind reperul canonic sl se
dau interpretdri geometrice pentru invariantii proiectivi ai unei curbe.

.

Sl

CONGRUENCES DE CONES QUADRATIQUES EXN [
PAR
D. RIMER

Communication presentée i la session sctentifique
Jde UUniversity Al I, Cuza’, fassy. ectobre 1967

§ 1. Introduetion

L'étude dilférentielle des variétés de coniques a prec?ccurpc rl)csf “dee:;
niéres années plusieurs auteurs, parmi l?b(luels nlgttthxlllolga \1\0._ ey
[1], V. S. Malachovsk1l (3], \: R, Riutin | , 10]. _

Nous avons abordé I'étude différentielle de quelques va?et?n de .cor;e;
quadratiques dans divers espaces [6, 7, 8 et dans cette l\otc“g\né):sc gneg
sentons la géométrie différentielle des ‘vaneFes l?ll)aragllétrt(};lesceg variété‘q
quadratiques dans l'espace euclidien 4 trots dimensions, ‘,,f. o décrit;e
seront nommées congruences de comes quadratiques. La suriace X décnte
par les sommets des cones de la congruence sera nommée la surface support

congruence. i )
¢ ]anxc::‘.li%érons 'espace F,, son groupe fondamental (?u et le re}:criolll:tobgs
(A, I} ot I, sont des verseurs rectangulaires ‘gle};n-: 4 detnlx. (__aﬁl 2 5
ce qui suit, nous notons: a, b == 1, 2 ) 4 F=1,223; 8 & u=01293)
Les équations de mouvement du repére sont

(L1 dA = ot Iy,
dIh = Q x I,\
ot Q=pIl +ql,+7rl;, p=o}, g=ow;, r= w?, et les pfaffiens I

et o} satisfont aux équations de structure de l'espace euclidien
(1.2) dw! = [r, ©?] —[g, w?], etc.
dp = [7, q], etc.



