120 E. MACOVEI 8

Les invariants projectils de Ia courbe € sont exprimes par des combi
naisons linéaires & coclficients numériques des birapports déterminés par
les points Q.
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ASUPRA GLOMUETRIED DIFERENTIALE A& CURBELOR iN SPPATIULL BICENTRAL
n-DIMENSIONAL. T

Rezumat

Nota de fafd reprezintd prima parte din studinl geometriei diferentiale
a curbelor unwi spatiu Klein n-dimensional cu grup fundamental, grupul
proiectiv care pistreazi doud puncte, numite centrele spatinlui,

Folosind metoda reperului mobil, se determini reperul canonic §i se
dau interpretdri geometrice pentru invariantii proiectivi ai unei curbe.

”Lﬁr—'

CONGRUENCES DE CONES QUADRATIQUES KN [,
PAR
D. RIMER

Communication presentée o la session s.:.ien!iﬁqt_ne
de P'Universite Al 1. Cuza”, jassy, octobre 1967

§ L. Introduction

I'étude dilférentielle des variétés de coniques a prec?ccurpc Il)es: “d:z;
niéres années plusieurs auteurs, parmi l?bt;uels nlg:xthxlllolgs \1\0._‘ ey
17, V. 8. Malachovski [53], V. R, Riutin | o )

Nous avons abordé I'étude différentielle de quelques va?etes de co:;if-s
quadratiques dans divers espaces [6, 7, 8! et dans cette ho}c;gttg:sc f{meg
sentons la géométrie différentielle des ‘vanei.;es 1?1parzl.métm‘ll:‘leaC“5 variété:s
quadratiques dans l'espace (fll(:ll(h'\(:!l 4 trois dimensions, ‘,,f. (.\ décrit;e
seront nommées congruences de cones quadratiques. La suriace X icenite
par les somnets des cdones de la congruence sera nommée la surface support

ongruence, _ )
e ]aC;nsi%lérons I'espace F,, son groupe fondamental (;u et le rc%:crﬁt'olll::bgﬁ
(A, I} on I, sont des verseurs rectangulaires ‘gle};n-: 4 detllx. (__aﬁl t 5
ce qui suit, nous notons: a, b == 1, 2 ) 4 k=1,223; 8 & u=01,2.3}
Les équations de mouvement du repére sont

(L1 dA = ot Iy,
af, = Q x I,
ot Q=pI, +ql, +7rl;, p=o}, g=uw;, r= w?, et les plaffiens "

et o} satisfont aux équations de structure de l'espace euclidien
(1.2) dw! = [r, w?] —[g, «?®], etc.
dp = [7, ], etc.
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Nous associons a l'espace F; un espace projectif auxiliaire Sy, auquel
nous attribuons pour groupe fondamental, la réalisation de G, comme groupe
Jde transformations sur les quadriques [7]. Cette réalisation ¢tant intransi-
tive, on devra déterminer les domaines de transitivit¢ 0. L'espace Sy étant

rapporté a un repére 1.7, By, (e = A5, es Gquations de mouvement
du repére sont 7
(1.3} ol = (-J::: Jr - it _<fl"'-’-'
avee of ot wf = of.
x ]

$ 2 Le théoreme d'existenee

Nous déterminons de manicre géométrique le repére canonique de la
congruence ¥ par les conditions : origine du reptre coincide avee le som-
met du cone et les axes de coordonndes alent ies directions des axes du
cone, Ox* étant axe intéricur du cone. Ainsi, les six paranctres du groupe
sont fixés. L'équation Jocale du cone € rapporté & ce replre est

(2.1 C= ooy (V) o ()= () =0, (2, > 0, 2, = ).

A un couple de valeurs de =2, correspond un cone déterminé (7
et, par Paction de toutes les transformations du groupe 7y on ohtient l'en-
semble des cones ¢quivalents a €, done un domaine de transitivité 0.

I/image du cone € (2.1) en Sa est lo point

(2.2) = gy AV Aoy AR — A

qui appartient & une variété algébrique de dimension huit ¢t ordre quatre,
Sac Se [1, G1. L'image en Sy de la congruence ¥ est une surface ¥ si
71 formée de plusieurs portions simples de surface, homéomorphes a des
domaines plans simples counexes.

A chaque domaine de transitivité 0 ¢ 17, correspond en Sy une varété
de dimension six, que nous uotons 0 et sur laquelle 1a réalisation du groupe
Ge actionne simplement traunsitif.

Quoique le repere a ¢té détermiué par des movens géométriques, nous
allons appliquer aussi la méthode du repere mobile de Cartan & la surface
% Sa, ce qui permettra de dégager les divers cas d’exception,

Par délinition, seront considérés comme repéres d’ordre zéro, les repeéres
qui maintiennent fixe e point €. Parce que (€0, qui est uue variété de
dimension six et le groupe a six paramétres, il suit que le groupe de stabilité
de € so réduit a la transformation identique et, donce, que le repere cano-
nique de la surface °F, ainsi que de la congruence ¥ est déterming,

3 un déplacement dans la famille des reperes d’ordre

Jin notant par 3
#ro et = — of (3), la condition de fixité 3C = 2.C, avec (1.2) daonne:
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(2.8) 31, -0 Bry =0, ml=0(x==0), 22=0(mn=0) =0
0 (— aa = 0), m=0(z +120), ©=0(xn+ 1=0).
Il résulte que =z, et 2, sont des invariants d'ordre zéro de la congruence
% et que les six plaffiens w* ¢t of sont des pfaffiens principaux d'ordre zéro.
Fn voicl les cas dlexception ot leurs significations géomeétriques:

1) %, — ot 2} == 0 — le come local se réduit 4 un couple de plans
(2.4 o (X4 — (¥ = 0, respectivement =z, (x1)* - {(x™? == 0,
L 1 : 8
3 gy —Lou H ay=—1o0u 3 »=2=_ - le cone € cst

mi cane de rotation, dont I'équation est respectivement:
23) (0 a2 () == 0, — o (22 (6 A (=0
(a2 - () - 2 () =0

Nous allons nous occuper seulement da eas générigue ¢t des cOnes
de rotation (§4).
Le cas générigue. Les six pfafliens o et wf étant des pfaffiens princi-

paux d'ordre zéro, supposons [}, o’ 0. Iin exprimant les autres guatre
pafiiens, fonctions des platfiens prineipaux de la variété o! et o, on ohtient

(2.6) =l @, p=poot, g=g, 0 F =0

ot {y, pa, gu, ra sONt des fonctions regulieres de (v, v3}, les paramétres
principaux de la variété.
On a ainsi les formules de Irenet de la congruence

dd = w1, + 1, oI,

dI, = r, o' I, — g, " 1,
dfy = — v, "Iy + p, o' S
dly = ¢s ' I, — p, 0" I,.

terivons encore a Vaide de (1.3) trois des dix formules de Frenet de
la variété image ¥ Sy (les autres sept ne seront pas utilisées en ce qui
suit)

L‘g'\.

—
4
1

-

AAN = =2 {(r A S gl + A @ - (=7 AT g A1) wt],
) AT = — 2 [(r, A — pr oA ) @l - {ra AV — pp A 4 A ],
(2.8) A4S = — 2[(— g AV -+ p AP L A% @b + (— qod 1+ poA® -+

1, A% wE].

Lin utilisant les équations de structure (1.2) de l'espace E; et notant
la différentielle d’'une fonction ¢ par: de = g, 0" et



124 . RIMER i

M=y g — Ly,
M2 =ry — Iy po - by P,
on ohtient les conditions d'intégrabilité
ded = MV ol wf],
do? - M* Tl Wil
by =ty s Al M* & py b g =0
par — P+ P M by — g = 0 ete.,

les antres deux s’obtenant de la derniére par des permutations circulaires.

On peut énoncer maintenant le théoréme fondamental :

Etant données dewx formes de Plaff o', o linéalrement indépendanies
de dewx argunients vy, vy ol it Sonclions regulicres 1, o, us Va des mdimes
variables qui salisfont a (2.9), il v a en By mne congruence de cones quadra-
tiques définie a un déplacement pres, dont les formes twoariantes of les invariants
sont les denx pfaffiens el les It fonctions donndes.

§ 3. Létude géométrigue de la congruenee

~ En coupant le cone € par le plan z = 1, on obtient une conique diree-
trice
(3.1} a (W) (=1 =0, =10,
) _ . 1 1 . . s
avee les demi-axes -, 1__ On a ainsi une interprétation de =,
0y %a

e plan tangent a la surface image ¥ ¢ Sy au point (" est donné par
C et dC = Q, &', on
(3.2) Q= 2,0 AV 4 2y, A% 4 i, A~ 2g, AV A S Y L
- Dy, A = 0

Pindice « dans le deruier termme ¢tant indice libve et

. - - ~
83 Pi= (A D =t Do = (n — 21

La contreimage cu 5, du plan tangent 477 en € est un résean de quadri-
ques ,tangent’” {4 la congruence % au cone €
84) R=3,C | »Q, =0 (a ¢étant indice de sonnmation)
ol
(3.2) Qo =m0 (W)2 4 29,0 (332 2700 4% - 2, X0 A0 2p, a0

2L = 2,00 =10

(I'indice a dans le dernier terme est indice libre).

o
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Nons utiliserons aussi les faisceaux , principanx’’ de quadriques
(35) Fd }-u C 'i" Ta Qn == Uk

qui sont les contrelmares en fy des tangentes I/, anx courbus T, d'éequations
of = O (b == a). situces sur NV et passant par (..

Les quadriques (), passent par P'origine /1 du repere. Les axes [, coupent
fos quadrigques @, dans Porigine, aussi que dans e point

PoA2 oy y, O, 0) respectivament 18500, 2 942, 4. 0], ce qui fournit
d'autres interprétations de =,

Les axes /, sont tangentes a l'origine aux quadriques Qs (b4
et la direction de [; est une direction asymptotique pour chacune des deux
quadriques Q. Les plans J1, tangents en o aux quadriqgues (). ont les équations

(3.6) N, =ax, 3 =/, =0
(ot TVindice a dans I premier terme est un indice libre).

Ces Gquations fournissent des interprétations aux invariants /. On
obtient aussi des interprétations pour tous les invariants, en considérant
jus équations des plans diamctratement conjugués aux directions [, par
rapport aux quadriques .

h h . ().

I AN T- SO S B S Bl
|,3.7) . -\-Il 1 e "l '_\-l.' | 2 -‘-_

[.| oA i = j‘)l vib == {} II.!II 7".!\_' ;pil.:l _7:30

Lvidemment, les plas diamétralement conjugues a 4 sont des plans asym-
ptotes anx quadriques Q..

. . Bﬂ- Ve -

Sojent, les coutbes 'y C 2 o '¢guations

(3.8) () =ao"—=0 (b= ),

Jes verseurs [, des génératrices du cone €, dont les projections sur le plan
W () sont situces sur les demiaxes positives Ox7, et 2, fes angles (J.. Ja)-
Lorsque e sommet A du cone € déerit Pune des courbes 17, {3.8), les plans
tangents au cone e long de Jy, J, varient. Soit me (@ = 1,2, b=1,72)
lo verseur de la normale du plan taugent au cone le long de J, dauns lc
déplacement de o suivant 1. Les déviations du parallélisme Myller [7]
des directions J, par rapport aux normales 1., le long des courbes 1", sont

données par les expressions:
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(3.9 JorJap tap = \/{().pb 1) E(;:p,, —rpsing, P+ (1 — upy — aqy 2

oit 7 et w sont donncées dans le tableau

a A )
!

11 0
I

200 1

Compte tenu que Yz, = cotg ¢, les expressions (3.9) peuvent étre mises
encore sous la forme

(39:) Ja 0 _]a,b : ”"bi = l/[ (7'150 ‘5‘ ;'J-qu) \/;,,:J‘_-. :2 ‘E‘ (l o P-/)b + :'.Qb):

1 -+ Fa

Il résulte que si les conditions:
(3'10) Ty = (}'/)b + i"’gb) l ;rc» EJ-Pb ) 7-!7-- == 1

sont satisfaites (conditions compatibles avec les relations (2.9)), les
directions J, sont paralléles (M) par rapport aux normales s, le long des
courbes I', .

I’enveloppe de la congruence ¥ cst dounde par les ¢quations

(3.11) C=0 0 =0, ¢,=0.
Associons 4 la congruence ¥ de cones, la congrucnce de droites 3,

dont la surface support est X et le rayon de la congruence est situé le long
de /;. L'équation vectorietle de la congruence A est alors:

(3.12) P=M-:1,.

Nons exprimons différents ¢léments caractéristiques de la congruence A
en utilisant les invariants de la congruence de ednes 7.

L’arc de Pimage sphérique du ravon de la congruence A, donc la
sremiére forme fondamentale de la congruence A, est:
I g .

(3.13)  ds™ == (@) = (P2 + @) (@) + 2(p s+ 1) ' 07
ILa deuxitme forme fondamentale de la congruence A {tant:
(3.14) ¢ = @ (o) F (g — p) o o = p (0P

il résulte que le point central d'une gémndratrice d'une surface régléc
R (0* = ¢w'} gui appartient & la congrucnce A est donné par

s pac® + (py —q) 6 — q
3.15 = Sty
( ) p ‘,\7

oi N = (P2 + g3} o* + 2(p p. + 4,0) o + (b} T 4})-

—»
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Enfin, la troisicme forme fondamentale de la congruence A dtant
{3.16) ple 4 (P ) o ©F o (e
il résulte que le parametre de distribution de la gendratriee est
o1 5 (2 60 4 (Pe 2 if1) = i1
(3.17) =BT ,

il sensuit gque les régices Kopour lesquelles 6 satisfait a la condition
ga & A= (P ) 6 5 pe = 0
sontl développables. ‘ , ‘
lin particulier, les smfaces réglees (I, I,) sont développables si
=0 =1; ¢ =0(=1

Les fovers sout donnés par

Pa —h iiw_‘-,j_(fz__‘!“ ‘]1);’ 'lﬁ[ Ve

(5.18) O 2(pra— P2h)

les poluts limite par

pe -t = ",/(_/’.- ¢, 4 (h—f

e R 2{prge— P200)
et, donc, le peint moyven du rayon a 'abscisse
S i 1

Prg:— P2t
Pour que la congrucnce & soit une congraenee normale if est néves
<uire et suffissant que

{(3.19)

iy

(3.20) o

Mo g =1 .

On voit que si les réglées (. 1y) sont développables, la congruence (A)
esl normale. )

I.a condition unceessaire el =i

{fisante afin que la corgruence (3) soit
isotrope, est B .

P+ 4 f’l/’:'*“‘h?e:pé'rgé‘.ll
0 g: — P — P2

§ 4. Congruences de cones de relation

(3.21)

1 N B A d

En déterminant le repére canonique de la congruence °% de cones

guadratiques queleongues, nous avons exchu le cas des variétés ¥, de cOnes
de rotation, caractérisées par lane dea conditions :
1

2= | U, ooy = 2= >
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. 1 .
Reprenons ce cas d’exception, en supposant o = x; = — . L'équation

locale du cone C, est alors:
(.1 (¥)2 + (2% — 2 (¥¥)2 = 0.

Nous appliquons de nouveau ta méthode du repére mobile de Cartan a la
variété image de S,.

Il suit que 2, = 0 correspond & un couple de plans imaginaires et
% — — 1, 2 un cone complexe. Nous ne nous occuperons pas de ces deux
cas d’exception. Alors, les relations qui donnent les variations dans la
famille des repéres d’ordre zéro sont:

8(]_)'—"’”' ‘1‘77-120. (1 1)?::‘,-::{), l7:'3:0, (l - 1)7—3-0, = =0.
o

x 3

11 résulte que = est un invariant d’ordre z¢10, et !, w7, o, 6}, o] sont des
pfaffiens principaux d'ordre zéro. En supposant [w!, o®] =£ (), nous expri-
mons les autres trois plaffiens principaux d’ordre zéro, fonctions de w'
et ol

4 |

wy = oo - hy e,

*) of =y ot 4n, 0f, e = el e '

b ) 3 4 ,

En continuant l'opération, par différentiation extérieure ct, compte tenu
des équations de structure du groupe Gg et des relations (*), on obtient :

8h — nyw =10, 3, + 2, =0, 87, — 2, 75 =10,
8n + Ay =0, Sy — (1, + 1) =p =0, Shg — (1, — 1) 72 = 0.

Si tous les six coefficients » (& = 1, ..., 6) sont nuls, le repere ne peut
pas étre fixé. Supposons qu’au moins deux d'entre eux ne sont pas nuls
et soient »,, k, ces cocfficients. Pour #, =1 et re =0, on obtient =0
et implicitement le repére canonique de la surface image ¥ Se ainsi
que de la congruence ¥, de cénes de rotation de £, est fixé. Il v a cing
invariants finis du premier ordre:

).2 — I, }..'] — ‘]l! ;'.,1 — []_:, :P._-', /)1, }‘ﬁ == /)2

et deux du deuxiéme ordre #,, r,; ces deux derniers permettent d'exprimer
le pfaffien principal du premier ordre w; en fonction de o', o

Nous pouvons écrire maintenant les formmnles de Frenet de la congru-
ence W,
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dd = " I, + 1o Ly,
dl, = r, 0" 1y — g2 @ Tais
(4.2) dfy == — vy 0" Iy 4 pa o' I,
dly= g, w1, — P, &" I
ot trois des formules de Frenet de la surfacc ?\.3, < Sa:
dA = — 2t AN o o A1 g 0t AP
(4.3) dd = — 2[w® A -1 0t A — py ot AP,
das = — 20g (lo? A" — 4 o' AW 4 p ¢ A%) — do A%,

I

En notant: 1
My =g, — g, M*P=ren ip,
on a les conditions d’intégrabilité
de® = M [w!, o],
[y M+ P+ = 0,
pa — Pia i Pa M gy — g2y = U, ete
wltant de la derniére par permutations circu=

(4.4)

les autres deux conditions rés

laires. ' . . » B
‘ le théoréme fondamental résulte immédiatement. On voit qu ilya

senlement sept fonctions {, p‘.,. o Fa de deux variables au lieu de huit comme

lon a pour la congruence S
Quelques interprétations s Uhtu:uncnt.

surface €, C Sset 4 sa contreimage en Iy,

gent” a ¥y en ()

(4.3) Ro=ra G+ 2 ro Q= O

ot l'on a noté

46 Qo= 2. ()

dyveo

4 Iaide du plan tangent & la
le réscan de guadriques tan-

B 2p at A o 2t — 20 2 bt =0,

L1
L
)
-

) pour d -= 1

7} pa b or y.

—_—

46) Fo=(+ 2 e fo=0 | pour @ =

L'axe dx% est Vaxe de rotation du coue €. ) _ e
ILe plan x* =0 orthogonal & dx* en [, coupe les (_;lnuduqueh (u sUIV :Lll‘t
les axes i .1yt et la droite a Vinfini du plan % = (. Le repere €5
ainsi interpréte.

Fa * - — A Tate el r e "'1111.
Le cone €, conpe e plan @ = 1 sui ant un cercle de rayo J)

4 - Matematica
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Le plan tangent en o aux quadriques du laiscean o= 2,0 o 3,0, — 0
est

— =)
ce qui fournit une interprétation de Uinvariant /[,
Les plans diametralement conjugués aux directions /o par rapport

aux quadriques ¢4, ont les cquations suivantes, qui donnent des interpré-
tations pour tous les invariants finis du premier ordre.

e ':;I vi | =¥ v )
i, v =0 Pt 1 0
Ly | ;lHl vt "ﬁl X2, =0 ;}:-"1 };2‘_, %o A — ol =1
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CONGRUENTE DE CONURI PATRATICE IN E,

Rezumat

Se studiaza geometria diferentiala a \';11‘_iejtﬁ1,‘l]0.1_' i_npurg.nletlrmg\(;:012:
gruentelor) de conurl péitralticc in sp;x‘gul c;.)liclh(}l;1;111:1(1:(}!1;;:1'(13111151?11:11)& .'_lgi,oc(ilri
seste, in acest scop, metoda reperuiul MobL i ISt i S‘ ‘ bi:
Cainea congruentei, intr-un spajiu proiectiv cu 9 dlmensmm._" es z} -
ﬂ:i% ‘rl::l)iiirul c%anoniz al congrt‘leu;ci in cazul generic, tcprg_m;\ td:zl tar\lljltflf:y‘ 1?-1
se dau interpretiri geometrice clementelor l’(..:p(:fu]‘lll}f;ll .11”L) (i.i " ); qf:; e
tilor. Se considera congruenta de drepte E_lSOCl.f’lta,- aving ;lu%a.:mz Locnuluki
suport ca i congruenta de conun patratlc‘e. 1 (11(1:1)t~ra<2‘111e]] (;i. ;1(3 e
local si sc exprimi unele elemente caracteristice ale congrueny

j i ilor congruentei de comnuri. _
cu ajutorul invariangilor nfel de o ‘ el e

in ultimul paragraf se studiazad cazul de excepfic al Eo}lgu‘uttrice
conuri de rotatie, gasindu-se reperul canouic 4l interpretdrl geome

pentri tofi invarantii.



