CVASI-CONLENIUNT ASOCIATE UNII CONEXIUNI LINIARE
PrUN SpATIU CU STRUCTURA APROAPE-PRODUS (I)
DE

. VAMANT

intr-o Notd precedentd am vizut ¢l pe un spafiu cu structurd aproape-
produs 7, poate fi definitd o cvasi-conexiune in sens Wong. Considerind
repere neolonome adaptate la stractura aproape-produs, oricirei conexiuni
Jiniare pe 1", 1 se poate asocia o cvasi-conexiune in raport cu aceste repere.

Prozenta Noti studiazi o serie de proprictdfi ale acestor cvasi-conexiuni.
I. Citeva consideratii asupra spatiilor aproape-produs
Tie 1", un spatin cu structurd aproape-produs, ¢ (¢4) tensorul struc-

turi, iar P si Q cele doud distributii ale spatiului tangent T intr-un punct
al varietitii, determinate de temsorul . Avem

(1 T=reQ

si dacd dim P’ = p, dimQ =y¢, p+g=1n
in cele ce urmeazi, convenim si introducem indicii :

iy, hl, — Ly h
e, by oo =pA- 10,
2, B, ...=1 ...,

Fie {e) respectiv (dx') reperul i coreperul natural intr-un punct oare-
care x¥€ V, . Pe un spatin cu structurd aproape-produs putem insa, con-
sidera si repere adaptate la aceastd structurd. Notim prin (ha) = {(Fan ?a;)
un reper neolonom adaptat la structura aproape-produs, in punctut  x,

deci: e € Py st 7., €0,
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> 3 s ~ 2153 11 %
y c%re::,upun(m ci fatd de reperul natural vectorin 7, au componentele
g, dect
3

(2) 2, = WMoe, cu r'“ (}."'“, }'i_.)'

Daci (w?) este coreperul asociat reperulud (), avem:
N :
, :
(3) ot = 124y,
)
72 fiind matricea inversd matricel 2 .
a

r
[recerea de la un reper neolonom adaptat la structura aproape-produs
la alt reper de acelasi fel e datd de

o o= A%
- N £ ) YT
{4) no=AZ, sau (4 | . a
l Dy = A8 g
- . . . 0% = A, m
(5) w* = A% @* sau (§) , -
4 _ 1"; W’
a

matricea transformirii fiind de forma

A% 0
©) Az =\ § 4=

Cu ajutorul vectorilor 2, se pot defini tensorii iecti ) sl ‘) si
. - prolectie P(Fi) s s
obiectul de neolonomie W prin t ( 3) ' Q(QJ) i
{7) P;'. = ).:’h g, Q;', = 1:; e,

{8) H-'g? =] (aﬁ r{{ a9, }\E), unde 9 = ?"é 6}' .

La transiforma.n de reper de forma (4) componentele Wa si W - se
comportit ca mste tensom. - -
intre tensorii I, Q si tensorul structurii  existd relatiile
P
9 pi—dmig) gi=ti—s =g
(9) = Gbe) Gi= (i) ¢ PO

fn reperul neolonom acesti trei tensori au componentele:

Ao () () {) a2 )
];?_(5. ) Qa__( ) a_(b ()
5 ’ A g P ’ .
0 0 0 3:;; O _Sﬁn

Cu ajuto : iy i W i i i
jutorul componentelor Wg = si We ale obiectului de neclonomie se

-u'*-.

'
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poate da o caracterizare @ structurii aproape produs integrabile: couditia
necesard si suficienta ca structura aproape-produs sa fie integrahili este ca !

! 'l"g;-'__ = H"_‘::L: %)

.
2 Conexiuni liniare pe v, s evasi-conexiuni asoeiate

e =~ o conexiune finiard pe V. de coclicient ‘f'}r fata de reperul olo-
nom, dect
(10h ol = Y TRY
side coeficienty v, fata de reperul neolonom adaptat la structura aproapes
produs, deci
{m - & el

e Ty
Intre componentele conexinnii v in ccle doud repere avem relatiile :
3t = 2% If'i_[_ AN aF b ,1"}5_1_|‘u
| ol ;.‘.{nj 2, du) . o 1,,((1,1 7 [/.j)
== 3 E [ SiosE L8 ar .

e R R R T

(12)

pPe fingd conexiunea v datd de V,, mai putem asocia acestui spatiu st conexiu-
nea v definitd de famitia de repere consideratd sioanutic conexiunea in

care aceste repere sint absolut paralele, dect definita de conditia:
(13) dri A ol 0.
i 5 il 5 4% 5 5
Tnmulgind (13) cu 2§ obtinem :
o ofyd g =3 d T
(14) wi = — M W= dr;.

Folosind {12) st (14) oisim legatura intre componentele conexiunit s
cele ale conexiunit ¥

(13) o = O, — 1 0L R
- o i i a3y
(15) ThL oL NS S

unde ), qint coeficientii conexiunii .
Cu ajutorul componentelor vectorilor 7, ai reperului ncolonom adaptat
ta structura aproape-produs definim obiectul geometric

(16)

La o translormare d¢ reper neolonom de forma (3), componentele obiec-
tului = se transforma dupd legea

(17) T =R o AT (e, A2 — 9, A42).

deci = este un obiect linjar $i neomogen in raport cu reperele considerate,

% [t R - ViR
A (“-"1 au e (73 ARE

* Peptru detalii vezi [3]
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lumulgind (16) cu «f ¢ finind cont de aceastd relafie, se glseste o
proprietate importanti a obiectului geometric = datd de
sau, tinind cont cd P# = 12 (8 4 ¢¥,

(18) ?E T TR = 0
Cum

(18) ne di -2 =0, sau pe farg :

(19) b = gh = b ==k =),

ac, apfa a:a iy

Componentele nenule ale obiectului = vor fi:

Tﬁ;-c. = 2}‘? 0!'- 7: ) Tﬁff. = 21?1 aaa ?":'n :
(20) ¥ . = ) f gtz ) E
Tﬁ:ﬁ': = ZA?J aa: A:l ! Tl‘ﬁ:ﬁ === 21?200: Cu

Folosind (17) rezulti ci componentele 74 i tk se comportd tensorial

la transformiri de repere de forma ({4).
Din (20} rezultd: tb — <h = — 2344

[t Y
— 8 M) =214 | Putem astlel enunta
@ e caty g
Teoremil. Conditta necesard st suficientd ca distribupia Q sd fie infegra-
bild este ca lensorul th  sd fie simetric.
L]

i+ 28 2 =20, Y —

Considerdm cantitatile I'; definite prin:
& o ]
(21) PBY = Yay + Ty s
unde y este conexiunea liniard consideratd pe V,, iar - este obiectul geo-

metric definit mai sus.
La o transformare de reper de forma (4} cantititile I'* se comportd
B 3y

dupa legea:
(22) re. =AY (T AR AY + o4 9, 4%),

deci I'; constituie coeficientii unei cvasi-conexiuni pe V¥, in raport cu repere
neolonome adaptate la structura aproape-produs a varietitii,

Rezultd cd, la orice conexiune liniara datd pe ¥V, putem asocia o cvasi-
conexiune definitd de relatia (21).

Tinind cont de (12) si (16), obfinem expresia coeficienjilor I'j sub
forma

(23) Ta = h& (i, \ 24 + 943, ).

*r
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Si comnsiderim, in particular, cvasi-conexinnea [' aseciatdi conexiunii vy
introdusd mai sus. Avem :

X k,_ o L y . 102 38 37) 7 Bl 3% 7
F % ( bR n0) = 23 (= W 000 MRE 4 0 e a9, 1,
2t oapt [ - I S L S & [ J— ]
= 217" 7.‘; phA-nrend Wy = P2 —yr =
Deci
l). WX — )
(24) P =7}

Am obfinut astfel interpretarea obiectului = i anume, < este cvasi-conexiu-
nea asociati conexiunii fu care reperele (,) sint absolut paralele.

Proprietatea (18) a obicctuloi = atrage proprietaten

(25) PEUS, =1Evg,
sau
(257 Vo = Lo
Din {21} si (253} vezultil:
YAy = e s I" a. = @1 [‘a.. — -1 + Ta I’a‘ —---.r- -ar
(26) buey i byey e - ‘Im. i bacy by bacs buca
=i, Vi =g Vi =i i The = Yo %0

Folosind interpretarile geometrice date coeficientilor de conexiune yj, in
[3], p. 240—245 si relatiile (26G) putem cnunta urmitoarele rezultafe:

a) Distribugia 7 este pland dacd si numal dacd ng =10,
Distributia @ cste pland dacd i numai dacd I'g ==f1 .

b) Distributia {’ este geodezicd dacd $i numai (hca Tas + U'ay =10,
sttrtbutm 0 cste geodezicd dacd s numai dacd

Ya @ = =ar L sa
! b’(z + 11‘-;&": 'b-lr‘- ! l‘:lbs'
¢} P este paralel de-a lungul fui ¢ dacd si numai dacd I'¢ =<,
i g 201 2CE

Q este paralel de-a lungul lui /> dacd si numai dacd I'g = 0.

d} Distributia P este paraleld dacd s numat dacd I'e =
LS

Ta: = we: |
bn bﬂ
Distributia  este paraleld dacd si numai daca ' =0 | T'a =)
bacs T bacs by
Asociem cocficientilor de cvasi-conexiune %, formele =% defuute de
A :
(27) =l = I o o

st pe care le vom numi forme de cvasi-conexiune ; atunel (21) se serie sub
forma |
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(28) wi= - 3,

unde am notat

(29) 7% == E el = X (30D — 2 — i),

3 fiind operatorul introdus in (2],

Fie [ o functie arbitrard de v Tinind cont de proprictatile operato-
rului & avem

a0 e of o Floe nn R P 5 .
S o Lo d {508 apied =] 95 ©
unde am notat [ = 20 f
Aplicind incd o data operatorud N expresicl 8 = [ 92 o5 tinind cont
de proprictatea 82 0 obtinem
(30) 8" = oF I ¢ '_.')-: AN M et

unde 1175 este obicetul de neolonomic introdus mai sus.
Aw 1lotr s¢ giseste !
e .
{31 i 2 ot Ao,
de unde

32) do* — do* = ! (52 82 &: — ¥ ot e @ A o 1": e why Mow*,
9 T g Ve T By

cu
g 1 e 6o
kY SASY PEd e e fi e
(‘;‘;) ].-.ru 2( z \ 5* e T 'r)'
Pe de alta parte, folosind (3), avem:
> o - 0 > % - x oy .y
Sowr — dw* = (21 dx] d(3% dx) = (82 drx}y Ny 72y
(332 — ol2.%) 2w b rE8dyt = — 1] (8}.'(! AN RN 0%
1 1 ) T o
7% A <X At b R Sy
1 1
Dect
{34) St dw* 7, A o n: Sl ! I'I‘f?‘;? U',j__ wh N o, (
Fie 1l1# s 112 formele de torsiune IC\])C‘Ltl\ formele de curburd ale cvast-
5 I Cr 5
conexiunii 1", Tinind cont de definitia datd acestor forme in 2/, avem:
N b 1 R I =
== 8w |- =2 A e R S S
y Vi
. P
T2 = 8=2 L =% A o2 ~ 5% o W,
& Mt % 2 AT

»
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o SL . fiind tensorii de torsiune si respectiv de curburd corespunzitori.
Dacit 2 =do*+ o A of = }) T2, 0* Aot sint formele de  torstune
ale conexiunii liniare v in reperul neolonom, atunc
1" = B0 - o A of +75 A of = (fw* 4 o A w¥) + (fe* — dw¥) +
A @Y= QF et —der DA Of

<i finind cont de (34) obfinem

o x - Sd b e Tahy [ 3 B L - o
(39) W= Q7 |2 8y = Qx - o e ot A o =l A e
sau pentru tensorii corespunzitor

(36 —_ o O ."r N e

{36) Sz =17, 4 200 W k<5, —

(35) si (36) ne dau legatura intre torsiunea conexiumi ¥ i torsinnea cvasi-
conexiunii asociate.

In (36) T3, sint componentele tensorului de torsiune a conexiunii y
caleulate in repernl uncolonom, deci

i T T A
Ii.u 7 /j.k-'

Pe larg, (36) sc scrie sub forma:

Sa = Tm | Seo= Ta . cm -}—QWZ' L Se =T g o =

biey ey’ bics Bica caby A
(36" Ta 4 2We S =T + ()Ilfa.‘ ,
T b il ! bies
g - a: . =as 0 — T
‘Sb‘lc [bl'- Teaby? Sb w2 b:C-:-

Din (35) rezultd urmitoarea

Teoremd. Condifia necesard st suficienld ca conexiunea v St rvdsi-
conexiunea | asociatd sd atbd acceasi lorstunc esle ca

(37) ddat = .

‘Iinind cont de proprietdtile operatorului & date in [2], avem:
. 1.
5 A - 5 . B o oo gl
Sy = Boi p qr dx” - 9 (ph @r, — oh wf) da qxm,

e h "

(37) atrage

(38) Caleton — o =0
st cum bt & rezultd
) o hy =0

Deci, teorema enuntati capitd forma:
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Conditia necesard st suficienld ca conexiunea < si cvasi-conexiuned I
asociald sd aibd acecasi forsiune este ca lensor il sirnchurii aproape-produs
sd verifice sistemul de ccuafit ci derivale partiale (39).

Fie Nt tensorul lui Nijenhuis {tensorul de torsiune al structurii

npronpe—pmdus)

Ti — ] o I r i
N & ".4: (‘r‘ll.r . 1’, 3 ) :‘; '-.r";‘, (‘l’:,“,-"
Relatia (39) atrage N, 0. Deci, dacit v si 1" au acceasi torsiunc, struc-
tura aptroape-produs este integrabila ; reciproca, evident, nu este adevaratd.
Relatiile (36") ne vor ajuta sa dim o a 3-a forma teoremei enuntate
s1anume :
Conditia necesard st suficientd ca cone viunea v si cvasi-conexiunea U
asociatd s aibd acceast forsiune ¢ste ca struclira H/)I’U(dl)b -produs a varieldli

sd fie integrabili (Wa, - e = 0) s ca = s satisfacd condititle
(40} <o smit), ‘?».”"2”"‘2.(_-

Observatie. Daci conexiunea linjard o este simetricd, cvasi-conexiuiesn
I’ asociati are formele de torsinne date e

(41) I*= &} Sdx!
si tensorul de torsiune dat de
) ) b A A R . ety
(42] .S.. - 2] N |3} I
asociati conexiunii liniare

Dacd considerim, in particular, cvasi- -couexiuneca
«, tensorul de torsiune a acestei cvasi-conexiuni este

(43) G2 =t -1 — 2

Tl "y 12

ande, in acest caz, 117 cste un tensor si ¢ dat de

—
-
n
-t
-
—

(44} ! .'ii‘.‘ 3

fiind tensorul de torsiune a conexiunii .
Introducind tensorul

- 1 . 8
=] [T N \5 hY ] ’\.:I
(45) E% (37 3% 87 -+ 97 4 7)
si tinind cout c¢d in raport cu repercle absolut paralele <7, cste o cvasi-
conexiune, (43) capitid forma:

(46] Sf'l— E 2111: :: I ( J.Fr q";'k (PJh) }‘:’l }i' '
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Daci conexiunea - care era Fird curburd este st fird i
e —L unea ocare eri fird unl)m.a este s el torsiomne,  ovasi-cones
winnea 7 asociatd are tensorul de torsiune dat de

| ll) \T;. rl (’ ?!'_ B .i; l’h) ’h ji‘ 5 T

PR wrt
Din (47) rezulta ¢d cvasi-conexiunca T asocialil este fard torsiune dacd

sionumad daclt este simetricd sau dacd i nwumai dacd y satisface conditia

(48) nel Ql ”'. ’j: “’

vih A ik T

care este echivalenta cn
49 iy 1k ~ft -
(49) bt =0,

3 1 .
unde Auk — = (§F §F — i ok e e . A ..
¢ ]_.,“, (3 8= ‘) (tenszor cunoscut in spatiille cu  structurd

aproape-produs).

Si n_ltroduc-cm acum formele de curburd ale cvasi-conexiunii I si si
determiniim legiitura intre acestea si formele de curbura ale conexiunii v
Avem .

I = 8= b w2 A mf = Mo - 22) 4 (o + 23 5 (e - 2F)

'y . e 1 iy A/ I’s W ":._' -

Dacl 0F = deo: 4 wf A of = — K% o A o sint f

: {0l + o ol=— R o A et sint formele de curburd ale
conexiunii 5 in reperul neolonom, avem :
(n()) 2= O 3-8 —dewd |- 378 o A 22 A o - 72 A
A r . - - . I‘J . A
Iinind cont de legdtura intre componentele conexianii v in cele doud reperc
(olonom i neolonom) si e definitia obtectului =, pentru foruele = se
mal obtine expresia -

"1 ST 3 TR0 r
{31) Il_._ L2 4 1 (bmj :l’(.u}'_) 2

Introducind tensorul de curburd corespunzitor

1 4
I — N IS ’)
B 2 'Sr.-r;' (" LA
shiinein
W ‘fl:,- O} an f
L e ¥ L 2 P . :
izt tea Q" e Q* (e Tpye T '}?.l-:,s 7o +
39 T ot B v 5 ’
s el Mo =% _'; —x -
( ) 2 . Pafs “ior 25 ‘/:1'.' i [':".".' } fB : 'i:{i L?_n,.
s LD Ledv [
TRy LV Y]] &

{52) exprimi leg
Atura Intre t
g e tensorul de curburd a conexi <
unii + >
de curburd a cvasi-conexiunii asociate. {3i tensorul
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Daci conexiunea v este fard curburd, formele de curburd ale cvasi-
conexiunii asociate devin:
=r x YA Rt — et ) A
(53) He — 2.7 (dof dot) 4.

Cvasi-conexiunea asociati conexiunii v are formele de curbura date de

]
TI2 e 5% (S eni [ ,.i 3 o= 27 e -1 P Y Iy kil
o 12 == 2.7 (Ao} .luj) W= 27 (0L, Qe 1i; o dxm p dx® -
(D4 T
' 4 rEst Sdvths
i Tk .
iar tensorul de curbura dat de

S Y < — £ -3 W R s X ap

(DD, 'S.' e tuv CP;'. TRYE r{u a8 T T:-ﬁ ';." 3

Din (54) reznltd ¢d daca conexitnen ¥ si cvasi-conexiunea asociatd au aceeagi
tensiune, atunci ele au sl acecasi curburd (nula) dacd $i numai dacd v
verifici relatiile

(5(“” Q;e T:-nj.t Q:n Y:&;,e = U
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_QUASI-CO.\'.\'I".XIO.\'S ASSOCIEES A UNE CONNEXION LINEAIRE SUR UN ESPACE
A STRUCTUGRE PRESQUL-PRODUIT (T)

Reésume

Soit I, un espace a structure presque-produit, ¢ le tenseur de la struc-
ture et 7 un repere non-holonome adapté a la structure presque-produit.
A toute connexion lindaire + sur ¥V, on peut associer une quasi-connexion
P par

b . -
A
ot TF, = 1} (pion 2L — dg 7).

Dans cette Note on étudic quelques propriétés de la quasi-connexion I’

et de Uobjet géométrique =

OBSERVATIT ASUPRAN CONENIUNILOR INDUSE
DE
C. APREUTESE]

‘r['nl':'wt;asi-:u lMptu sint cuprinse citeva rezultate referitoare la conexiunile
_H¢||1L .1.1/.{1 ¢ miduse pe un spatin fibrat principal si conexiunile infinitezi-
male induse de o pereche de homomarfisme disjuncte,

$ 1. Homomoriisme de spatii fibrate prineipale
(Defimtic 51 excuiple)

Teste i wle o SNhPE L F g I
. It::-:t(_ _tu‘t, i cele ce urmeaza, varietdtile si aplicatiile care intervin
.._n presupuse dilerentiabile de ordin suficient de mare astfel incit toate
consideratitle care se fac 5@ poatd avea loc
l'\iL‘ :- " N ) - o o ap 0 By ) . E o
diferenti }["(][.' {u. /),_ll) sOET(1 G pt ) doud spatin fihrate principale
‘ 1‘,a)l1L cu grupurt structurale G s 67 avind algebrele Lie L s L7
I}Ls]l)auil_\i 111'1'1: homomorfism de grupuri Lic de la & la &7 iar [ o aplicatie
dt- c?n . df‘l Se ytie i o aplicatie ¥ : /7 — I se numeste homomortism
spatii fibrate principale de tip (f, 2) dacd satisface conditiile

(n fhalk(z) = Dy(g)esv(z).
(2) Sople) = praii(a),

oricare ar fi tele o g £ s s i
o dreLa \t\.r t},tl?“fmtdt el o ogels, .umlc D, Dy, inscanind translatiile
l 1.1‘51 (IL_ ite de elementele g s A(g) respectiv
He o . = ol _ 5 5 o . 0 . .
P Lt AR Iy doud varictati diferentiabile de dimensiuni - 1
b pectiv, & grupul matricelor pitratice de forma



