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Dacd conexinnea y este fard curburd, formele de curburii ale cvasi-
conexiunii asociate devin:
- ) ey
(33) 2 — 25 {(dey — o) 2L
Cyvasi-conexiunea asociatd conexiunii ~ arc formele de curbura date de

12— 32 (St — 3 — 3T ¢ -t o PRV Y -0 ko0

(-4 1 Li (b()J' Jw;"l A'.' /_' ( k Vmje Qm (ki. e 7“ dx T dx 1
iy o i,
) [ pEet it

1 v & =t

iar tensorul de curbura dat de

55 %3 o 6 % eIl =X = X o5

(DD) .S} i Tz (P}_ Ty e 8wy T8 Vi

Din (54) rezuled ca dacil conexiunea ¥ si cvasi-conexiunea asociatd au aceeasi
tensitne, atunci ele au s acccasi curburd (nuld) daca ¢i numai daca ¥
verificd relatiile

(36} Qs = an"f'k;.e = 0.
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OUASL-CONNENIONS ASSOCIEES A UNE CONNEXION LINEAIRE SUR UN ESPACH
A STRUCTURE PRESQUE-PRODUTT ()

Résmd

Soit 17, un espace a structure presque-produit, ¢ le tenseur de la struc-
ture et 7 un repere non-holonome adapté a la structure presque-produit.
\ toute connexion lindaire v sur V¥, on peut associer unc quasi-connexion
I’ par

a — wsE 1
! B T e

oit 7%, = 23 (i M, — dg M)

Dans cette Note on étudie quelques proprié¢tés de la quasi-connexion I’
et de l'obict géométrique -

OBSERVATH ASUPRA CONEXNIUNILOR INDUSE
DI
C. APREUTESI

. ‘rIr”]i:-l'u‘EaSt'd l.\ot-& sint cuprinse citeva rezultate referitoare la conexinnile
penera. z.]a ¢ induse pe un spagin fibrat principal st conexiunile infinitezi-
male duse de o pereche de homomorfisme  disjuncte,

3 I Homomeriisme de spatii fibrate principale
(Definific si excmple)

. lL..‘:tL tol, in cele ce urmeazd. vavietdtile si aplicatiile care intervin
s.m _bresupuse dilerentiabile de ordin suficient de mare astfel incit toate
considerafiile care se fac si poatid avea loc

e f(1 AoD) st E(I 60 b bY) doud i i
e .rl",ll., (‘,‘ fo st L0160, BN ) doud spadn fihrate principale
it cnptabile cu grupun structurale Gost 67 avind algebrele Lie Losi L7
i]thl)LLtll'\l' i I1_111 homomarfism de grupuri Lie de la ¢ la G iar f o 11)li,c'¢ic
e a T Se stie oF icatie 5 - K X ; i
o 2 i b tSL stie cd o aplicatie & : I — [ s¢ numeste homoniorfism

S ibrate principale de tip {f 4) dacd satisface conditiile

(1) F o Dy(z) = Dilg) o7 (),
(2) o p(s) = p'oiF(3),

oricare ar fi sole =~ e o< - .
v ({rttll)tl’ll i{(};‘::}lc.ugg ule I s i;re(,, unde 1y, Dy inscamnd translatiile
apta definite de clementele ¢ si fi(g) respectiv
Teh o et e g I:(Q) respectiv. _ o
S e Sy S doud varietiafi diferentiabile de dimensiant » - 1
b spectiv, G grupul matricclor patratice de forma

o)
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far ¢ grupu! matricelor < nesingulare de tip # % 5. Considerim spatiul
fibrat principal al reperelor liniare ale varietatii V4,

= =fe )

sioanalog £ = {27 = (¢, )} unde a1, este corespu wzdtorul Ini
v e 1, ., printr-o aplicatic / datid. Definim /b si & prin egalitijile

i [(‘) :) e, (\ [:) ’l’)) = (f(x), ).

Se verifici condifiite (1) si (2).
. | % .
Observaia 1°. Dacl interpretam (' = ( J) ca fiind grupul structural

al spatiului fibrat al reperelor afine pe varietatea 17, [ aplicatia identitate
a lui V,, obfinem un homomorfism al spafiului fibrat al reperelor afine pe
spatiul fibrat al reperelor liniare ale varietdtii 17,.

2° Fie V,, o varietate aproape complexi si £ = £V, GL{n, C))
spatiul fibrat principal al reperelor RY ale spatiului SCiar T = E*(17,
GL(2r, C)) spatiul fibrat principal al reperelor (X%, RE) ale spafinlui 19
2], unde §L{2n, C) este subgrupul lui GL(27, C) dat de mulfimes matri-

celor de [orma wnde A € GL(n, C) dar A este conjugata matrice

(;10 1 sidfy A0y
. Pentru orice ¥ € V,, definim f{x} = x, h‘\() i = gL, 0 ‘—
(x, .1). Aplicatia F, este un homomorfism al lui E pe I

B o |
¢ pastram notatiile din exemplul 2 si definim &, punind L‘l'l(.x, (U Jn =

- . . -1 0
= (x, A). Aplicafia IF; este un homomorfism de tip {id Vs, /) unde hi[ . _)__

04

: o ; AR ) g, .

= .1. Consideram acum FHxy, d) == (.\, (0.'1_])’ Ayt { o .‘1) b
A0 A0 o

Frilx A) = (-"'( 0 1))' () —2( 0 l)' Aceste aplicatti sint homomorfisnwe

i (i ~1y i (id V -1} respectiv
de tip (id V, . A7Y) & (d V. Ity respectiv,
Observafie 2. Homomorfismele G0 s, au imagind istincte pe eind
Forsi T one mai an aceastd proprietate.
. ar - - - - A . o Trn ‘2'.' i \
3° Fie spatiile fibrate Ef, cousiderat mai inainte, 51 ENV,,, GL{2n, R})
al reperelor liniare reale asociate (27, ande prin §/L(2u, R) am notat grupul

-ty *‘.PI—

o
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y g~

B (') unde B s C
B

format din multimea matricelor pitratice de forma (

sint matrice reale nedegenerate de tipul » % » care definese matricea .l
din exemplul 2°. Putem considera acum aplicatiile 7, si 7, definite prin

egalitafile fy(:1) _( b (], Faly, A) = [1( b C)}

¢ B —C B
4” 83 considerim acum FE® si E' de mai sus i sd punem fi;,[ BC ;) —
N [:! 9], s [.V,[ BC)) = (1—1 [:‘[ 9)] J, astfel delinit este un homo-
[ il R 04

morfism de tipul (id V., . /).

Observafia 3. Exemplele considerate ne aratd cd aplicafia identitate
a lui Ty s diagrama comutativd 1 antrencaza diagrama comutativd 2,
unde aceste diagrame sint {fig. 1 si 2}

‘4 o

s \
¢ ks 7
5 e, Y ! Er
Fig. 1 Fig. 2

3¢ Dat E(V.G, p,¥), o varietate 17 si aplicatia o1 17—V, cum se stie,
putem considera spatiul fibrat principal indus de ¢ pe Vi ¢ HE)(V", G, p', @),
Dacd ¢ este injectivd, atunci aplicatia & : E — 7L} definitd prin egali-
tatea F(z) = (¥, 2}, oricare ar fi ¥’ ¢ V', este un homomorfism de tipul
(id G, f), unde [ este aplicotia delinita astfel: vy € 57 '(F7), flv) = 5~ 1{x).

§ 2. Conexiuni generalizate si homomorfisme de spatii fibrate
prineipale

Si considerdm un subfibrat principal £°(V, 6"} al lui E(V, G}, {9}
o familie de hirti locale ale lui ', unde U ¢ &, ¢ fiind o acoperire a lui
V. Familia de hirti locale (o} ale lui E definite prin g4 (v, g) = Dy(isoy(x, €))
are restriclia la U7 X ' egald cu 709, unde ¢ este aplicatia incluziune
UnwerCl na.

Notiunile de cimp de clemente, ¢imp de elemente tranzitiv, conexiune
generalizati «i grup de olonomie al unui clinp de elemente au fost intro-
duse in (5],

Teorema 1. Fic E(V, G, p, ) wn subfibrat prineipal al lui E'(V, G,
Py si Myoun cimp de elemente franziiiv pe F'. Dacii in ficcare punct 27 =
=z € E cimpul M, este langent la E, existd pe E o conexiune infinitezimald
deferminatd de M.

1 — Matematica
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Demonstrafie. Qrice cimp de elemente Lranzitiv M contine o conexiute
infinitezimald sy [37: atunci si consideram incluziunea 7 a lui f2 o 17
care este un homomorfisim de tipul (id 17, /) unde 7 este incluziunea (CO.
Deoarece aplicajia identitate este un difcomorfism, 7 va determina cone-
xiunea J(my) < (M)

Consceintd. Un cimp de clemente tranzitiv 1., complet integrabil,
induce pe varictatea integrala maximald care trece prin o couexiune
infinitesimalii.

in adevar. varictatea integrald waximald se identificit cu pinza <o
olonomic a clmpului in 27 care se poate organiza ca un spatin fibrat prin-
cipal,

Teorema 2. fie E(V, G, p, ) un subfibrat principal al TFTTIN P L A
pLwy, posi® fiind vestriclisle Tui p' si O respectiv, la p'~x) () I, Vv € .
Dacd M., defineste o conexiune generalizatd pe L astfel incit pentru oiice
se kM, O, wnde O, ceste spafinl langent la Eoin oz, alunei M.,
definesle o concxiune generalizald pe E.

Demonstrafie. Deousrece M. este o conexiune generalizata pe £, resultii
¢ Mo, este un chnp de elemente tranzitiv pe £ st w(Mo V) =R
cste un subspatiu al lul 7.7 ce nu depinde de 2, 1’ Hind izomorfismul funda-
mental corespunzitor lui £, Apoi MO, sin'(MoNVH) =u(M NV =
KT Viosi Vo fiind spatille verticale In 2 ale lui £’ si £ respectiv,

Sa potam cu . s Uy grupurile de olonoice ale conexiunilor genera-
lizate M si M7 in punctele = 51 2"

Teorema 3. Lacd 5 este un homomorfism al fui I in Ede tip {f, 1),
wnde I este wn izomorfisn ol grupului strucliural G pe grupud (7, orice cone-
xiune generalizata M pe I indice o conexinue generalizald M oaunied pe
I, far loaplicd 5. in ..

Demonstragie. Fie = un punct arbitrar al lui £, 2= () 0 g = g}
Daci M, este elementul conexiunii M’ in 2, atunci definim ju z clementul

conexiunii M prin M. tog O (Fy &) € My Na demonstrim ¢ M.
este un clmp de elemente pe o Refatia (1) «din § 1 e di
(3) F (D7) = Py (F (=)

care este un veetor ce face parte din Moo= D Mo si deel Dof=) e D(M.}
Notdam M., — F(0D, M} cind = parcurge 9. () astlel incit s aibi Tow relagia
(3). Pe de altd parte,

Moy = {70€ OgF () € My

Avem M., O Mo Aplicind D Jui M., gasim un spativ M. care. dupd
acelagi rajionament, va face parte din M, siatunei DM C DM C M,
devarece DM, = M. Avem deci M., DM C M., ceea ce Tuscanini ca
M= DM, M, continind o conexiune i, carce induce o conexiune i,
pe L cc face parte (cum se poate vedea imediat) din 3, putem serie 0, =
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M- 1 i duce orice fibra 1, in fibra corespunzitoare F ey sl avem
diagrama  comutativi (fig. 3) : Deoarcce aici #, h. ' sint izomorfisme,
fenna VoY M. =d st In plus w{M. ) F) = R (F(M) N Vo
Conesitaca definitd pe aceastd cale este unica. Lie acum g € 3, 51 /{2, 2 1)
an dium al lui £ orizontal in raport cu conexiunea ge-
neralizati M. Duaginea { a lui £ prin & este un drum

Al Jei A7 orizontal fu raport cu A, ce uneste i cu Aot it
=1 ot -1 ! o . -1 ] £ .
Ti(zgT?) = Th(gTh). Accasta inscamnad ca RE=™") Crv g

Teovema 4 Fie M oo concyinne gencralizald pe I8
Foun homomorfisne i tui Foin 0 ode Hp (f k), wnde f Fig. 3
este un difeomorfism al lid Vope V' odar fiown homonior-
fism de la G la G'. Laistad o conexinne generalizatd unicé M’ pe £’ asifel
incil subspatitle lui M sd fic duse prin ¥ in subsfafiile corespunzdtoare ale
fni M7 aar haplica grupul o al i A in oz pe grupul de olonomie Yy
@l fui M7 oin T {E) =3

Demonstrafie. Oricare ar il 27 € 7 (I7), definim in 2° elementui conexiunii
Voopunind Moo= 5 (M) Deoarece pentru ig) =g avem Dy My =
_si(l, M) = Mgy, subspatiile M. definese pe E" un cimp de clemente.
Au loe diagramele T si 1L {fig. 4) care ne permit sd scriem M o= O, 4+ Vo
oM, N Vo) = K unde K7 este subspatia al lui L' ce nu depinde de 2.

Pie acum 2 arbitrar din £ si sd alegem 7, € F(E)

T B st g € ¢ astlel incit <4 avem 2’ = [, 5. In punctul
Fi £ & 10111 ¢ N ettt 1 | R = SanY
R definim Li(_‘,l]l(,l]tul et M’ punind M= D (5 (31,))
: P s unde z, = (). Subspatiile M. definesc un cimp de
e, e clemente pe 7 care nu depinde de alegerea punctelor z; <
Y, 4 g Dacd w'(z) =3 unde 7, €M N 17, atunci

W {Dg7.,) = (adj g7 1. Se poate vedea, plecind de
la definitia conexiunii generalizate, cit subspatin} K' C L este un ideal s
deonrece representarea adj o lai 67 Jasd jnvariant A7, subspafitle M, se
vor aplica prin #” tot in A Conexiunen M astlel obtinutd este unicd. Con-
siderant acwm g €z 5 /(z sg7!) wn druim orizontal in raport cu M, cc
uneste » 5t 2¢~1. lmagiuea I a lui { prin & uneste 2’ cu z'h{gm ") = F (g7
i cste orizontul fn raport cu 477 Avem deci A(g=") € ,. Mal malt, orice
drua orizontal din /7 este imaginea unai doam orizoutal din % si atunci
foaplica 0. pe . ' )

-l'll_‘ i £ produsul fibrat al spajiflor £ §i E', I X 6" = G,

hy: G X G — ' homomorfismele canonice $1:% (7, 27) = 57,{z, #) = 2, y(s,
’ = ~y a0 S o o - o0 oo
) e L I’ homoemorfismele canonice ale produsului fibrat pe factorii sdi

Teorema 5. Daca M si M’ sind conexinni generalizate pe £ si L7 res-
pectiv, atunci existd, pe < [ o conexinne gencralizald unicd ale ciret sub-
spatic sinl aplicate priv T, si F, in subspatiile corespunzdloare ale conexiuii-
lor date, lar Ny, hy aplicd S, o in be i w,, respecliv.

2
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Demonstrafie. Detinim in (2, 27) clementul conexiunii induse prin 3
= 17O, T (2) € Mo y(3) € Ml Avem de asciiencea (u 10 ¥ pny ==
N Kc L L. Muai
precedente,
Observafic. Dacd K — () avem cazul conexiumlor mbinitezimale induse,

departe se procedeaza ca Lo teoremele

§ 30 Homemoriisme disinnete sioconexiuni iofinitezimale

EooDefindic. Dond homomoerfisme % 51 07 de Ta &0 Ta B ose numesc
disjuncte daca J (s} 4. 5,(z), oricare ar i € k.

Teorema 6. Dacd ¥ i sind homomorfisime disjuncle de tUpul (f.h),
wide [este un difeoiiorfisn far o homomorfism, o este forma it conexiuni
infinitecimale pe I tar @', s Q0 formele de coneximie si de curbird
ale conexinntlor fuduse e O osi :'T‘l respeeliv, aline! :‘T';'mI adj o : -:'l']'m’,
T = Aadj g, 1) - T dar grupurile de olonomic ale cclor doud conexiuni
tduse, in puncltul < = (1) sinl conjugale,

Demonstratie. Pentru orice 7 € 0, avem Mofz)) = o (F (=)}~ w7 (7).
Deoarcee & g F) «int de acelasi tip, pentru o el (o) 5 F{2)
vor aparfine la acceast fibriv a lul 7, [ (7 (2} Existd deed un clement

: st el o g o= T (- et o {5 (= DT =) =

unie g € G astlel ca 1y 2y = 27, unde zy = &, (2} Dect e {= 6 (D0 () =

i R N YN 0 51 weratiile s neturs A B
adj g, ") - w'(@(z)). lolosind cenatiile de  structurd  obfinem €

l

t
! — 1y . ' ekl o by - ‘ 4 1 a1t 1116
ok fadj g ) - — (adi gt o, '] ostode aich obfinem

1 2
relatia intre formele de curburd. Pentru grupurile de olonomic ale cone-
o . - o vvers e R o U
xinvifor induse avem ¥, = () = Y1e = L1 8 '

Daci homomorfismele @ st 5 sint de tipurd diferite (/4 51 (0 4)
respectiv, atuncei putem  delini aplicatitle f: =17 prin f{x) = 17, unde
vo== Pz, x0T s P S B opunind F(m) = 2, unde 2o 99(z),
o= (2). Aplicafia I este un homomorfism al hat £ in 27 de tipul (7, id, 7)),
cin se constatit usor.

Teorema 7. Daed homemorfismcle F s 0 an fipuride ([0 s (f, 0 h)
respectiv, unde f, fy sind difeomorfisme far it homomorfism, atwnct peniru
Jormele de conexinne siode curburd ale concxinnilor induse awvem relafiile
e, v SEGRE P G x ) SRR Y i 5 s 5 9o s COME
ey = ],.l](.;l.d' QO .",Jl‘.ll far grupurile de clonentic afe conc-

. + = LRt . i . ’ . -
vindlor induse de st i punclele 30 osiou colucid.

Demonstrafie, liste suficient sd procedam ca la teorcma precedentd,
observind cd 7 — [FoiF, este un homomorfism de  tipul (f #4).

2. Excmple de homomorfisme disjuncte. S¢ poate vedea observatia 2, § 1

17 8a presupuncem ci centrul C(G7) al grapului 67 nu se reduce la iden-
titate si fie ¥ un homomorfism de tip (f, #) iar g, € C{G7). Aplicatia &, =
= [, «iF este un homomorfism de Ja 2 Ta £7 de acelagt tip cu 3% dar %y,
i 3 sint disjuncte. Intr-adevir, se verifica ugor ¢ g € G, Ty o Dy=1Dy0:F .

.
(r)l, L0
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27 Dracid central grupulul G, C(@G) v se reduce Ta clementul neutruy,
iar o este un homoemorlism de la £ da £, de tip (f, ). atunci aplicafia
4 o 0, este nn howoemorfism de accelasi tip (f, 4), oricare ar i ele

mentul g € (). |
37 Din exemplefe 17 8 27 san direet prin calend se deduce ¢d dacd

Foare tipul (L A} dar g € C(G) 51 gy € C(G7), atunced aplicatia 7F = D, =3 o f),
este un homomorfism compatibil cu perechea (f 4 1ar homomorfismele

FaW T, s it disjunete

o

BIBLIOGRAFIE

. ivevtz A | opeieral scicine of indncing fafinitesinal connexions in priveipal Tiondies,
Lol de UAead. Polonuise des Beienees, (XL ur, 1, (19682), po 28— 54,

Livhnevraowics A Phéorse globale des connexions el des gioupes holonoprie. 1935,

Kolhayashi w5 Theory of connexions. Aun, di Mat,, € 43, {1837), p, 119 - 194,

Kebavashi S amd Nomizu K. Fowndations af digferetfivl geovictvy, LT (19463).

Malina 1M Cheomps o' éldmonts sur o espace filad peinepud difféventiehle. Ann. 1nst
Fourier, 1 14, 20 (1964), po 163 2o,

— e

i

OBSERVATIONS SUR EES CONNEXTONS INDUPI S

Résung

On considere dans le premier paragraphe quelgues exemples de bomo-
morphismes  dlespaces Tibrés principaux, Dans les paragraphes suivants,
on met en evidence action des homoworphismes sur les connexions géne-
ralisées et Vaction des homomerphismes disjoints sur les connexions infini-
tésimales sur un espace {ibré principal différentiable,



