SUR LA STRUCTURE PRESQUE-PRODUTT ASSOCIER

I'AH

VOURPOEARNU

A une contexion sur un espace (ihré prineipal on pent assocter dlane
manicére naturcelle mne stiacture presque-produit. Le but de cette Note est
de chercher certaines propriétés de la connexton 4 Padde de eette structure.

Lo Nous rappelons d'alord qualques untions sur les structures pres-
que-prodowt (40

Soit M oune varicld différentiable de classe 5 7Z anneaw des fone-
fions de clisse O et T Lo O amedule des clionps de Lenseurs da Lype
(r, ) ol elisee O% sur 34, _

Détinition §. Nows disons que le champ de fenscwrs 10 e DU détermine
ster Ja e85 M e strachire presgue-prodicd sil salisfadl o d da condition

(1) [t

ot { est le chamyp de tenseurs de Krosnecker.
Une telle stiucture détermiiie un automorplusme £, de Vespace tan-

gent £ooen chaque point v ¢ M. Ko considérant alors Uéquation
(2) FoX) =2N0 Ne Ty,
on obtient 7. I. =i les valeurs propres 7 = I sont respectivement

de multiplicite 2 ot ¢ nous avons p - ¢ == i, ot & cst fa dimension de .
Les sous-cspaces propres correspondants

(3) Fo=fXe 9, : AXN) =X, H.=:XeT,: F(¥=—N]
sont supplémentaires, c'est-a-dire

() fy Vi@, veel.
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Lin associant 4 chaque point v e M les sous-espaces propres 1, et
i1, on obtient deux distributions supplémentaires de classe C* sur M notées
respectivement par 17 et H et nommdes les distributions zerficale ¢t hori-
zonfale de la structure presque-produit considérée.

Pour chaque v e M ot X € 1, nous avons

{(3) X =X L AX
ct
(6} FN) = vX hY

ot w.X et Y sont respectivement les composantes verticale et horizontale

de X,

Réciproquement, deux distributions supplémentaires F et H de classe
C* sur M déterminent une structure presque-produit dont le tenseur de
structure ¥ est donné par (6).

Une structure presque-produit / sur M détermine deux champs de
tenseurs v et £ € ™ nommdés respectivement les projecteurs verlical ct
horizontal, définis par
{7 y(X) = vX, XYy =LY, XedDt.

Ils satisfont aux conditions
8) 4+ h=], vi=v, M=k veh=Ilcv=0, rangv = p,

rang k= q.

A l'aide de [ et I’ on obtient pour v ¢t £
1 : 1 .
Y9 === &), h=—=(—-F).
©) S+ 1) LU =5
Réciproquement, étant donné sur Af le champ v (resp. ) qui satisfait a

la condition (8,) (resp. (8} il détermine une structure presque-produit
avec le champ I donné par

(10) Fe=2u- 1

pour laquelle if soit le projecteur vertical (resp. horizontal).

A la structure presque-produit définie par &7 on peut associer le champ
de tenseurs N ¢ 9! douné par

(11) AN(X,Y) = [X, V] 4 IFX, FY] = FIFX, Y] = F{X: FY]

et nomme le champ de lensenrs de forsion on de Nijenhuis de la structure,
Nous avons

(resp. I = § — 24

XY v, Y el
(12) NX, Yy =4 v[X, Y v, Y e H,
0 dans le¢ reste
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- T 1 I3
On peut considérer encore les champs de tenseurs Ny, N, € & donnés

par L ) E g}
(13) Ny=N-—-FaoN, Ny=N4FN

Pour ces champs nous avouls

XY - 2h1N, Y] vY,YeV,
M, ¥ 0 daus le reste
(14) T s N
V(XY 20 X, Y] v X,Y el
Na (X, ¥) = 0 dans le reste.
De (14) et (12) il résulte: ‘ _
La distribution 17 est intégrable si et sculement si
(15) N0,
La distribution H est intégrable si ¢t seulement si
{16) A =1
Par suite, les deux distributions 17 ¢t /f sont simultanément intégrables pour
(17) No= Q.

Dans ce cas on dit que la structure presque-produit /- est intégrable.

2 (Considérons maintenant un cspace fibré principal 1.3(1112 ,G) [2].
10 associant 4 chague point « € I’ I'espace tangent dans ce point a la fibre
locale, on obtient une distribution intégrable V de classe (* sur P nom-
mée la distribution verticale de la siructure fibrée, Une connexion sur I déter-
mine une autre distribution H de classe C* sur P qui est Irf: disiribution
hovizontale de la conncxion considérée. [I est supliémentaire a4 17 et aussi
invariante a l'action de G. S

Par suite, a une counexion sur un espace fibr¢ principal P(M, G) on
peut associer d’une maniére naturelle une structure presque-produit sur
P qui a comme distribution verticale la distribution verticale de la fibra-
tion et comme distribution lorizontale la distribution horizontale de la
connexion considérée. Le champ de tenseurs I de cette structure est donné
alors par (6). ‘ o _

La distribution verticale étant intégrable, nous avons _remph\e l’a con-
dition (13). D’autre part, les deux distributions étant invariantes a Paction
de G on obtient pour ue P, a ¢ G et X € T, (P)

AR, o Fu(X)=dR,(v.X)—dR, (hX)=Fuae dRa(v, X) +
4 Fuacd Ry(X)=F.. 0 dR,(X).
Par suite
(18) dR,oF,=F,°dR,, YueP, VaceG.

Réciproquement, considérons une structure presque-produit sur P(M, G)

11 — Matematica
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qui admet comme distribution verticale la distribution verticale de la fi-
bration ct qui posséde encore la propriété (18).Alors ta distribution horizon-
tale H de cette structure est de classe C= ¢t suppléimentaire a 17, De (18]
il résulte encorc pour w ¢ I, a € G et \ € H,,
Fuae dRo(X) = dR,o Iy (X) = — 4R, (X,

cestededire dR,(XN) € H,, et par suite /I oest ba distribution horizontale
d'une connexion sur (A, G).

Nous avons donc ¢

Théoréme 1. La condition nécessaire of suffisante pour qu'une struc-
lure presque-produil sur un espace fibré principal P G) soil naturellenent
associée @ wile conunexion sur cel espace est que sa distribution verticale coin-
ctde avee la distribution verlicale de la Jibration ot que Paction du tenseur
de structure I sur 9YP) commute avec les transialions a droite déterminées
par lUaction de G sur P,

Par suite 4 I'aide de la notion de structure presque-produit on peut
donmer la définition suivante pour une connexion sur un espace fibré prin-
cipal.

Délinition 2. On appelle connexion sur un espace fibré principal P(M,G),
avec la distribution wverlicale 'V, wune structure presque-produit I sur P gui
satisfart awx condilions
1) FX) =X = X eV,

2) AR, e 1y = I, 0dR,, Vi e P, va et

Cette définition peut étre plus commode dans certaines problémes
relativement aux connexions.

3. Soit @ (M, E) Vensemble de r-formes sur une variété différentiable
M 4 valeurs dans un espace vectoriel £ et I e tenseur d'une structure
presque-produit sur M. A une r-forme 9 €D, (M, I} nous [aisons corres-
poudre par [/ la r-forme Fo définic de Ia maniére suivaite

()Xo, Xy oo X} = o(FX, FX,. .., £X,)
VAL o oL N e S,
Une r-forme o e (M, E) sera nommeée propre pour Fo5'il existe
e R otel que
{20) Fosrig:

De (1) et (19} il résulte 7 = L1,

Considérons en particulier un espace fibré principal P, G) ot une
counexion sur cet espace. Soit o la forme de connexion ot F lo tenseur
de la structure presque-produit associé. Nous avos

(7 0) (X) = oI'X) = o@FX) = 0@X) = o(X), yX ¢ 21(P).

(19)
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Par suite,
(21) Fo = w, .
c’est-d-dire & est une l-forme propre pour la structure presque-produit

associée correspondant 4 = L. _ =1
31 Q= Dw est la 2-forme de courbure pour la connexion considérée

on a pour X, Y ¢ @YD),
(FQX,Y) = QUX, FY) = do(ilF X, I1FY) = do(—1X, —hY) = Q(X)Y),
¢'est-a-dire
(22) FQ =20
et par suite () est une 2-forme propre correspondante 4 x = 1.
De (22) on obtient
(23) QA FY) = FX, Y, VX Y e@UP).
Nous avous encore le résultat remarguable [37

Théoréme 2. Enlre la forme de connexion w,la forme de courbure Q
et le tensenr de torsion N de la structure presque-produit associée a une con-
nexion sur Lespace fibré principal P(M, G), i existe la relation

(24) QX,Y) = — % WiN(X, V)], VX, Y e D(P).

istributi # it : ires et les deux mem-
Ln effet, les distributions 17 et H étant supp_lementauegs et
bres de la relation (24) &-bilinéaires, il suffit de la vérifier dans les cas

suivants:

a) Au moins un des champs X et Y e V., Alors Q(X,Y) = T'(X,Y) =
= 0 et la relation est vérifide

b} X et ¥ ¢ /{. Dans cc cas

O, ) = —é- eelX,Y). NX,Y)=uX, Y]

et par suite (24) est aussi satisfaite.
De (12}, {17) et (24) il résulte
{25) Q=0&= N=0

et par suite. o o .
Conséquence 1. Une comnexion sur l'espace fibr¢ principal P(M,.(’;)
est plane (Q=0) si et seulement si la structure presque-produit associée
est intégrable (N = 0). o , )
4. I%vour toute connexion sur U'espace fibré principal P(A, G) I'appli-
cation lift” 7:3D1(M) » 94 P) est un homontorphisme de modules qui sa-
tisfait encore a la coundition
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(26) I[X*, Y3] = AINE, V%], w2, Y5 e @1(3)).

e {12) et (26) il résulte
(27) X IY*] — [[A® Y'# NEXNF IVH), y X Y e @),

Dautre part, du fait que pour chaque #e 2 les espaces H, et Loy (M)
sont isomorphes, on déduit que pour X, ¥ ¢ M, il existe \* Y'* ¢ AT}
tel que

(28) Ny,
De (27) ¢t (28) on obtient alors le

Théoréme 3. L'application  1ifi”" | 9} - DYLY défime par wne
connexion sur l'espace fibré principal P(M, G) est un howomorphisme dal-
gébres de Lic si et sendement si la structure presque-prodiil assoerée est indé-
grable.

Par suite, le tenseur de torsion de la structure presque-produit asso-
ciée donne I'écart de application | 1ilt” d'un homomeorphisme d’algtbres
de Tie.

5. Soit X un champ de vecteurs sur (A1, G) (qui est fnvariant par les
translations 4 droite, ¢’est-a-dire

Y(Y#),

(29) iR (XNo)i= X, Vit e b, va €G.
Cette condition peut ¢'éerire sous la forme équivalente
(30) Ly =0, vY e g,

oft L est le symbole de la dérivée de Lic et g* est Palgebre de Lie des champs
de vecteurs fondamentaux sur £,
Ln tenant compte que
(31 Ly N= |V, X] Y, AN] [V, v
et que pour Y eg*, [V, hX e H ¢t Y, 92X ¢V, on obtient le

Théoréme 4. Un champ de vecteurs N sur P{M,G) est invariant par
les (ranslations & droife si ef scnlement si ses composantes horizondale ef verti-
cale satisfont aux condilions

(32) hY, Y1 =0, AR 0, yY eg®

c'est-a-dire clles sonl ausst (nvarianics.

Définition 3. Un champ X € 91 () s'appelle presque-décomposable |47
pour la struclure presque-produit I associée & une conmexion sur I s'1l engei-
dre un groupe wniparamdtrigue qui conserve I, ¢ est-d-dire

(33) Lyl =0,

T rary
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Te la relation
Y eg*

X, Y]
| YeH

2

P =[N FY;-F{X,YVi= v

(34) Lyl =[N, FY;—F{X, Y] ou[X. V]
on obtient lc |

Théoréme 5. Un champ de wecteurs X € DY) est j:_resquc-ziecqli;ng-

salile pour la structure presque-produil associéc & une connexion sur P(M, G)

of of seulement st

(33) AN, Y]=0, VYegy w[N,¥V]=0, vYell
Ces conditions sont satisfaites si .\ est fondamental et par smtef '

Conséguence 2. Tout champ de vecteurs fmldml]-ml-l‘::s-ll-~tsul:'1¢ lriss}()?lc;
fibré principal P(31, () est pres.que-decmppt.:sab}g pour la strue 1 |
produit associée 4 une connexion donnée sur P. ) !

Détinition 4. Ou dil que le champ de qu!ez_n:s_.\e E‘D-l(]__l a-ngendcf';nzr;i
sronpe uniparamélriquce d’ autosmor phismes urfmr{e.?'mmu.» T ﬂ;z?’a for;ﬁe
Nion donnée sur P si les transformations de ce groupe conserven
de connexion, ¢esi-a-dire
(36 Ly w =0,

Pe Uexpression
Y €g",
YeH,

) —o([oX, Y]},
(37) L'\- (.)(G) =X(|)(v)7) — (-)([X, ¥ ]) - { o (-)('U:;Y, Y.]).

on obtient [1] ke

Théoréme 6. Un champ de
d’automorphismes infinitésimanx pour
si et senlement si

{38) [0, Y] =0, VY e€g*
Des théorémes 4, 5 et 6 il résulte le

Théoréme 7. Soit une connexion sur Uespace fibré ;brmc:pag'P(;H, (l;(l
pour laquelle T cst le fenscur de la structure ]‘)rquuc’—pma:ﬂg ass;iczeivie& (ti; e
forme de comnexion. Alors, st un champ de vecleurs X € DYP) satisfa 231

des conditions -
1) X est invarianl par les translations a droite, -
2) X est presque-décomposable pour la .strmt-mjc -{brl.es‘ga_fe—prodm-t ,]a
3) X engendre un groupe &’aunlomorphismes infinitésimanx pour

connexion,

1l satisfait aussi & la troisiéme.

vecteurs N € DY) cngendre un_groupe
une connexion downée sur P(M, G)

2T VIi=0 y¥Yel
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6. Considérons deux variétés différentiables M et W' doudes avec
les structures presque-produit définies respectivement par les chhamps de
tenseurs I et I'” et soient (V, H) et (F', H'} les distributions supplémentaires
correspondantes.

Définition 5. Nows dirons que lapplication diffirentiable fiM oA
est presque-décomposable relativement qu couple (F. I') si les conditions sui-
vantes :

(38) Yy (v, dfH) <
sont satisfailes.
Nous avons le
~Théoréme 8. Une condition nécessaire of suffisante powr que lappli-
cation f: M — M’ soit presque-décomposable relativement au couple (F, F') est
(39) df o F = F o odf, Vxedl

En effet, soit I'application f: M — A/’ presque-décomposable et 1 ¢ M,
Xe T,(M). Alors
dfeo F(X) = df, o F (2X) 4 df, e Feo (hX) = df.(vX) — df (hX) =
=TI edf, v (vX) + Foyedf (hX) = F, odf (X)
ct par suite la condition (39) est satisfaite.

Reéciproquement, soit la condition (39) satisfaite et x ¢ M, X ¢ V..
Alors

Fpy o df(X) = df,oF, (X)= df (X),
cest-3-dire df(V)C V', En considérant ensuite X ¢ H_, nous avons
JI'\}(:c: i dfx(X) =df, o Fx(X) = — df,(XJ
et par suite, df(H) c H'.

Définition 6. Soient maintenant deu espaces fibrés principaux P(M, G)
et P'(M',G"). On appelle homomorphisme de P(M, G) en P(M',G') 12] un
couple d’applications fz: G — G of L:iPp— P gui satisfont anx conditions

D) fola. 0) = fola) fold), Va,beG,

2) pr I(‘,,=Rfa(ﬂ)(fp, VaceG.

De ces conditions il résulte que Papplication fp: P — P’ conserve les
fibres et par suite pour les distributions V et I’ de P et P’ nous avons

gyvyc v
Définition 7. On dit que I'homomorphisme précédent est un homomor-

Phisme de conmexion relativement an couple de connexions des distributions
horizontales H et H' respectivement sur P et P’ si

afiH) C B,

———— -—-—-"——'-ﬁq

r——

S —
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odnit assocides au couple de
in considérant les structures presque-produit assocides au coul

connexions sur I’ et [ on obtient le e i sace. fitr & prinespal
" Théoréme 9. U j’:;”“””{”’j);”wH'(,])('-,(.}i.f"f.'%ﬁ'}[t el f gl
' e r filiré principial MG} e R
M, G) dans Uespace fibré p '} ¢ hgmougephisn e
P(x m:x;:'.u relativement & un couple de comnexions th}IHf’L.\‘ 1:')13 b
t:‘” f ment. st "application [: = I cst presque-décontpose
of senie { o aa . g
an couple de structures pn’sq:w-j?iodlmf a.\:wlr):cr TR e
ar suite, dans ce cas, Vapplication foi = satisfs

(39).
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