ASUPRA UNEI CLASE DE METODE ITERATIVE
IN SPATII BANACH
DE
M.BALAZS

fn lucrdrile {21 ¢i [3] se di cite o metodd pentru rczolvarea ecuatiilor
operationale nelinearce

(N P(x) =0,

unde operatorul P este definit intr-un spatiu Banach X si are valori in
spajiul ¥ de acelagi tip, respectiv .\, cu diferente divizate pind la ordinul
al treilea.

Formulele de recurentd folosite in lucririle susamiutite sint:

(2) Vi1 Ay j‘-n ‘P('\-n) - 11»« -P(-"m Xyt '1'-::—2) [‘n——l ‘P(In—l) P:s P(ln)

(3) N1 = 4y — I1u [I - P(""nn Kyt xu—z) Fn—l 1)("""—1) Fn]_l P(.‘U,‘),
unde P(x, x7) si P(¥, ¥, &) sint diferentele divizate de ordinul intii,
respectiv al doilea ale operatorului P, dar T, == [P(x,, %_9]' si
I, = [P(x,, ¥.»)1~' sint operatorii inversi operatorilor lineari P(x,, x,_4)
st Plx,, x,_.), I fiind operatorul identic.

In locul formulei (2) si considerdim [ormula

( 2a) Nppy = &y — DP(x,) — IR P(x,),

unde operatorul R, = P(x,, ¥,1, Y,_) Uy Pla,_y) Iy, dar P, 2,4,
x,_,) este diferen{a divizatd de ordinul al doilea a operatorului P.

Teorema 1. Dacd in domeniul de definifie al operatorului continuu
P existd punclele x_o, x.y, xy astfel incit:

1° Existd Ty, Ty, I'_, si max ([Tl HToll, WP} = By < + @
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{0 <5 Ho1 55 4 =2} 5

[

[n sfora S(x,, KoY cxistd V= {P(x', )70 si 1

Pel A, Py, am a7, A" N
pondri orice ', x, XNT (DL MOON sind mere five)
4% (Elgh. o) << ), wnde By == B M, (0= —2, ==1,0,1, ...},
b= max (), £5.)
e 4 o fyse i (1 ) (1 B (3 4 )

{n=—=2 —1 01

s h
atunct ecuatia (1) arc in sfera S(x,, Ro) o solufic si mwmai wna x, Ry =

= (287 o)/[1 — ({5 2] edlrve car ]
= ( 7, .3)_.:1. (I£a fi_o}¥*) cdire care converge sorul (v,) dat  de fornutla
(20} s/ rapiditalea de convergenfd sc caraclerizeazd prin tiegalitalea

3
Py

n=1

| — Gl Re (ELahee)? 2 4
aide el iy iy, (=28, 00 sidl = I, fy== |, =1

JL‘U}-C”M} ¢ dc%nu:}:ﬂ.ri::mi (i Ted cain [23), cu metoda mducticl come-
plete luind in considerare ¢ are loc relatia ’

Cogr = Xy — L O(r, ) — T 14, £(x)
sl ca pe baza formulel lui Newtow, lolosind (Z2a) avem
Plx, ) = — P(x,. Xuoq, Yam) Uy P8 5000, Yo} (6, —
Npew) Uy E(x, ) 1y Pyy)
- P{x,, xa_q, o) R Pn) P Pl -
FoP{x,, v, o, X, U Ply, ) I Ry Plyy) -
EP{x,, X,y Yeow U B, Py Uy R, P+

2 . 5 B
{ ('\'u P Ay Xy op A 2) (:\u S 2) ('\"*'irl - '\‘n—-]) ("'.li'l"l - _'l'").
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Obsernatii. 1. Conditin Fla ko, 1 este mai putin restrictivd fn anu-
mite caztri decit conditia corespunzite e din {2]0 I adevar penitra
N 63 :
o= ~’1\Ll!l ol < b dacl—, L, SR insd nw avem E_o i, = 1
2 C Baeoosy o
2. lemcnm I oeste adevarat® o osi i11 cazul cind  incgalitatea
Plat, X F 0, 1) N din condijia 3° sc inlocunieste cu megalitatea
[J(.\:', ;‘,-., 1”") Jr)(\ . -VJ ) Az u)ll : ‘_\, \rll] :\,NJH-
Plecind de i formula {3) se peate demonstra uriiitoarea

Teoremn 2. Dacd condifide 17— 3 ale teoremei 1 sind satisfidcute, in

conndifia 37 daind di locul sfered S(x,. Re) sfera S(xg. m), 8

.

1° G a by = 1, nnde h, = B, e =1,

N (1= 20y, ) (1 A-20)

”" l-E
g EATE Q )
(I— Ty )

et 1f

atunel ecuctia (1) are o singurd solutie ¥ in sfera S(x,. ro), wnde
(257 o
[1— (GLo b

rapidilaica converge nfei este dati de inegalileled

cdire care eonverge sirud () definit de velafia (3) st

=1

NIRRT (G BRLD IS

i=2
wnde {; are aceeasi semuificalic ca in teorema precedentd.
in demonstrarea acestel teoreme e folosim de egalitatea
Px gy =P0xe 20 1, Ya) I, (f—=R)7E R, Plx) P (=R, P(x,) —
P, Yoo dea) D P{x,, ¥, Tace) (X0 % S g Pl ) —
U, (1 — R D)
L PNt s T Vnoen) (Fnge — o} (s = Xaa) (Vain — X, )
obtinuta pe baza formulei lui Newton luind in considerare relatia (3).
Observatii. 1. Conditia G o ho, << 1 poate si fie mai putin restrictivd
decit conditia corespunzatoare din [3]. Dacd de exemplu ity = iatunci,

(b, 1, dack N BMP< 28/12, fnsd G o ho < 1 numai dacd N|BM? <1
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2. Teorema este adeviratd s in cazul precizat in observatia 2 de 1a
teorema 1.
34 considerdm formula de recurenga

(4) Xpp1 = Xy — Pn -p(xn) - Pn ([ + 2 Raf)' ot Rn P(_\'")

unde « este un parametru real sau complex (vezi 1] si 4]). Din aceasta
formuld reobtinem metodele (2a) si (3) ca doud cazuri particulare daca
ludm o = 0 respectiv o = — 1,

In legiturd cu metoda definitd de aceastd formuli demonstram urma-
toarea teorema:

Teorema 3. Dacd in domeninl de definitie al operatorulul I exisid
punctele x o, x_\, xy astfel incit urmdtoarele conditii si fie satisfacute :

1° Exista Ty, Ty, 'y 58 max {{|T|), [[Foll, [T 4/} = B, < + 20
25 NPle | < g TP <00, 1Pl < 50,
(o< hy K fe)
3% In sfera S{x,, R existd T' = [P{x', "] s
ITH=1IP(x, 2] 1< By, |IP(¥, 2%, )< M, || P(x', 5, 2, x| N
pentru orice X', A7, &7, X"
4° ES Doy < 1, (1 |alhy) < 1, unde h, = B+,
(B = max {B,,-B,}) s
U1+ @l (14 ) + 2 (1 — ] a0 — [&] 1y 0)? -+
(141t o) b MO EO gy B8 (1= Bl sy
BM2{1 — {2 h,4,)
(I — |af 21, 59)2
m=-=2 —-101..),

’

(E): =+

atunci ecuatia (1) are o solutic a* §i numai una in sfera S{x,, RSY), unde
R = (2B4_.)/[1 — (£C) h_y)®), cdtre care converge sirul (x,) definit de
relafia (4), rapiditatea convergenter Sitnd datd de incgalitatea
n=1
2By — 2 x4
E(d) h ) i=2
(ECyh — 2 (Em2 ks

It = xll< 7

unde t; are aceeasi semnificatic ca in teorema precedentd.

. Observagii. 1. Din condifia 4° rezulty ci h_y trebuje si fie mai mic
ecit 1,
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i i 27 rezulta i -, e gasesc in sfera
9 Din conditia 1° s1 27 rezultd ¢d %o, & o 5¢ 54
5 (&)
S(J\'", .Ro ). ‘ I : G -
/ i itiile 1°--4" « remel giodin observana o
Demonsiralic. Din conditiile 1 47 ale teo . i in obser o
i v, precum si relatia ¥, € (xq, Ko’}

rezultii posibilitatea construcfici lui
i adevir, pe baza formulei (4) avem
1+ {1 al) Ay ,
' e T 2R+, . < R
x| < B T — el k. B s

.
xl
: Vg Nps € itiile teoremei sint
Demonstriim ¢d pentru punctele v, Yo X conditiile

<atisfacute. . Y
1° rezultii in mod evident din observafia 2 st din u)ltv ;s

‘ i ia (4) rezultd

0° Tyin formula Iui Newton folosind relatia (4) rezu

Py el -+ )y (f 4 = Ry ! R R P(xa) -+
Plxg, X 3Py I+ alRy) PRy P ¥l Plyg, vy, Xog) X
o " y : 4 by e
v N1 Pl 3T A 2 Ry) [ (14 #) R )P (xa -

{vy | S
L P(¥,, Yo, ¥ 1, Vo2 (%, — x_a) (¥ — ¥} {x, — xo}s
de unde pe baza inegalitiitilor

1 - (1 — j=]) hoy

jle, — vell = Bry, - T i,

L+ (1 —la) oy

[y — = B, T — 1| b

34 (1—=38jzl) o,

”—1'1 = _\'_.QH = Bf.‘-w'.: F 1 - |~7| h
s obtine

HP{x) ] = (E(_f?z)‘z;, Y T (E(j;h--z)ﬁ o = T < T

3" Conditiile sint in mod evident satisfacute.

i A = B2AL Mr o= h s se vede usor
4° Avindinvedereca k| = B Mag = BMg

Psi (14 |2 h, <L

a construirii apro-
x,_g §i urmatoarele

i (B9 (B deci ETL R, < s
Prin inductie completi se demonstreaza posibilitate

ximatiei v, condigiiie 17- 4° pentru punctele x,, %,

relafii:

(3] Ny =
|
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e core || SWNG
F) j s
(6) By og = _(_,,_ _}?.n) .
Ex
n

unde [[P(x,s0)l] < g, (0= — 2, — 1,0, 1, ., )

Din relatia (5 sults o3 .
atia (5) rezultd ¢d pentru orice # > 1, 1 ¢ S(xoRE)
C vt oty

X S - 3(%) . T . !
n€3(x, 1, BT, v € Sy, REY). In adevir, de exemply, avem

{1 laj Ir_4)
L — i

l) ')_
2B !

1
”xn o xﬁll< ]’)_
— 1 -‘L ’ | 1
(o F 6 A= ... o7, < 60

= (ES )

Pe baza relatiilor (3) «i (6) avem

n
@ =
fnsr T Mo (E(-:!J h_s) -
de unde obtinemn
n—ﬁl
22,

2B

- GDN_. o
q“] (e} (E[—‘i!:?: b n) e
I — (E_g h 2)6 =3
Relufia (8) ne X an wiy -

e Tirmit(z'x )x* @ a\r'atjz el siral ‘defmlt de relatia (4) este fundamental deci
v+ e S(x R-“‘S:)‘ 'TI: mod evident avem #* € S{x, £%), 1% € S(x R
: ~4, 440 ). 10U din 1 t P Vo1 fig
care caracterizeaz .;],‘emtm {8), pentru p — w obtinem illegalitate;;
flzeaza rapiditatea de convergentd a sirului de aproximatie

(8) “x":f" = 1~.|;|

Din relatia (7) rezultd ca
g1
2%,
1 1P <m0 (BB 2y =%,

:);e:‘zzf;-u};?:?)ld q]:ell:lmlx;ca ="pentru a —.—>voo $i tinind cont de continmitaten
o Cﬁ, 1 " S(rﬂi? 0, ;}c‘ljca x¥ est.e‘solutia ecuatiel (1).
N S. .)m;a 1\1n1ca.' a ec.ua;lel (1) in sfera S(x,, R{M).
A 1,6 (x"; Re”) o solutie arbitrard a ecuatiei (1). Conforn
on 111e1 3% existd [P{x, v,}] ' s LP{x, x)I"'|l< B. Avem mai (lepartl

[P(x. %)) P(x,)

g

Aoy, = _1)(;:—: .\:n}}—l P(.‘{:, -'\'n) (-'f . .T..:; =2

de unde

l’l\—l
P
""t 3

[V — w1« Brg (E2) b,y =2

T

7 o LR BNED CLASE DR METODE STERATIVE 1N F'nl."AFTI BANS
coen co foseamndl i lim oy, = x, adich ¥ v ol astfel teorema oste i
n e
intregine demonstrati.
Observafic. ‘Feorema are loc g1 in eaztb precizat in observagin 2 de la

teorema 1.
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ON A CLASS OF ITERATIVE METHOD IN LANACH SPACES

Abstract
1)(.1 ] = 0,
using the
fermula 18
2 and

1t is sludicd the solving nonlincar operational equations
where P is a nonlinear operator defined in a Banach spbace,
nts of the second order. The used reccursive
the formula of [1]. Generalizing the resulfs of
d uniqueness theorem  (Theorem 3) for the solution

difference quotie
analogous  with
31 an existence an
of this cquation is proved.



