PROBLEMA PLANA A TERMOELASTICITATII PENTRU
MEDIT FOTAL ANIZOTROPIL
DE
A MANOLACHL

Conicare  presentald la colociind . Problente matematice s mecanicit mediilor
conlinie alej'ormubih:" _. 16 X1, 1967, Bucurcsti

Se considerd un mediu elastic omogen anizotrop avind forma unui cilin-
dru de lungime infinita plasat intr-un cimp de temperaturd stationar a cirui
distributie in lungul generatoarelor cilindrului  este uniforma.

Admitind ¢ nu existd surse interioare de caldurd cimpul termic ce se
instaleazd in interiorul corpulul proviue exclusiv din transferul de cdldurd
prin  suprafata sa.

Situindu-se in cazul cind aceasta este liberd de tensiuni s acfiunea
fortelor masice lipseste, deformarea medinlui elastic este cauzatd numai de
prezenta temperaturii i depinde esential de modul de variatie a acesteia.

Deoarece cimpul de temperaturd la suprafata cilindrului este uniform
in lungul generatoarelor, starea termicd interioatd a corputui va fi aceeasi
in orice sectiune transversald si prin urmare, pentrn a o studia este suficient
s me situdm intr-o asemenea sectiune. Vom presupunc ca cilindrul nu
prezintd goluri longitudinale si dect ¢d domeniul sectiunii transversale, pe
care il vom nota cu D, este simplu conex. TFrontiera [ a acestuia este o
curbi simpli, inchisd netedd in intregime sau pe portiuni, pe care s-a precizat
un anumit sens de parcurs ca pozitiv.

Daca initial scetinnea consideratd cra pland, prin deformare termici
aceasta igi schimbid {forma deplanindu-se. Deoarece temperatura uw variazd
in lungul cilindrului o altd secpiune se va deforma la fel. Cu alte cuvinte, in
mediul clastic consideraty ia nastere o stare de deformare termoelastica
plani.

Prezentul articol isi propune sa dea o metoda de rezolvare a problemei
fa limitd ce caracterizeazd starea de deformare termoelasticd pland in ipo-
teza ci mediul elastic este total anizotrop.

14 Matemaltiea
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Se arati mai intii ci reprezentarca temperaturii §i a tensiuniior prin
functii de variabild complexd, cunoscuta pentru corpurile dotate cu anizo-
tropii particulare, se extinde cu usuringd la mediile cu anizotropic generald
(1,2). Gasirea solufiei problemei la limitd corespunzitoare revine la a
determina functiile complexe arbitrare din conditiile ca pe froutiera si nu
existe tensiuni. Se  stabileste echivalenta acestor condifii cu un sistem de
ccuatii integrafe  Fredholm de specia a doua [37 ale carui proprictiti (4)
permit demonstrarea existenfei solujici problumei amintitd mai sus {(3).

O metodi diferitd de cea prezentatdl aici a fost data decatre C. L. Bors
2]. Alte metode de studiu al tensiunilor de temperaturd in corpuri ce posedd
tipuri particulare de anizotropie sint ilustrate in |3 . (8, /10, Rezultate
remarcabile privind rezolvarea unor probleme de termoclasticitate pentru
corpurile anizotrope au fost obtinute de citre ). I esa n in teza sa de doc-
torat [4].

I. Cimpul termie

Atasaim cilindrului reperul triortogonal cartezian Oxvz in care axcle
Ox, Qv sint dirijate arbitrar in planul secfiunii transversale, originea apar-
tine acesteia, iar Oz este paraleld cu generatoarele. Conform celor spusc an-
terior functia 7 reprezentind variatia temperaturii in corp este independenta
de variabila z, si prin urmare ea trebuie cautatd printre functiile ce verifici
ecuatia [8]:

T #T *T
T 2k, "+ &y = 0,
ox® oxady gvE

(1.1) key

in care k,, k., k; sint constante ce caracterizeazd proprietitile de conducti-
bilitate termicd ale mediului.

Solutia ecuatiei (1.1) se determind astfel incit pe frontiera domeniuhu £
si satisfaci anumitor conditii date; nu ve vom opri asupra acestora. Lile
sint bine cunoscute in literatura de specialitate si caracterizeazd diverscle
moduri de interactiune termicd dintre solid si- medin ambiant [17, 3.

In cele ce urmeazi, amintim o transformare a ecuatiei (1.1) comoda
in aplicatii si care conduce la rezolvarea pe o cale clegantd a problemelor
la limitd asociate acestcia. Este vorba de faptul c& discriminatul ecuafiei

algebrice
(1.2)

fiind negativ, este posibild introducerea variabiled complexe

Ryv? + 2Ry + £y =0,

(1.3) Zg = Ly b b = X vy ! ==
generati de ridicina v = «, + I8, a ecuafiei precedente, astfel cd, in

vanabilele Z,, 1,, (1.1} devine
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#T T _
(14 = Fou

(1.3)

G (Zn , ""m) e

vim fanctia
v (Z0)

ne conferd posibilitatea sa pri L
funetn

Acuest tapt 1 '
¥ f,) | ca partea reald a uilel

I (Za %l vi{Ze.
270 (2, "'.0)_ = G {Za) -+ P00 (Zal
[unctia menjionati fiind analiticd si unilormd in domeniul 0 nmagine a
L ‘ o -
domeniului 1) prin transformarea afind
Za= 2 4 Ze¥) hy = Bl
functia T(x,v) pe {ronticra L. se trausfelré
ifi ini > (1.6 1t “le vor servi la de-
fira dificultate, finind scama de {1.6), pe frontiera :L. Ele Vo e
terminarea funeticd 4 (74l Avind-o pe accasta, Tz rm)rl.e.ﬂu a " (].kl).
Astfel prin transformarea mentionatd problema integrarit ccuatis o
w conditit date pe fose reduee la probleme de natura 11rt}1a1:0arel. s se ,t,d-
ceasci o functic olomorfd intr-un domeniu, cind pe frontierd se dau par ea
i reald sau o combinagie intre partea reald §i cea 1maginara. e de
Problesiele la Hunta de acest tp sint bine studiate st diverse metode

rezolvare pot fi gisite in 61, 71

(1.6)
Conditiile la care cra supusd

2. Srea de deformare termivd planit. Ecuatii fundamentale

a4 [ost determinata, presupunem ca depla-

: it 4 functia Ty, V) A n ‘
R ! e sint funcfu numat de

arile produse de catre acest cimp de temperatura
vost v
(2.1) 1t

in consecintd acecasi proprictate

wix, vp: e=ulx, V), w=w {x, ¥).

o vor avea si deformdrile
e = (0 1)

corp revine la a deter-
tensornlul tensunulm:
aturd, in cadrul teoriel

{2.2) 2= (v v
jarea starii de tensiune care 1a nastere i
acestuia componentele
ring, deformirt s temper
81

Determii
mina in ficcare punct al
Gy,eTey . Intre acestea din urma, ¢ i1

¢ termoclasticititil  exista relatiile

linlare ¢
Sy G F - 4oy Ty — 0T
— AT,

(2.3) z, =ty G T (iR

gy Gyt oo b e T Ag .
' - . . -
i i 3 ‘¢ caracterizeazd itile elastice s1
in carve a; $1 A, sint coustante cc Lamctcrlfea./,a proprietatile ;
leatuit corpul.

{ermice ale materialului ding care este a
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nipotezele noastre ceuatiite echilibrului elastic se simplifica
; da, | 0t T 3 i
(2.4) —' el = 0 Ty el s 00w _r,
oA £y dx dv gy ov '
tar conditiile de compatibilitate devin ; .
(2.5 a) N e (Y
gyt gyt Qdagv '
~ 2z 0 N
(2.5 1) s = )
ot v dxdy '
(25 ¢ AT ONLE Y
dv ax .
Lgalitagile (2.5 b) condue la =. = 0 &, din relatia
=y 6, - ! = 1T
el Mmoo iy Tay P
2.6 '
(2.6) Gg. = (a0 + ...+ dy v Ay 1.
{hyy . .
Tinind seama de aceasta, (2.3} devin
5 T T T T £ THL A
(2.3 2y 7= by Gy oo A Dagm = BT,
=y & bggmip — BT,
a5l doy oy,
by = 1, — s Bp===Pof s 3 (7, J=1002, .. G
thyy SE ' l
S o e i .
Procedind ca in |3 . satisfucem (2.4) dach punen
oy a'.‘.].' R K) "t DS
(2.7) 5, -, 6, = E)_" e = — Oy, _ 0w _ Uk
" - H FTerg T TR oMy T T T
v Ox* ox av dagy

we inteleve o functii . .
trclmit ll;tiltﬁtt:j‘lttm:t“k; _[ (4 2 Dl 4’(\ v} nu pot fi arbitrarc. Acestea
s e S -.LAl atitte ce se (Jht:m (ln_l__cundl’;nh: cadeformarile (2.2)
. de (2.3) in care inlocuim (2.4) s verifice (2.5 a), (2.3 b). In plus
functiile amintite se cer determinate astfel ca pe fron:ci.cra l sa. :1\'011}) e

g cos (1, ¥} - T c08 (nov) =0,
l) 3
(2.8 Ty cos (1, X) - 6 cos () v) == 0,

Teeos (X)) oo cos (i, v =0,

cier prin ipotezd, suprafage laterald este liberd de tensiund.

fa ]
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Introducind operatorii:

1 i 1 4 Rt
= o / 2hy U—‘(“"’ 20y 4 D) g 2hyy / + =
' g IANAT d® v HRYI AN !

0.’1 0.‘5 d;[ d:]
L= b, Doy -l ) — — b=y - by —
: Loy ( ) axdy 4 ) ax v l et
L= by s 2!);.-()- b, & ,
ax® dxgy s
My = — B, LA nﬁ—o‘— 1;,-0—' ,
gyt dxdv ov®
M= Dy ) B, g ,
dx dv

ceuatiile diferengiale care reznltd prin impunerea condititlor (2.5 a), (2.3 D)

sint urmitoarcle
20K - 20 - A T==:0,
—83!: 'II_ -L’g'-iJ + _»"”1’1. ”

(1.3) si prin accasta de forma functiei 7(x,v), ecuatiile

(2.9

Tinind seama de
precedente devin:
L1+ £, b= — 2Relm, v) % (z“)] .

ol L,F -+ L= — 2Re | m, () 2y (E) 1,
- my (9) = — Byvt + Bev — By,
my (v = — Byv - By

2.10) se compune din solugia generald a
olutie particulara a sistemului neomo-
S N. Lehnigki 9 este

Solutia generald a sistemului (
sistemului omogen la care adaugam o s
gen. Reprezentaren primei solutii datd de catre
pusit in legiturd cu ccuatia algebricd:

(2.11) [ {w) =1, {u)d, (w) — 15 (w) {,

i eare
2byq v - bas

{l, (n) = byt = 20,5 1% + (21)16 + ) u?
Iq (':L) - bl.‘.P-u - (bu + D) {J-e -+ (bz:'. ol blll) o bas,

by (E*) = b u — Dhgg 0 -+ by
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Cum aceastil cenatic are intotdeauna radicin complexe, vricare ar fi materia-
Iul elastic omogen considerat ([37, p. 120}, integrila generatd o sistemulni
(2.10) omogen se scrie cu ajutorul a trei funetii analitice arbitrare, de varia-
bilele

(2.12) = xdwv; = Ly A=123
in care g, sint racdicinile ecuatiei (2.11);
{2.13) e = 7 F 1B

In cazul cind aceste radicini sint distinele forina vencerald a fune-
tiifor £ s1 4, solutit ale sistemului (2.10) este:

N ('\" K= 2Re! ]:' (2,_} 4= 1 (7.'.' Iy ('-':;: LA AT i

v, v) = 2 Re [Gy (zy) &+ Gl Gy (5a) 1 - v (0, ¥),

(2.14)

in care I ... Gy sint funetli arbitrare de argumentele lor, analitice in dome-
niile D, D,. D, carc se obtin din 72 prin transformarile afine generate de rada-
cinile p, ale ecuafici (2.11).%)

Desi, aga cum se vede din (2.14) solatia generaldl a sistemului (2.10)
depinde de sase funcfii arbitrare, se demonstreazd ¢ numai primele tred
sint esentiale, functiile G,, 7., G5 exprimindu-se prin derivatele functiifor
F,, F,, Iy ([31, p. 1200

1 (2.14) am notat cu I, si b, o pereche de solugii particulare,

Tinind seama de forma speciali a termenilor din membrii drepti din
{2.10) se verifica fari dificultate ci un sistem de funetil cu proprictatea de
mai sus este urmitorul:

Folx,v) =2 .A YISy I
dafr, ¥) = 2 Relz(zo),

* Tinind seama de (2.12) i (2.13) corespondenta intre punctele domeniului D 5i ale dome-
niilor D, este datii de formulele :

EL = r oy ny = ,'3k_v.

Aceleasi forinule leagd punctele corespunziitoare de pe frontierele [, i L., . Dacii pe L am
precizat un anumit sens de parcurs ca pozitiv, in general pe I, sensul se poate schimba. El
va rimine totusi acelasi dacit detenninantul funetional

0 (Ek ' Taﬁ)

—_— =

J (x, :t’) [

este pozitiv. Acest lueru inseamnit cd trebuie si fie pozitivi partea imaginari a ridicinil u, .
In cele ce urmenzd vom presupune (fArd si restringem prin aceasta generalitatea problemei)

cd situatia de muai sus are loc.
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in care

L
v

Alz) ngn(zn)dzn, e = __R%(zn)d.zn,

1)
K — Ly) sy — L) 1, (v)
L=, (mafy) — 1 (v) my (v}

CF. Fa, Fysi 4 atrage dupa. sine in v |
in mediul clastic considerat :

ii : irtutea rela-

Cunovasterea functiilor I, ‘
titlor (2.7) cunoagterca tensiunilor
C Ly vt (z )],
= 2 Re {9-2"?;(21) + '.*g‘?;(zs) + i*%'*?a("*s) L w2 9q (20) ]

'7.,'—— 2 Re [(?1 {z1) "17; (z) + '1":“ {z3) -+ xu'?ﬂ(zu)]-

+ )’3 t?'{ (22) + }‘n Pn (z()) ]'

- ——2Re[r o {z) + Tapo(2,)

= 2 Re [u 72, (&) F @alzg) it ICRCARS LRERCNAL
246) ? ‘ . ’
o s = 2Re (@) (7,) T a7y (5 T e s (z,) -+ 7,92 (2]

o fy{pa) = — {:}_&{) S e Ly (14a) i

e L) I ’ L) Iy{ita)

y {F .
PR e T e () =, B =123
) 1(+) dz,

- . - 6
<o determina astfel incit pe frontiera L tcn.51‘1'1mle §2.1 )
aceste condifii exprimate

2 8). Tinind seama de (2.16) «
s dente se seriu sub forma ({3, p- 126)

Fanetiile gx{z:)
i satisfacd conditiile
prin valorile limita ale functiilor prece

(0 F i)l 4 (1 + e+ (1 + Tus)alle) +

@17ap (1 ‘:Ele)Q_z.(Tz.) (1 + fizq) 7alta) + (1 + ;Zla)m) =fl) +C
Ty (1) 7-1'19_10—:) + Tapalfs) + Tapa{fa) + %o 5(ta) +
A Dgpalls) = &) €

(217 1) Ay = tim [(1 + WAz - {1+ iv)A(z) ]

Pl

5

() =— 2 lim {Re [x(zo) 1}, t€ Lns tel.

8
- dd
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Deoarcce it cazul domeniilor simplu conese valorile constantelor
C si ¢ pot {i fixate arbitrar, vom considera mai departe C=¢ =0. Egalitatile
(2.17) pot fi satisficute in diverse moduri. Am putea spre exemplu si alegem
functiile gu(z) de o anumitd forna si si determinam arbitrarul acestora prin
conditiile de mai sus. Acest mod de rezolvare este adecvat jnsi pentru ann-
mite domenii particulare. In cazul domeniilor de forma generald o metoda
este aceea de a cduta reducerea conditiilor (2.17) la un sistem de ecuatii
integrale care si dea functiile o,(4). Avindu-le pe scestea, gu(zy) sint date de
teorema Iui Cauchy :

(2.18) welzd = ey,

Adaugind la (2.18) functia cunoscuti ?o{za), determindm din (2.16) starea
de tensiune care ia nastere in corp. Deformirile si deplasirile rezulta din (2.3).
In cele ce urmeaza, urmind calea a doua, vom stahili;

3. Ecuatiile integrale corespunzitoare problemei (2,17 a, b)

Fie S, domeniile nemarginite complementare domeniilor D (D= D,
r=0,12 3) sificze§, {zx€ Se, k=1, 2, 3). Functiile o,(z) fiind olo-
morfe in D,:

(3.1) f;&‘;’—‘“m—o 4€S, .
" fin il

Ecuatiile integrale anuntate mai sus se obfin in modul urmitor: Ex-
presiile: (2,17 a), conjugata sa si (2.17 b) le inmultim cu [V [2xi(t — z)ldt
(2€5,) si integrdm pe curba 7. Obtinem :

]_-i:T‘_EJ-lRCP__l () dt - 1_—*__?.5_' \ _m)_ df =+ I_-_i"._}_g'ﬂ \ o_-’(_[-’_)_ di -
Jb—z L2 Vi— 2= ! —z

. 3
Wt
3 L L

(3.2 a) 1+iﬁ_{; g Pa(ls) dt -+ 1‘2|“:§*3§ @3 () dt - ﬁ‘ﬂ Qf?s((a) dl =

f—=z { -~ Tl t—=z

12 i o

L7
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| — iy, o (/1) iy 1 _i;;.l\'r;,l(_!,}_ i ! —I%AE\?Q_{{._,) i
ard) f—z i V= A I B

- . I

. I ’EJ.Q\.er(’_J)‘ (f.{ " l 'r.:“l’:l\-'?ﬂ{lll)_d‘{ _E_
(3.2 b) PSP . i ) f-

! i”"‘\"‘gﬁ(!") ot : \ 1Y i,

[z o B

Apoi consideram expresiile

1+ iy

i

o (fy) dly -+

.
—_—
'
-
—~
®

)
i

-

—
=~

-

1 ] —
~
.
~
-

i
[
1
==
|~
I\-
!
G
e
—_—
—
e
=
—_
L
1

(3.3 a) + oni \
I

s li”ﬁg %U;)— iy
C9nl '

w {3—%y
i

. S o Ay 5ulla]
1 —tu, { @ity dl, - l—lllsg_:‘:s(“s) ity -+ 1 - "..J-.: R‘r-i( 3“_ Wl
Sy N L J—zy Zre My

C b I
_l{_l__ \(‘9_1(_"& dty 4 \'r?l(;;) ‘Hl} #)

1
a, . fl . 1
I U

(3. 3b)

* Semuificatia constantei @, va fi datd in seeyiunea 4
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afel \‘?5,73])_ di - \qo (L
; e

L3 - t
9mi Vi — 2, 2mi VM, —z, T
. Al
(3. 3 1) L ,i,\"":(’-:‘)_ d, 1. \'Ms) i -
Omi My—z Omi Vpem
s 377y

pe care le sceiidem din (3.2 ¢ ) respectiv, 1 11 i

be cark lg scidem d ~( - a, b, o) resp ctiv, In relatitle obtinute trecem la

B g _\L,] ('t‘%lé Sk tind citre £,,€7., in accelasi mod ™ care ¢85

e :tf' 11111_1uc ¢d y(fy) precum s f ¢ sint hdlderiene pe frrmticr:"lu
: a lhmtd ale acestora existd siosint date de cunoscutele !'m'mu(]n"

‘

Plemelj-Sohotki. In baza acestor formule, (3.2) si (3.3) pot {i scrise asticl :
~(1 4 dm) () = (F i)l — (1 1) wallan) +
[l walh) sl walfa}] = Fillta).
— (1 — fwdonllia) = (1 = i) 2, (e — (1 = 711a) 7allan)

(3.4) + Aallo s wll), 2.t

1=
—
G
—
.
@&
—
L
o
i
"
—
—
—

in care

Fy(te) = lim _1—\ S

=g 2730

Fy(f,) = lim

e d PRy
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inr 1 ... sint operatorii:
r “.n y { [)
.I.- !0, 21 ([[)- r?ﬁ(!g).ﬂp:;([:;ll}r-:{)_'. '?,(f.:(!]”l .)- {
U-“I-l N J )
i
o L. { =, I e ll)
(3.5) > o () d In——— Ao dt -
i, { — Q2wrd |
I I
Ua. (1ol i /
r‘_*l_gil__l) dty = - -R‘P‘ (_,’) dny
fn Lrrs a,, 1 oy, I
I
5 l, 2 ';. i 1.2, 3 S._,s e () (‘) - ‘_)':, 3-\ 1 (\\ — 2)
@y =y = 1 aky @), = ap, = 1ty G 1 b fuy
. T = 7 a, = i—’;u = 1., Wy = Py = T
b= 7)_',1 =1 . bo=h,=1"1 ite . D =y | oy

fe prin

Se subintelege ¢i integralele pe curba . se viectueazi dupd ce inlocuim

2, = (1l — fw) {4+ (1 b l, (€L

intrucit determinantul format din coeficientii primilor trei termeni din (3.4)
A= 20 [0y (e — tal + 72 (123 = ) 2y (4 a)

este nenul (CAcl wy 5F e F ta $i %y, 7a, Py nu sint simultan nule) sistemul

(3.4) poate fi pus sub forma urmatoare

2 (fya) Kylfoo 200 220 7al — fl ([ln)v

1

(3.6) 22 (f20) Nolop! 900 %20 73 fe {t20).
%3 (f30) Kyllaa: 1 %20 P ° Ja (e,
nii liberi se exprima prin com-

in care operatorii Ay, K, K, preciumsi terme
“. Nu vom avea nevoie

binafii liniare cn coeficienti constanti de A, 51 /%, (Bt
si seriem explicit aceste expresil.

4. Proprietiitile solutiilor sistemului {3.6)

Sistemul de ecuatii integrale Fredholm de specia a doua objinut mat
i functii

sus ne permite, in cazul cind admite solutie, sa determinam trel
= (f) definite pe frontierele I,. Daca aceste functii sint cu totul gencrale,
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atunei nu ne putem astepta ¢ vom gisi functiile o (5] care 23 rezolve pro
blema noastra. Mai intii este elar e no putem obtine funciiile de mai suy pe
baza Tormuletor (2.18) dacd nu demonstrim i solutiile o (/) reprezinti
vadorile pe frontierit ale unor fuuctii olomorfe in Dy

Apoi, va trebui sd ardtim echivalenta deplina o conditiilor (217 a.h)
cusistermul (3.6,

Insfirdt, o altd chestiune este aceen aexistenjed solutici. Ne vom ocupn
poe rind cu ficcare dintre aceste probleme. 83 admitem o (3.6} are solutic,
Fie ea o (). Considerin urmatanrele funetit auxiliare

ey [ ;
(41} TR \ FEELLIE -t b EnbS
2 Wy -
Ty
L (e {d) Loy ey 1)
A2 LIS FAE :’.|I_',‘ Y (2} = Lty i .
e h ) 2::'_\ f - o2 2-.:;'5'{ i
3
1 r (v).,l]:l
U (2} = wen | S22
i3(‘)—2.':1',\[ ’ .
!
(o ()
(4.3 a) 70 (5 () _q_-.\?'.("'-* dl,,
=i} 4
I
ENA 1 e o
3B} 7 =Yg ,\*’-i’-- gl | \f',,(’l)fn, 1 \-“1 @ gl
250 )ty : 2=ila, ) 6 ity ) h |
I 1
N
(4.3 ¢ Zx {2h=Y"% (7) =- o \ .‘43}1-‘;) diy: v € 8,
bt 3
/

(H4a) o () = (1 4 i) o (1) (1 fig) o (4) (1 fr1y) 7o (1)

(I + i) '.‘- {(.) -+ (1 1';'1,_.;) N (/:l} - (1 4 Il?-:l) o (1) 7,

(4.4D) e (1) o (W) b7y wlfh) b e () 0, '..3'_' (/)

Ty Py (/u: T ey ([3) 4 ("-'
Sa observam mai intfi ¢i fonctiile introduse sint analitice tn domeniile
S, (1.1} s (4.2) anulindu-se la infinit, Apot, ¢ uzind de aceste Tunctii, sis-
temul de ecuatii integrale (3.6) poate fi transcris astfel - *)

* e data aceasta trebuice s34 considerdm ei s si y tind din interioarcle domeniilor L
ciatre fronticrd.

& T 5 ey 70T Py a0
|-'I: FROB FEMA PLANA A TERAMOFELASTICITATII PENTRU MEDIL TOTAL ANIZOTROPL 22]

Zo ) = (1 == f )y (1) (L A i) () A (L ) o ()
(dou) (1 o) Oy (1) — (1 — dgag) (G 4 (1 - Tag) Dy () = 0,
22 () A by () A (U ip ) () = (0 — by ()
o A (V= dpea) Dy (1) — (1 ) Wy () - (1= i) By (1) = 0,
S ) — n b (1) () = e By ()
(+.5¢)

a0y (L) Ty () Ty by () = 0 %)
Vealitatile (4.3) ne furnizeaza prin conjugare st insumare doudt relatii utile:
(4.6 al L 0 A 2o () = 0,
(46 b sa ) - Zg (8 =0

ini Hl Y ; y | funelil analitice in Sy,
Tinind scama de Japtul ¢ 7. Za. 7y sint Iu!u.‘;l R 'l[,n
din (;I.(w' a), deducem printr-un proceden similar celut folosit de 5 ¢ :
(191, p. 68}, urmitoarcle:

(4.7) ) =0 2 =Co G4 G=10
stoapot din (L6 D)

(4.8) Zadf) = Gy,

— ¢, O constanly complexe, Cy — o constantid reald.

ind in (4.2 4 en funetitie 7 de mal sus st tisind seama ci
Revenind in (4.3 . b, ¢} cu qu;;nig /:Ecr"d( 11 a1t
Y () 0, objinem prin trecere la limtd

I {odh) (O . J \.':2 &) i, 0
(49) ')—.i. \ -—F-- Jlll ' l_),T:f. J ig )
ey } ’
i \-’..):; I[‘) d', 0N
2l Ay
!

In conseeinta (4.3 o, b, ¢) devin:

(410 u) U)o
4.10 b) v, {2y A e ] : \‘71 S{l)t”] I '\";' 5") n’{ll Y
(10b) g - 2=ite ) 6 a,d o |
/ I
(4.10 ¢) W, () 0.

* App renotat variabilele £ sl fey o cu d o5 (ke
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Din egalitatea (4,10 b), prin dezvoltare in serie Tavlor in jurul punctului
de ta infimt s anularea coclicientului de pe Hngd ! . {inind seama =1 de

(4.4 a4, b) obtinun urmitoarea conditic.

| — i —- | — 1w b i [ ——
9 \ o () df 9rf '\’91 (1)) i 2:;," -\,:__ (f) di
/ I I
| — I | — fa( i .
41 l N : e » i) R B ]
(1) \o ) ¢ =5 \ AR ‘\c;;(f,) f
! I i
1 1 1 [ {/ :
- .\_[ O — \*‘f D, 4 \‘91 [SUNTS
2ni Oxila, b OH " f
I L L

l*u]oslml_ legdtura care existd intre afixele punctelor de pe frontierdde Lol
L, datd de formulele: '
2 1 ) 7
—'IG."'{ (l ’;‘-k)’k . (I - "Hk) fk s !AE Lk, le L,

la care adiugam

28 = (1) —(L+ )6, el lel,

si tinind seama de egalitatile
(4.12) Se (1) dt, = 5 oo )ty =\ )ty =\ A (G ty = 0

.

i I, ‘3

condijia (+.11} sc transerie astfel:

. 1 g
o 2:1',':‘»—;; l (i :Li) \ Tk ([k) df, — (1 -7 L7) \ 'pk(."R it J
Lg i
1 g .
S | A !(.; i i o2 , . .
(4.13_} '..7'::{30[ (ISl )\ (fa} ¢ 0 {14 ) \( “)tf'["

N T 1 (ol
1\ 1
- [(2 dt, |~ \“"(,, Yard o
Iy, 1 oy, I
fl
* Vam veder mai depurte ei prinmele trei egalititi an loe in adeviir. Ultima este evident
adeviarati in baza eclor spuse m seciiunea 2.
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v e BT h y e el s A — . — 1 T .
Deoarcee B, 513, sint numerc reale:r B, = 1(u, w), By =iy — ).
primii patru terment ai relajici precedente sint reali, $1cum ultimul este

pur imaginar, rezultd cu necesitate

(4.14) '_{ : \’-‘“?:_f‘) R \’-" Bl b — o,
i ey b ay )V H
I I

Din (410 b}, in baza precedented, deducem adaturi de (10w T

{+.19) Yosfeyi==1),

care intocnite in (4.2) ne conduce lac:

. U () 1 {agld) 7o) .
i — 0 ) .\l
416 _\t Lt = . 2:{'\!_‘_ i"—0, 2:_\[ Sl e

1 ! /.

fuuctiile o, o, caleulindu-se cu solutia z{0) o sistemuiui (3.6). In sfirsit
si mai punem in evidenfd ined o proprictate importantd pentra cele ce

urneazi, a soluticl acestui sistem. Pentru aceasta cousideram (5 a,¢)
in care tinem seama de (4.7}, (4.8} st introducem funetiile
(4.17) My {z) = 10, ().

Bvident funcetiile @) (z,) sint analitice in S, . Tinind seama de (4.17) egali-
tagile (4.5 a. b, ¢} se <eriu acum =ulb foroa:

(1 - i) i {d) - (1 4 fuy by IET (14 ) {6) - (1 fw,) B3 (L) +
i Fa) %) F {1 A fuw )y (L) = 10y,
(4.18)
RRL N ry 03 () - 2, 0 ) 7 ()
B (1) 7,05 1) = G

Se observi ca pentru determinarea funcgiilor ¢ am obtinut conditii la
Jimitd de aceeasi naturd cu (217 a, b, dar de data aceasta problema ce
o avem de rezolvat este o problemd de clasticitate pland relativa la domeuniul
S, cu tensiuni nule pe frontiera. In avest caz siodacd nu existi nici o altd
influentd exterioard care si producd deformarea, corpul se¢ va gist in stare
netensionatd s deci in toate punctele sale

(4.19) e s = Ty )
Accasta stare de tensiune trebuie sa rezulte din conditiile la limita (2.17)

i care punem () =g () = 0. 534 Je notam pe acestea cu (2.177). In
acest sens (2.177) st (418) sint identice.
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Fixindu-ne asupra conditiilor (2,17}, ne amintim ci acestea reprezinti

valorile pe frontierd (despre care am presuptis ¢ existd) ale urmitoarelor
expresii;

(l + Tuad o (2 (l borwg) N “(—1_) 4 {1 "l!J-:) e (32) - (1 - ".P--.') ..'_-(3:) i
(0 A g )y (29) - (1 + ’l.':‘-a) ‘P‘a( %} =C

(4209 2 (31) Ly 31j b ha i (2) b "' (,,,) hh
Ty oy () b I:l ’:!(H-J = C
cind =, Sy € Dy

Pentru a gast functiile o, () ce satisfac cgalitagile precedente aplicim sue-
cesivoacestora $i conjugatelor lor, operatorii

0 | o o
4 0: di i(j;, - (:"Lk E‘Lj) ({l} - .u'k) 'dNTj "I_ l%;h i( - :J-k) (. i "l‘ P’j) e
- ( [ L.t ) (:2 i 3 ) (— o ) ( ) (’)l'

Pl by ) LT B ) (u —
L TN 9z 03 o / ¥ 02,

R 1,2,8, je 12,8 kot

C . . . 0° ¢ . .
s tinind scama ¢ii functiile 4, satisfac: 4255 = obtinewm sistemul de
e dﬁk
eenatii
A L R
. [ T Ty S
(4.21) M, A et e s 0l =0
R TR I Ty
Dyva TRy b s =0
i care constantele .. .5, se exprimid cu 7, si . Calculele arati ca deter-

minantul sistemului formaL cu (4 21) st conjugatul saun este diferit de zero
dacd rdminem in ipotezcle : p, == u, qE wy . By s 0.
Acest Tapt ne conduce I

v (:—k) 0
adicd
(+.22) op (z0) = gz + By
incare Ly — 1 Al 1 By i, sint constante complexe

arbitrare.
Impunind funqulm de mai sus condifiite (4.20), pinind seama cil 3,
= ¥ (7 B} v ostoseparind partea reald de cea imaginara de pe llnga

TO" ZOTROPE %
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. ) ) N - )
# si y obtinem pentru determinarea celor 12 constante de mai sus urmatora
sistem de ecuafii:
Ap + Adp + Ay =0
oy — Pty acty o syily — By Ay = 0

(o3 — :13) ‘111 208y “112 + (o"‘é - '33) ‘1'-'1 - 21‘3 “3'—' A22 +

1

(4.23a) (=3 — S 29, By Ay, = 0
A — & b P S 8 Aue + 5 da — .8:; Ap =0
2 Apy — A dpy A v dn = 4 Ap+ ¥dyg — v dp=0

(L4 dpg) By + (0 fw) By (4 i) By (4 dwa) B +
(4‘23 b) (1 2ua) By - (1 -+ 1) .r-a = ?.
}-181 + 7'181 5 _B: + -'_':B_ i 5 }-:;B:l + i:sg.; = (.

Am folosit notatiile:

5 . P
b= b 10y k=12 38
x
= (o — S8 Yy = Bymy — 1By, Ny = ade = Ogfh
= "% 2
X . -
oy — . -\ = - = ~p J —_— 3
Ny = Sy — a2 Ay == Ma%s 38, 6 3%y (313

Sistenele (4,23 a, b) au intoldeauna solutii. Alegind arbitrar una dm‘%re
é?xst’mtcle | 111 saw A, , fie oy =C, ob*}mf'm prin rezolvarea sistemului
L ¢ 1, s €

(4.23 a) valorile constantclor L

Ay =0 (A —1A) AT
(4.24) A, =1C (&, — iA)) A-
A, =4C (A; — i) a™h
in care
U 1 U 1 0 ‘ -1
& EE I ay o 'l %1
A 2, B o 8L 2o, By %5 8 22, 8,1 - (2} - B})
8y N[ 3, W3 i Ti
£ Xy A IS Xg — %
iar A AL sint determinaniii obtinuti prin inlocuirea in Aa coloanelor

1...5, cu Lolomm A

1: — Matematica
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Renotind

("“51 — ,A)A 1 ~a,, IrA: o ;\;)-—\l LI |.—\ A 1 .,
3 N 7

storevenind fi (4.24) 51 apot n (4.22) abti ile | i
A ) 24} w1 (4.22) obtinem expresiile Faactii . i
Mo eenaiilor (1.0, { | uactiilor -, solutii
l)_ i 0
(+.25) =len] = G i,
constanta € raminhid compl ibi o 1 i
a (v ol bitrarda O, destoarbits i
totusi conditittor {4.23 1), I‘ g Sl
?i('l] verificd prin calcul direct ca introducind exprestile de mat sus ale Tune
. - - " 'l iy - ‘ ) . ' -
(_Llu(r):u?k(”' 1)11% forrmulele (2.16) (I care punem -+, == 0) obtinem in baza
;iil(;l} 40;_(-..',\ 1. by, (gd!ltiltlli‘ (4 19) . Deplasiirile covespunzitoare fune-
i {(4.25) nu pot {1 ‘d(_'t:‘ll deplasiri de corp rigid st ele se calculeazd din
primele trei relafii (2.3) in care puuem =0 c o
Reveniud la problema Ia hmitd (4.18), solutia sa va i datit de funcetitic

{4.26) O* () = 1 lagz, 4 By

}“~1C':1lt“r: :'l este o constanta reald arbitrarid iar £, sint constante de asciuenea
arbitrare, in general complexe, dar supuse conditiilor: ‘

(1 4y By = (0= ) By -0 (1 4 ) Dy = (U ) By
(-+.27) (1w} By + (1 4 fuy) By = iC,,
T By 7 By e Bk ra By b ng Dy - 7y By = (.
Iunctiile ¥ (5.} se obtin din (4.17):
y () = bagz — i3,
sioeunt aceste funeii trebuie =1 50 anuleze la infinit deduein
{4.28) d =0, B, =0

IlltlUd‘.]C”ld \"d]OIll COl « L '—!' I~ O] L3
¢ O ]"\t ill Ll')l [J m | )/II o} | {1! 1 l SO l]( 1 1
K- l 1 1 T .
D‘lntdt: ( /) ULll ¢l

(4.29) Cis Gy sacbiias 0

.[\LLAIP \ it 1 (!: [t “ COlks e =) l!H' I o=Islein i 1 ()
ll |]] i1, 1CA Yk )_f ] th‘. [ ll
) lLl L (5. ltll]lk.l

an L (o dl)
(430 a) .,,-S”—-: dy = 0, zo€Se 141, (:28)
2t M=z '
L
I ol
(4.30 1) el g 9), (4.29)
2—.:‘_\ L O (49), (.29
Ly
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1 {_I_K‘ol Eh) it, + _1\\'4! {ty) 'ﬁ“l} -0 {(4.14”
Iy !

{

«

Az \a, a b 0

W = W) = Ya ) (10 2 (RIB)T.

(30 N
Din (.30 a) rezulta ci functiile o, () sint valorile Ja Himitd ale nnor functii
olomorfe i 1, sioprin urmare o (3 snt date de (2—18) fiind olomeorfe
i domeniile lor de definitie. Sint justificate asticl cgalitdgile (4.12). Apot,
i1 baza teoremei lul Flarmack din (430 ) reznltd cd solufia consideratd a
Aistemulni (3.6} satsface condititle :

(1t i) o (1) -+ (L i) () 4 (L i) pa() (T fa) 9 (2} -+

i

(4.31) A (1 ) 5 () (14 i) e () SO =0
vl ATz + Pzalls) A 1aee) o Pavalle) Hupallal — gl =0

ceen ce demonstreazi echivalenfa gistemului de¢ ceuatit integrale (3.6) cu
conditiile la limita (2.17 a, D).
in sfirsit, condigiile (.30, D) exprimi faptul o o (0) = . (0) =

o (0) = O in timp ce (4.30 ¢) ne asigurd ¢d: T [e,{0)] = .

5. Existenfa si unicitatea solutiei

sistemul (3.6) are solufic

Ne tamine s demonstrion i intr-adevar
valabilitatea teoremel

wuick. Pentru a demonstra aceasta  voul stahili
Ini Fredholm pentru acest sistenl. S3 presupunci ci

(3.1) oro () F 0 k=123

cste solujia sistemului omogen. Atunei, vonforiy tezuitatelor precedente,
functiile @ (%) determinate din (2.18) ale ciror valorl limita sint (3.1)
vor fi olomorfe in D), ne identic nule. Urmirind modul de alcatnire a sis-
temuloi (3.6}, observdm ci acesta poate fi pus suly forma (4.5), in care
irebuie sa tinem de seama de (4.10] (4.15) si (4.29). (54 notam sistemut astfel
obtinut eu {4.3)°). Introducind in (4.3} schimbarea de functit

= ot Yd___ fem T
*._-.')._-) L (['.F:'I = F..J“ 11 N,

constatim ¢i ultimele, satisfac condifiile Ia limitd corespunzitoare unei
probleme elastice plane relativ la domeniul D, cu tensiung nute pe frontierd
Solufia wnel ascmened probleme, conforii celor spuse mai sus este

13.3) oy, = 1ba, 7, T L.

U

—)

Tinind acum scama de (4.30 b,¢) deducem inomod necesar: C = I =
si deci, in baza cgalitiyilor (5.2},
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(5.4)
P () =0

ccea ce inseamnd cf si 3.6
¢l sistemul omogen (3.6) admite ntunai solutia banala
5 (< lel,

l{( f‘“lt(l Crl: SlSt llll.ll 1 e 1-1 in 111¢ ]ll{‘ o = tli'(j [} |:‘ :l
(6] comao

& (g 1]10(! nnic i

S]”t unice :]:t: 5 ]'nqt ]' 111 ().IC;) ; ") :

e Ly
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11()111() CNes 1 T 1150110 D‘“ g(:‘ll(ll ' Sans lLIl

sions a Ia surface laté ) ili
- Ja drale. En utilisant la reprdé i
S ) , ilist a representation par des fonctions
o fljllctionr:?o(;g[?ljlsl\q deﬁa fo::ct10n de température {7 -',1)"1 de 111(?111(?1:0::(?
b5 Pt ST 0 W . & i . :
et )1;21]011} (v.3} et 'F'(x, y) introduites par les relations (2 l7}
P moutre 4 (l’unrs\ qiécnw clll la limite coorespondant {2.17 a,b) se l‘édll-t:‘t i
Lsoln svsteme d'dquations intéerales I'r i k
capoce (3.0) ! ons integrales I'redliolm de  deuxiéime
On établit les propriété
es propriétes de la soluti
ryer , a solution de ce svstéme (4.9 |
ensuite on démontre l'existence de cette S()lt‘{tiotl(ld (b )Lfl%tu’mlfl'm ol o
’ ‘ 2 s de
miere partie de l'alternative de I'redholm Sl
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OBRSERVATIL ASUPRA COREBLATIEL DINTRFE, FUNCITILE UNATE
ol FUNCTIILE LOGICIE PRAG
DE

D osANDU st D SINOVIVI

Intreducere. 1. Realizarea retelelor en clemente logice prag LLD
constituic o problemi de sintezd logich importanti atit pentru structurile
combinationale fixe «it si pentru cele variabile. Intrucit functiile logice
¢ dau de obicei sub una din forntele canonice : forma canonici disjunctiva
FCT) sau forma canonicl conjuctivd FCC, apare, necesitatea transformdrii
functiilor logice clasice in functii logice prag. In acest scop au fost ela-
horate metode de tratare a realizabilitafii [fizice a functiilor booleene
prin functii prag 8,9, 10, 111

in majoritatea cazurilor functia hooleand clasicd se transformid mai
iutii in functii unate si apoi se testeazii care din funcgiile unate sint in
acelagi timp si functil prag. Pentru descompunerea in funcfii unate se pot
folosi metodele expuse in [7, 8 YL

oty lucrare se studiazi unele aspecte ale covelatiel dintre functiile
unate si funcfiile prag, folosind o metodd algebricd. Se stabileste mai intii
orice functie unatd de trei variabile este in acelasi timp si funcfie prag (97,
adica este fizic realizabild cu uu clement logic prag. Se studiazd multimile
de functii prag izobare stabilindu-se gradul de arhitrarictate al ponderitor
¢i pragului. Se da apol o teoreind generald de realizabilitate pentru funetii
‘mate de # variabile care permite regisirea unor rezultate cunoscute pentru

wil numar de patru si cinc variabile.

. Ordenaren multiniii combinatiilor liniare  de numere ordonate
Vom arita ci aceastd problema este legati de studinl retelelor cu ELP.

Fiind date » numere pozitive D wy, W, -« - w, intre carc existd o relatie

de ordine: O < iy == Wy % ... & W, SC formeazd toate combinatiile aditive
.. bw,, in numdr de

posibile : w, Wy, .. .0 W R R
2% — 1



