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DE
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Introduvere. |, Realizarca refelelor e elemente logice prag LLP
constituic o problemi de sintezd logicd importanti atit pentru structurile
combinationale fixe ¢t gi pentru cele variabile, Tntrucit functiile logice
s¢ dau de obicei sub una din formele canonice : forma canonicd disjunctiva
FCT) sau forma canounici conjuctivd FCC, apare, necesitatea transformdrii
functiilor logice clasice in functii logice prag. In acest scop au fost ela-
horate metode de tratare a realizabilitatii fizice a functiilor booleene
prin functii prag 8,9, 10, 117

in majoritatea cazurilor functia booleani clasici sc transformd mai
intit in functii unate si apoi se testeazdi care din funcgiile unate sint in
acelasi timp st functii prag. Pentru descompunerea in funcfii unate se pot
folosi metodele expuse in [7, 8, 8l

9ty lucrare se studiazi unele aspecte ale corclatici dintre functiile
unate si funcfiile prag, lolosind o nietodd algebrica. Se stabileste mai intii
orice functie unati de trei varabile este in acelasi timp si functie prag (97,
adica este fizic realizabild cu uu clement logic prag. Se studiazd multimile
de functii prag izobare stabilindu-se gradul de arhitrarietate al ponderilor
¢i pragului. Se di apol o teoremi generald de realizabilitate pentru functii
Tmate de n variabile care permite regdsirea unor rezultate cunoscute pentru

an pumir de patru g cined variabile,

1. Ordenarea mulblimii combinagiilor liniare  de numere ordonate
Vom arita ci aceastd problemd este legati de studinl retelelor cu ELP.

Fiind date » numcre pozitive : @y, @a, -+ - Wy intre carc existd o relafie
< < w, se formeazd toate combinatiile aditive

de ordine: O = wy < Wy % -0 S
posibile : 1w, 1wy, Lo W, e, T # 4o bw,, in numir de

2% 1,
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Notind cu S5, multimea acestor combinatii Ealare, se cer condlitiile
in care ordinea pe S, este complet precizatd, In acest scop <o dovedeste
foarte utild intreducerea unei reprezentiri gralice p stru relagia de ordine 37,
Anume, dacd ¢ = & vom indica acest lucru trasind o sigeatd intre un punct
pe care il atagdm Tui a siunal pe care il atasam lui 4, cu sensul de o spre b,

Lema 1. Peatri n = 2, ordinea pe mudfinea S, cide total precizafd,

Intr-adevar, daci 0 = @ = w,, avem i ceea
ce se reprezinti in fig. 1,

Lema IL Ordinca pe maltimea Sy este folal precioatd. Vom incerea
sd stabilim o ordine pe S; plecind de o 5,. Astfel diagrama din fig. 1 na
se modificd ca aspect dacdt aduniim la toate elementele ei pe . Com avewn :

0 =7 TR Wy =50 ithy,

Wy - Wy 3 h, - e, ‘?1
iy =y, putem obtine diagrama din fig, 2a

Lol

sau, sub o formid convenabil modificatd, pe cea din fig. 2b,

Din diagrama reprezentatd in {ig. 2 b se vede lesne ¢ii ordinea pe mul-
timea 5; nu este complet precizati; astfcl nu cunoastem sensul relatied
de ordine dintre ay i oy -

i W 3 Wby
“"7 ] \U,‘Wa
‘.“,f\h’z
Wy W, 4\
Wy
Wy
[} |'w3
)
o
Fig. 1 Vig. @ s b

Vom numi diagramele de acest fel diagrame de ordonare cu preci-
zare partiala: D.Q.P.P,

Observatic. Urmind acelasi proceden c¢a la lema Il se pot construl
diagrame peutru patru i mai multe variabile. Astfel s¢ alitura mai intii
diagramele, ca in fig. 2 a si apoi se stahilese relatiile de concxare a acestora
(fig. 3 a si b),

Ordinea pe mulfimea S; poate fi precizatd total daci precizam relatia
intre w, gi w, 4- w,. Apar astfel doud cazuri: w, = w, + w, san w, < w, +
4+ w, . Grafic, acesta ar reveni la trasarea unei diagrame intr-un sens
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. .- PR
TNCRE FUNCTILE URATE S

e

—
CONELATIA D
i (e A dingranw
i qu astiel doudl ding
in altul in p'ltrulatunzl din dingrama 2h. Olhtinen
say in altul atrul L din diagrubs
e ordonare cuprecizany totald: 1O o
| \.1}‘1-\!1-,*\'!3-""";, \4+\.‘J2+Ws Wk N Wy
i W, W,
1\!/,rW5+\l.-;, wzﬂ‘_} i’ ‘> ¢
iy W
\IJ"\N&!'WJ' 5 \
W WY tw'-ij
W+ 8 ,y;\:'_'['“";""""b oy
w‘-r\vj*w;, ( . l
¥ -
W, L Al
3 g
Wy Wy 1
\I-;{W:_ T\Uj
¥,
Wy &,

w, W,
0 o

Fig. 4 a9l D
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fn scus confrar
i .. 4 patra in scus cont
i i oricutate -un sens: a pat outr
9 trei laturi orientate intr e ey
o ate intr-un sens: doua celatalt (fig. @) .
: 3 v v mplick s 2 =D =95
I primul caz 2 A 2 " Lu.J L: U“l;} este totnll procir.nt:'\
” i1 loilea caz ordinea pe mulfimen {7, @7 0 O
[u al doilea caz ord
& oavem: 2@ 8BV r\ . \ i
" fn fine in cazul tral m'dmealn-_ste 1 con
»i diagonale de
X cesari trasaren unel (g ¢ 0
L este necesard trasared el 1Az c e 5
caz G tagonalel «y oste inuatild cacn, 0:1:_1111‘”0r __), 1 privire Iy B
ey H ki . L 1S4 N ‘ SAT g, : 5 J : %
i considerafile de mat sus in f1g. 4T e TS
'.\1)_1_1u;111 ]-\-tc.- cvidentil necesitatea trasatit 1.113;? e
S, liste e a b _— . (a
111111‘,1]:111‘1," yrecizare  sioanume s (i, W jLu.:_I, kS 4+ o w o
T (1“‘ E e & oty 1 t}*re Pentru fiecare non
e 'u)n)’tfd’:'lp'irehun numir de patru nol patruiatere.
fnsd cd astiel aps

reprezentative ale

(fig. 5b]

3 doud latarl orient

.

Wta partial. Se vede ¢ 1o a’i:\est
precizare’ intre 5 sl 8. Tra
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patruli 1 3 isti i
patrulater (fig. 6) existi o situatic in care trebuie t i
_ : rebule trasakd o diagonala de

[)I'ECIIAAI . & < ryve vl 1R HYR -l| t ' Or 5
e -L;tf(.l sS4 obhservaur | e rc l 1
I L

deja 17 . 5ol =

qti si (1)31:1:1ng0:1?;1~31 fi doud laturi. Celelalte rloud lat

aic g em Intilin una din situatii o B

¥ ; : situatiile din fig, 7

situa te ) . e cin g, 7. In
f1a este complet precizati. Nuwat ezl din

astrtle din fig, 7a. b

’

g, 7
a, b, e, d

unel diagonale i o

nastere lgfl oa foc}eb'lllmcuulm futre # si v, Prin urmare numai

tagi 0% are .'1’ sibila alternativa. In total vom avea : 29 mai acest caz di
= precizare a ordindl pe multimea S, a: 2 4 = 36 posibili-

In mod simi
similar sc poate proce
S a poate proceda pentru un numar mai mare de variabil
tmt:... Funetn prag de trei variabile. B
aténi ulterioare a problemei

1. O functic f{xr,, v
un vector W —t (“j; ( b e

Vom da citeva definifii necesare

S o1 - 1 e d
L) o -,c{)”."mle?t{' funclie prag daci existd
S,), wp = 0 s un mundar /0 asifel ea:

(1) 109 ={ 1, chtru WX >T
0, daca WX = 7T
unde cu X = (x, x,

e~ “%,) am notat vectorul variabi
pondere si cu I pragul; W Y reprezintébll)lfclgi'lsglogleelne,
calar.

3 CORVLATIA DINTRE FUNCTIHLE UMATE s1 FUN

} avem trasate
11 potl avea sensurl vari-

lg. 7 ¢ impune trasarea

cTiiLE LOGICE PRAG

T

Soomai introdie [12] mulgimile
Ny = {NIWX > Vsl Ny = NI < 5

9 () functie booleand care nu confine variabile logice biforme se nu-
nieste Tunctic anati, Orice funclic prag cste functie unati.
3 Doud funetii prag care all acelasi vector pondere 51 praguri diferite
se numese functii izobare. Relatia de izobayitate o voi nota cu B, Astfel
faptul cd dond functii sint izobare se v {ranscric : fRe. uunde [/ si g <int
doui functit prag.

Toorema 1. O funclic wnald de drei variabile este 0 Junctie prag.

Aceasti propozifie s poate dovedi imediat ca o consecintd a unel
afirmatii mai generale pe care o Vom face ulterior, Preferdn aici o demon-
strafie exhaustivi carc permite studin muljimilor de functii izobare.

Notam cu (4, Iy &) © premutare a numerclor 1, 2, 3 si fie @y, W@, ¥
pouderile variabilelor x; . ¥, ) < 1wy < Wy £ W0 Yom considera
cele dond diagrame de ordonare cu precizare totald din fig. 4

Tie un puuct mohil care pleacd din O spre @, @ w, pe care-l vom
pumi puunet figurativ al pragului: p.Lp. Pach convenim ca distanfa de la
0 la un punct al diagramci sd lie proportionali cu numirul pe care-l repre-
zinti punciul respectiv, punctele care sc afla deasupra p.i.p. vor da con-
junctiile care intré in expresia booleali a functiel, cici pentru aceste puncte
avem

".i:! '

(2) w, v, 1, Xy W

1t a T 'a

Jiste evident it peuntru fice - din ccle doud diagrame vom obtine o
familie de functii prag izobare.

Pentru diagrama din fig. 4 o caracterizatd de inegalitatea wy 2 1 - wy
avem urmitoarele functii izobhare!

5 . . . - ] . & B - . S — 1 o :
X A X Ny i A X b Ny iy T Y Vi b Xy ¥y iy = = x; G Xy Xy
X Ay X v e Xy Xp A X, Xy o Gy Y = Fl=xy, 2

Xig 71 Xip Aig 7T ) iy i fo Xig T by e i 2 i T
3 - - _— I - -
Vi) Lo, - Xy \,-3—! \;_\,3-{ Uiy Via ¥iy Fl=xj .1,-2—{—,\,-3

r K P e ,  __ 7l —

{3) Vi N Ky A i Yy Y Ny Vi = =y,
& - . E - - _— Tl — v - A .
Xy Kig & iy Xig o Kig Xig Vig = Fl= v X Xig¥ig

v —m B — x
Xip Kiyg T Yiy Kiy Xig = I ¢ = Yia %y

= :\’il “’I‘g .\’-,'3 .

Diagramna din fig. 4—6 caracterizatd de inegalitatea 1w, < @ -+ oy,
ne di urmitoarea familie de functii izobare:
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. ' 3 ST
T+ A \ Ly oY Xiy Koo ovg, S f Vi ; i
¥ Vi b 2y G Xy Vy v, Flsiv, 4.
. g ST
v, -l \ Vg Mg ok Vit A ) Vi PRI
(11 - b =
(4] Vi Vi [ P I Viy A
- R
[ '
P P Vot I = oy VRN
(P ¥ \3 |'.:\ [-'I] v,

Seovede ¢d avem in total opt functii distinete din cele doud fanilii

A anamer Fls B s FYCFL S PP RS P

(I

(3) Fte g = e

Cum existd 3! — 6 permutiri posibile ale numerelor ,2,3, rezulta ci
avem 12 clase de funcfii izobare care includ toate functiile unate de trei
variabile (ceea ce se poate lesne obscerva comparind en o listd a functiilor
unate).

Se mai poate observa eda relagin B nu constituic o cehivalentd cdi,
desi este reflexiva ¢ simetrica nu este tranzitiva, Clasele de functii izobare,
dupd cum rezultd din lista de wai s, nu sint disjuncte.

O altd councluzie ce se desprinde oste aceea ci lunctia prag poate fi
realizatd cu vectori de pondere diferiti, Multimile de funetii prag izobare
sint caracterizate de sensul unor Mmegalitdfi fn spetd: in cazul n — 3 de
inegalitatea dintre iy siow, 4w, .

Numerele @y, wy, wy pozitive sint precizate pind la sensul unei inegali-
tati si pot fi alese din considerente fizice, Funcfia sintetizati este data in
cadrul unei multimi de functii prag izobare de pozitia p.fp. pe diagrama
1OLPT.

ST fitnd funetia prag cu vectorul de pondere 77 s pragul 7, se
poate introduce o ordine ntr-o wmultime de funetii izobare prin relagia de
implicatie diutre functiile logice respective. Spriem ¢ functia fTH 1]
implicd pe #1077 daca T = 17, ceea ce se mai seric S =g Sevede el

I —¢ — i, afirmatia reciprocd nefiind valabila.

3. Structura funetiilor prag. Am dovedit ¢a in cazul a patru variabile
s¢ pot obtine un numar de 36 diagrame de ordonare cu precizare totala.
Permutind cele patru variabile vom obtine un total de 41 36 =864 clase de
functii izobare. Sc¢ observa complexitatea mult sporiti a problemei fata
de cazul a trei variahile.
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CTITLL UNATE

7 CORVELATIA DINTRE ]-"LZI‘:.'

i al mare Jduovarii-
1 «iile prag cu o T nen
Pentru a putea studia funL}ﬂlL pt 15; cu
bile vom formula mai jos urmatoarea ic q

] e S
Teorema 2. A {X, ) estc o Junclic prag dac

pune  sub formu

numail dacd se poite

= - § --. ‘J ‘\o
& (X = N i (N, e (\N)
cariabile. tar X, esfe un
de u(N,) 80 WX,) sint Sunelii prag feobare de n variabile, 1a ;
wnde (N ) s /
Jidnens) L s = LT
wector i-dimensional. L . R ‘ ‘
: S . 3 ; ssupunen @ } = I.]
Condifia este suficientd, D presuy S W st o e

i 4 adicd
{fig. 8} ¢ de asemenea va v —r il vlic
[ By L
o functic praz.
Rer
%2

\vetn o= | in doud situatu:
" s
g 1ca FFr g et
- T (V) = 1, adicld Y, w2
Y 1 >l 'J.( ,1) ;1
{7 Ca
v (X)) = Loadica kX :
L] ol 0 s v (X)) ;,}",
in o Astiel:
Ji este realizabild cu clementul din fig. 8 ¢ g

(8)

b

1, dacd v; .

1

(T..J .I.,:I ~ S W'y .\',k e T.-
kot
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adicd, fie eind — ] 4 v g
A = s E wp Ay, 2= T, Tie ohid
k=)

H

. -

(:()Illl.)l(._‘td tdentitate dintre (7) si ]

(;9“(111313 este necesara, '
iy, 1 atunet ;

. ) demonstreazi sulicie
T s I aza sulicienta.
emeoalhunetic prag b= e, w,

(9) e ey, e, T o— e, ] sty

S § SR P VY 18 .
Intr-adeviir, dacil w = 1| i ¢ - ot

= Ny = I, aceasta tnseamni o avem
(]()) L
He ~ 7 fi
Y e v, / i,
\l . nil 13 o
Atunet Vo = g
g Wy = Vig €% - @ = I
k.z-l k k¥| e Bk W =~ [. deet o= |
DPuacd: v =1 4 ;
a: st =0 aven b iy = s
L LY v = Tsocum y = {
- "m4-1
(11} v
(e \,‘k > 1 ¥
k=1

reziltd 1 = [, ceea oo arats of
» Leca ce aratd ca ki se poate pune sub forma -

(12) b= u(X,)
Consecintd. Daca

13) RY
(13) HN) =, w (X)) 5

il

L w
! '1’u|1

v (X))

s e
cu u' siv oizobare, ¢ o
§ . , cu i 7, s T
praguri T st Ty avem 7 B 7' daci s numai daci
-y TRl Ll ’ ) ) : :
L' -7 =71T,-7T
Vom da o formi I | ; :
f ortnd mai convenahili t i
4 o abild teoremei 2, i i
propric. teseani P : emel 2 in special a fi
el unctulm: unate. Accastd formi pe l't D el
. ultate cunoscute in literaturi s seneralizaren
recizarea relatiilor supli .
f supltment le ordi i i
R 0 are de ordine 5 3 f
Opp hren ! : I medduie trausf AT
atosind foies m:lu;na_r ldc diagrame de ordonare cu preciyl'l:;(t\m:cmta lle“a
ariat i e c%(;m de functii izobare cite o astfel de di'lf‘:t"’ll % E;él,
; h pz g ua ¢id o astfel ( a1 3 de relatia
o o barted ¢ . asttel de mulfime este ¢ a elati
: Iplicatic. Rezultatul acesta poate {1 extins i o patd de s
N xtins mmediat la un numir de
S':l mat observim i forma
unata.
In virtutea implicatici v —

6) 2 Fuarcpio: .
(6) a functiei nu contrazice faptul ¢ii ea este

@, putem pune:

(14)

w=u-v
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In acest caz aveln!:

S0Oh (Y B g ' = - . g -5 -
(150 & (N, 0 VTS R e P Vi, ¥ de unde rezulta
{16} I (X ) Ty &7 (xz,, 5y, ¥ Vegz i o

Astle! obiinein urmitoarea teorcmni:
Teorema 3. Condifia necesard si suffercnta ca o funelic anala sa fie
Jwnelic prag cste ca ea sd sé poatd pune suh formu

(17) h (‘Yu+1) == 'ri”J‘..]_ i (‘\-n) = ik (‘\ru)

wnde w (XN,) siv (X,) sind funelit prag izobare.

in ecazul Tunctiilor unate de doudl variabile este evident ¢ avem o
singurit clasa de funetnn izobare si ¢ orice funciic unata de doud variabile
face parte din aceastd clasi.

Teorema 3 explica imediat de ce orice functie unatd de trei variabile
este de asemenca o [unetie prag s permite regitsirea teoremel 1 ca o con-
seciutil,

Acticl orice funetic unati de trel variabile se poate punc sub forma:
(18) Flxg, da, ) = 1 (.\"-I, X)) N (.\',-l. X))

u ¢ v fiind functii unate de doua variahbile, Cum orice functic unatd de
Jdouit variabile face parte din unica clasi de [unegii pray izobare de doud
variabile rezulta ¢ [ este o Tunctic prag, Am demonstiat insd ca in cazul
n — 3 apar douit clase de funcfil prag izobare. Accasta face ca pentru
patru variabile mulfimea functiitor prag sa fic mai restrinsd decit multimea
functiilor unate.

Dacd Tunctiile o (v oa, v ) sty (v, 4 ) ce intrad in descompu-

¥ 2 a
nerea functiol anate [, v, Ay, V)0
() ot e ) = i (5, e 5) 5 ()
sint functii prag izobare, atunci f este o functic prag. Dacd insd p si v nu
fac parte din aceeasi multime de functii izobare f nu este o functie prag.
Ca exemplu s-ar putea lua:

o= Xy Hi

(20 y= X, Ny o Ay - X
Atunci {unctia unatd:
(21) g, A, dy, ) == NNy R X Xy YT

nu este o functie prag.
Din teorema 3 se deduce pentru functiile unate de cinci variabile un
rezultat cunoscut

Sy, vy, &y, ¥y, )
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este o funcfie prag daca $i numai dacd s poate pune sub forma :
(22} v ve v, xo ) =m(v a0, 5) 480 {v. , 2

unde aosion sint fanetil prag izobare de patra variabile.

La rindul lor (b eti Xy v} sion (_\',-:_ Vi M 4y sint functi prag
dacd sl numai daca se pot pune sub forma:
(23) Iy (.\:_' VIV v )

PR Ni) b g (v v a)

1 a

(24 RS- 8T, 1',_) .\'(.\',»a. Xy r,-h) -t gl (.l;,;, Yid)
uunde p, g, 5, ¢ sint funetii prag izobare de trei variabile.
Inlocuind pe (23), (24), in (21) avem:

(28} Sl ve vy vy N =p (3L N )N g (L g, )y s (g v )

H ‘2 2

- 1 .llzé (,\ i .\‘," y .\',‘5}.

Relajia (25} reprezintda o conditie necesard si suficientd pentru ca o
functie unatd de cinci variabile s fic lunctie prag, adici sa poatd fi realizati
cu un element logic prag. Generalizarea relatiei (253) pentru cazul descom-
jpunerii functiilor prag de # variabile este imediatid si evidenta.
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SR LA CORRELATTON EXTRE LIS FOXUTROENS aATES

SERVATIONS= : i "
sl R FONCTIONS RIS LR s A =lEUILL

1L s

v corretalion entre Jes l'oncl‘u)n‘s unates
atilisant une méthode algébrigue. On
unate de trois variables est en menic
9 ¢lest-a-dire est 1)1!'\'hi(§11_1(.‘11]]](2]'1t 1'01;)111-
leelgue 4 senil. De méme, on ¢tudic ensembic
R et 1.\&:1:'1 :l?llz‘hi:(tluli(l)gil:,}:l;tl;lu:Lautlli.houvunt le dcgr'é c}'nrbitrgn’cft:;
i 101}01.1011_5 1 Othluil l.lt' 1a lonction. Iuis on donne  un théoreme génera
% 'ls'oil}l'?lt'}itta'ﬁu -.u{ur les fonctions umates & variables qui permst de :r(i:
’(fll'ct‘)tz.t'gl'lbii:,uinsslrésulmtu. déja commus dans le vas de quatre et cing Vi

ables.

On ¢tadic quelgues aspects de S
ot les Sonctions losiques @ seuil, on
établit d'abord que toute fu‘nutm}lx
temps une fonction logigue o sl



