GRUPALA

ASUPRA  ECUATILOR ALGEBRICE IN ALOEBRA
A UNUI GRUP ABELIAN FINIT PESTE CORPUL COMPLEXN

DE

SANDA DRUTR

'}i'ie G un grup abelian finit de ordin n cu clementele
L] —

3 ir i 4
b R O

= ¢ fiind elementul unitate al grupului G.
Se considera algebra grupald K6 o grupului ¢ peste corpal complex
care este o algebrii asociativd, comutativi, de ordin finit n 3 are va
¢ principali clementul ¢ Tabela de inmulfire a algebrar NG este
¢ inmulgire a clementelor grupului G, deci

S S : S
8.8, = Ty &y’ ('.JEI\ (¢, 4 L2 ...ow).

wia care ia valoarea I
Consideriim ecuatin atgebrica de grad
KG, de forma

L
o o necunsscutda noalgebra

CAT i, AT e e dy, =)
nde ¢, NG, 1 — o nedeterminati.
In Nota de fata se puiee problema de a vedea dacd accastd cenatic

solutii in algebra NG si cite solutii are in general,

Vom demonstra

Teorema: Orice cowatic algelricd de grad i de forma (3] i algebra
ald KG a unui erup abelian finit de ordin n peste corpul complex admite
solutii in KNG,

Vom arita ¢ gisrea clementului v din ccuatia (3) se reduce Ta rezol-
varca a 7 ccuatii algebhrice de grad m cu o necunoscuti, avind cocfictenti
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compleesi s1oapoi la rezolvarea unor sisteme inmare neomogene cu i ecuatil,
avind drept coelicienti radacini ale unitatii de anumite ordine care depind
de descompunerca grupului & in produas direct de grupur ciclice,

I, Vom demonstra mai intii teorcana pentro cazul cind grupul & este
ciclic de erdin u cu elamentele (1), g, lind clementul generator al grupulni

Fie ¥'== ity =g, T dsh (=012 o — b

T= 0, 2, wigan)
Tabela de inmulpire @ atgebred va 1o acest cas
{4) G = gipio tmod v
Demonstratin teoremei enunfate se face prin inductie dupda - din
ecuatia {3).
al Presupunem intii m = 2 (pentru e = 1, avem v —
{3) va fi;

— a,). Evuatia

{5 Ay oAy +oend =0,

sau inlocuind pe v si @, avem

(-"h? p &, gt g',‘ Tis e <1 a!‘ Iip §,~, =0
A
3 i iy Tiy nsi T S Ry e _
{D:’! 1" gi ill =0 Yl}i‘z g{ g :’l'lle g{ - ()
Dect avemn
3 o1 L S L ZEF Y .. . 0
(33] L bl Wo=m 28 g = 0 (l = l, e e ,l],]‘

Inmulfind pe rind ecvatiile (3,) respectiv cu clementele coloanelor
matricei {7 Hij now unde oz =2t VN2 fiind o raddcind primitiva de
ordinul # a unitatii 51 adunind intre cle ecuatiile obiinute prin inmultirea
cu elementiele unel coloane vom obine:

H M

n
[‘G] Z x1g L1 e | ll'll ‘iiz - .l,:_"_ v r=n g Zn, :‘:n__ 2 ‘.’:,— ci=1Hr 1 ()
i LB af2
fom] =t il
{unde j = 1, 2, . b

Prima ecuatic hin (6) va fi

3+ {5 ) (3 1)+ {5 2) - v

=1

[

”

deoarcee Z S

* i

== 1 pentru 1, {, fixafs
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Analog, cenatin a doua, finind scama de (4 va fi:

4 "

3 e (E 7, ¢ =)(2 50 i n) " (Z T 1) I~

i=1 =1 f= i=1

o pal departe. _ . )
T oacest fel, obiinem sistewul cehivalent vu (6]

M " " -
- i =li= D= N y Mtz Do L)
G e e aa womn)($5zar e

i b =1 el

=1

(S"‘E' :“'""""”)-— 0 (unde j =12, ..., 0.
P
=1 J
Daci notim

(7)

Y EPRTSER TY P 1Y

= Ui,

-

i=

atunci membrii i ai sistemului (G)) sint polinoame de gradul al doilea

. . - N Y e _

cu coeficienti complecyl respectiv i nedeterminatele w1, -, _n,,.‘I\u,n]]
ind fi ie in’ in (6,) si inlocuind in (7) pe r; gasifl, sistemu
vind fiecare ecuatie in parte din (6)) 51 111]0u1111c|1 it (7) pe R ¥ sif 1 .
o2 E avind deternn-

(7) va deveni un sistem liniar i omogen i 20 25 .., . .
* hantul coeficientilor un determinant Vandermomde diferit de zero sl devi

:

admite solutii. i o . . -

fn acest fel am aratat cii ceunafia (3) admte solutit st oanume exacl

2% solufii, dacd polinoamele din (6,) admit radiacini stple. .
~ b} S& demonstriun ci vom obfine un sistem analog pentro ecuafia
rad . _ . -
»m presupune ¢d pentru ecuapia de grad m b oobtinom un sisten
cu (B,) in care wmembrii intii sint polinoame de grad m — L1 vom
-edi ca pentru ecnatia de erad mose obttne un sistem de acelasi fel avind
embrii intii polinoame de grad ne
~ Fie ecuatia

fy F apx -t (T

in care obfinem sisteimnl

1 iy PR T4 P N T 1t 13 P e ) well i
]) \7,:]-+ a"__?l [:.r} J_'l_’x_.f__l-. "r'.lr'_- Tk o =4 TN | Vi Vh o W I}
{unde 1 1,2, ... n)

n n 1 R
E 0!:]3” [T TR (2 7, =i Hid 'll)( itz 1 1 J TER
el fel fierl
- (i EAE L i ‘) 0 (wrncke 7= 1L 3. -, 8}
g |

Matemuatica
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Din ecuatia (3) vom obtine sistemul.

([0} Gt['; | _’.(';’ :’:_"' 1 1 ) | oL zim i‘l':‘: o . ”km—ﬂ :-::IV'" el ’ {}

. e i i
Hi B — 1 ="t

S

(unde L= 1, 2, o2z, "y,

Dunultind pe rind ecuatiite sistemului (10) cu elementele coloanelor matricet
{7, sumind membru cu membrn si finind seama de (8)) s (91, obtinem un
sisten analog cu (9), in care membrii intii sint polinoame de vradul m
in nedeterminatele #,, ..., #,. Rezolvind fiecare ceuatic din acest sistem
si fnlocuind valorile gasite In (7) vow gisi w* solutii ale ceuatiei {3} (caci
putem forma m” sisteme lniare de forma (7) daca polinoamele in w,, - -, ¥,
respectiv au riadacini distincte]. Dect teorema enuntatd este dentonstrata
in cazul grupului ciclic.

2 Fie 6 un grup abelian finit oarccarc. Iin teorema fundamentali
a grupurilor abeliene cu mundr finit de genverator, rezultd ca grupul &
se descompune in produs direct de grupuri ciclice finite pe care le putem
cousidera primare (11,

Deci fie G = H, =« H, X A ande M (=1,2,3, 0 ,7) sint
subgrupuri ciclice ale lui . Atune

K({GY = K(H) X K(Hy) » .. X K(H}

este produs direct de subalgebre grupale ale factorilor directi [3].
Teorema enuniatd poate fi demonstratd in mod anatog si in acest caz.
Putem ardta ca rezolvarca ecuatiel (3) se reduce la gasirea radicinilor

a n polinoame de grad m in o nedeternunati peste corpul complex si la

rezolvarea unor sisteme Hniare neomogene de » ecuatii, avind drept coefi-

cienti, riddcini ale unitdtii de ordin egal cu cel mai mic multiplu comun

al ordinclor factorilor directi din descompunerea grupului G.

a) Fie mai intli » = 2. Deci G = H, = H,, unde H, are elementele :

¢, - .. ey iar H are clementele: fi. ... f, si n = hy. Putem aranja ele-
mentele din baza algebrei KG: o f; (f= 1,2, h; j=12 ..., g) in
q grupe de cite /i elemente, jar in tabela de inmultire a algebyei AKG vom
avea ¢* blocuri de cite / elemente care se permutd ciclie.

Tie ¢ si » radicini primitive de ordin % si ¢ respectiv. Cu matricele
Vo= layllha st W 8. 0l,, unde =z, = - DUTD B gm0 D {ormam
matricea Gy, (3] care are ¢* submatrice de tip £ =04, de forma:

e fiv e fi e fi
e fa |

b fe 8y, 17
o fr
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i care submatricea de tip & 30 A care apare In Hoia & si coloana J de blocuri
<o ohtine fumulind elementul By, al matricer H o matricea 17, Aceastd
matrice se numeste produsul Kronceker =an dircet al matricelor Fosi W
9 Utilizind matricea §,,, i locul matricei {0, demonstratia teorema
e fave 1 fel ca pentru cazul grupului ciclic, tinind seama de permutabili-
fatea vlementelor din tabeta de inmultire o algebrer {37 unde este tratat
Jdetalial pentru ecualia & == o, L aict eadeulele sint asemanitoare}.

Sistemele Tiniare de forma (7) vor avea drept matrice o cochicientilor
oatricea gy, care are determinantul dife rit de zero 3

h) Apoi prin extindere se trece la cazul a7 subgrupuri in descom-
punerea grupului G s demonstragia se face ta fel, Flementele care apar in
matricea Gy vor fi radacini ale unititii de ordin egal cu cel mai mic mul-
tipln comun al lui /51 ¢ 31 La fel pentru mai wulti factori direept

Observafio 1. Numirul solutiilor distinete ale cenatiel (3) va i om
daca polinoamele complexe in nedeterminatele sy, .o, admit radacini
sipple, sau wal mie in ez contrar.

Observatia 2. In cazul particular al ceuaticei binome de grad m, ™ — «,
obtinent exact " solutii distinete, Intrueit radiacina de fudice m dintr-un
numar complex are me valori distinete.

Observalio 3. In particular, ceuatia a™ - 0 are solutia unicad v = U,
deci algebra grupald K6 nu are clemente mlpotente shorezultd s po aceasti
cale ¢a este o algebra semishupld,

»

BIBLIOGRATIE
. Kuros AL Feoata sruprdor. Bucnrestd, 195
2, CurtisC W oand Reivner L Iepresenitiog Fheosy of Foetle Gronps ang Tsaociafe
Mgebras. New York Interscience Publ. 1962
B Druata Sanda Clsnpra wlgebrer grupale o i srapoabelten frd An st Uiy lagi
seel. Toa, t NT 4 (1U6S), po 259270

SUR LES EOUATIONS ALGEDRIQUES BANS L ALGERRKE DUN GROVPT ARELIN
FIND SUR LI, CORPS DES NOMBRIES COMPLENHES

Reésuine

Ou considére Falgebre d'un groupe AG. oi 6 est un groupe abélien
ordre n sur le corps des nombres complexes A On demontre que toute
tion algébrique (3) dordre m a cocfficients en NG admet m" solations
G. On démontre notannient que Ia résolution de égnation (3} dans
bre KG se réduit a la résolution de x Gguations algdbriques 4w
rminée sur le corps des nombres complexes ct ensuite, a la résolution
ains systemes linéaires non honogénes de n équations avant connue
ents des racines de 'unité dCordre ¢gal au plus petit multiple commun
Ires des Facteurs directs du groupe




