UNE ENTENSION DES BITOPOLOGIES
PAR

T. BIRSAN

)] L Kelly [3] aintroduit Ia notion d’espace bitopologique
en 1963 par la définition : un ensewble X est un espace bitopologique 871l
est muni de deux topologies 9 et @ J. C Kelly (3], E. P. Lane
4, W. J. Pervin [6] et autres out effectué une série d’études sur les
propriétés de ces espaces.

D'autre purt N. Levine (37 et 8 ITkenaga ¢t 1. Yoshio-
Ka 20 ont introduit les notions d’extension simple et, respectivement,
drextension infinie d'une topologie. Dans [S] et (2, ils ont ¢établi les con-
ditions qui doivent étre satisfaites pour quc certaines propriétés d'une
topologie se transmettent a une extensionl.

Daus cette Note nous définirons extension (simple et infinie) d'une
bitopologic et, en utilisant les ménies Mmoveus, Nous 1N0Us OCCUPerons de
questions analogues a celles de 2] et [3].

2. Spient (X, 5} un espace topologique et . une partie arbitraire de
X. 1 extension simple de la topologie = par rapport a A est la topologie
t(A) engendrée par la famille des ensembles {t ) {4}, c’est-a-dire la
topologic = (1) = (Y N4y, U, U'e <} Dans [2] on remargue
que pour tout point xg 1 le systeme de r-voisinages ouverts de v est une
=(A)-base onverte de ¥y et pour tout point x& A la famille UGN A
U(x) étant un z-voisinage de x} est une z(A)-base ouverte de x.
Détinition. Soit (XN, %, &) un  espace bitopologique, AC X a 494},
’&(A) fes cxtensiuns somples des topologies 4 ef & respectivement. On appelle
extension simple de la bitopologic (8, &) la bitopologie (8(4), &(4).

On remarquera yue

a1 end = 8(4) N4 ad) N4 =
—(4,9(4) N4, aNd)=(4,904,8a4d) N4,
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1)11;' par exemple, 2 signific fa topologic induite sur . par la topo-
ogic ¥ La suite des ¢galités reste valable si on remplace oF par ¢ 1
- l I11Au§apuu- l)!tnpulngiq_u(- (N9 Q) st réciproguement Hausdorff
4 si pour toute paire de points v el v == v b existe un A-volsing re
! d(_: v c:tq1 me Q-voisinage IFode v tels que 0017 =@ 11 est (E\'i(]t.'l.lt ;:&
si{X, 4, &) est réeiproquement Hausdorll, alors (X, 20, Q@A) ext 1
proquement Hausdorff. o i
; ])}:;;5 ;u} espacy bitopologique (X, - Q) on dit 3 que @ est régnlidre
wr rapport ¢ & si pour tout point v= Y ot A-voisi o
: c o= X et tour fFovorsiuage {7 ode il exis
A sinnag e il existe
un d-voisinage V de v tel que VO C U (Y, 2. Q) i -
lor 5 est rdoulitre bar jue <o (N, 2. &) ost réciproguemend régi-
[ I\ it réguhiere pas rapport 3 ¢t @ est réguliere par vapport a4
'l:ln-.xm‘\zmt la méme voie que cclle du théoréme 11 de [2], on obtient Te
O ¥ ¥ . . : - i :
s 2 :':;':";'{"“]_l‘l- :Su-/apu.mn.\ g (X &, &) est un espace bitopologique o
}a = & égulitve par rapport 4 & (réci progucinent végulier) ef soif A C X
,‘;QH]( i aq’u irurlt..\.u:rc el suffisante pour que (A} soil réguliéve par m/‘)/):w;‘
i ‘ NG ] 1 i ] i -
(X, 2(4). Q1) soit réciproquement rigulier) est que ok soit owverl
| il ' ¢ A
. Ve . . 3 , [y - = - i
.irmf_émpan, toﬁfmlugu]m (A% 20y A% (A soif ouver! dans (-lLQ -‘?ﬂ]&)
| fof A=, a
o (A%, an A%,
- :
?3;1:88(.1{&‘111(;ntrumuﬁ seulement la premiére partie du théoréme
Nécessit¢, Supposons Y st régulid ~ Y
pposons que  2(A) est réguliere par rapport a Q1) et
montrons que o est ouverl dans PUespace (A%, 90 AN, En o effet, si A
n'est pas o TQ o oA T8 i e . -
pas ouvert dans (17, () A™), il existe un point x & A tel que pour
tout d-voisinage (x : & i
inage '(x) on a V(x) N A~ q . Nous démontrerons que
pour tout F(4)-vowsinage V(v a Vix a4 i
S o - . ge (_1]‘0.{ ot 4 (a) CO A ( )Ct A, Puisque
-;10’1;4; ] - (1'! il vxgstu un point v & Vix) N A — 4. Done ve A et
> F (2 18 A “. ) . V . .
o ¢ svsteme des @-voisinages de v est unce base du systéme des &(4)-
voisii - is | 1< '
U(s ages de v. Puisque ve F(y) et ve Y, pour tout &(d)-voisinage
yhoona I{viNF(x ve Fx (A4
20, OV N A =20 Done ve Py O 1) et ona v e V(N
AT — A. Clest-a-dire 2(4) n’ ' dunlié :
- 4. st-d- 2(A4) n'est pas réguliére a &
en contradiction avec 'hvpothése. I B S
Suffisance. Suppe 3 :
Sitce. 3 15011 - '8 e ans 018 -
by & }11 s que A est ouvert dans le sous-espace (A%,
a A" Soit v & 4 et V(x #(A)-voisinage arbitrai i
( Bzcst nn vi‘-\-'oiSixm o (.1’) l;u:? .v(:ll) voisinage arbitraire de x. Puisque
- sinage de v et ¥ est réguligre par rapport &4 &, il existe
un J-volsinage ; o1l () 4 1
01%113.(;;/;.) g(lx)_‘ de sorte que U(0)C V(x). Mais @ < @(d) et alors
on a {x v R LT T @A 7
on régugi é)re DEUS, done ve 1 (0 CTEED Cv(s), cest-adire 2(d)
S pa’ TApport 4 A(.1). Soit maintenant y & 4 et V{x) ).l un
(A)-voisinage de v. Conformément a Phypothése, il existe un 9-voisinage
{7(x) de sorte ! ; / 2 ‘
(x) de sorte que U{x) C V(x) et U(x) N A~ C A, Parce que € est régu-
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liere par rapport a & il existe W{v} de sorte que H'(.\}t" C U(x). Alors

W (x) A est un a()-voisinage de v et ona ll"(.\']ﬂ:lc‘:(‘l)CW(.v ﬂA@'C'.

c WEeN € UWNASC U@ N AC V)N AL cest-adire 2(A)
est régulicre par rapport a &(1).

Remargie. Le fait que €(A) est régulicre par rapport & &(A) n'implique

pas que & est tégulieére par rapport A&

" cffet. soient N = ta. boc d), 2=& =711 {{x. h,oX, Wb et A=

4 est ouvert dans (A%, =N A%,

= {c, d} ; alors (X, =(4}) st réuulier,
mais (Y, 7) n'est pas régulier.
(X, €, @) un espace hitopotogique.  On dit que & esf comple-

4. Soit
tement régulitre par rapport ¢ @ [4] s1 pour tout point v& X et pour tou,
2-voisinage 17 de ¥ il existe une fonction f définie sur X a valeurs réellest
Z.semicontinue inféricurement et Q-semicontinne supérienrement et telle
oae f) L FEV) =0 0<f< L il

On it que (X, Z, Q) est yéciprogienent complitement régulicr {4
si & est complétement régulicre par rapport 4 & et & est complétement
régulicre par rapport i 2.

On it que Uespace hitopologique (X, &,
[3] si pour tout couple densembles F oot G,
G étant S.ferme, 1l existe un ensemble U d-ouvert e
de sorte que FC U, GC Ve UV =90

On constate facilement gue: a) si F est complétement réguliére par
rapport @ @, alors 4 est réguliere par rapport a &, b) la propriété , 2 est
compléetement réguliere par rapport 4 @ est héréditaire, ¢ si (X, 2, @)
est réciproquement normal et ¥ C X est un ensemble #-fermé, alors le
snus-espace Y est réciproquement normal.

Avec ces remarques, on peut généraliser les théorémes 1.2 de [2] et
5 de 5], en suivant la méme voie dans les démonstrations.

Théortme 2. Si (X, 9, @) est un espace bitopologique ayant la propri-

2,

Q) est réciproguenent normal
disjoints, I étant a@-ferm : vt
t un ensemble V Z-ouvert

été que £ ost complétement régulitre par rapport a & (X, 4, Q) est récipro-
quement complétement régulicr) cf A est une partic de X, la condition nécessaire
et suffisanfe pour que a(A) soif complétement végulitve par rapport @ afd)
(X, 2(4), @A) soil réciproguement complotement régulier) est que Uensemble

A soit ouver! dans (.I‘Q, a N _4&) (A soil onver! dans (;1’@-, 2N ;{&) el

(A% a n %),

Théoréme 3. S7 (X, 2, Q) esl wn espace bitopologique réciproguement
mal et A C N un ensemble B-fermé ol &-fermé la condition nécessaire
suffisantc pour que (X, (1), a(A))y soit réciproguement normal est gque
sous-espace hitopologiqie ({4, £ acd. e A soit  réciproguement
mal.

5 1 espace bhitopologique (X, g, @) s'appelle connexe [6]si X ne peut
$ s’exprimer conmme une réunion de deux ensembles non vides, disjoints
et N de sorte que A cst S-ouvert et N est @-ouvert.




24 T. BIRSAN B ) n

Théoréme 4. S/ (XN, 2, Q) o8t wn espace hitopologique o A un cnsemble
dense dans N (cest-d-dive A ost dense dans X par rapporl & 8 el qussi par
rappori 4 &) ¢ si e sows-espace 1S VA& ) 1 est connexe, alvrs
(X, (), @A) est conncye.

al Montrons d'abord que 'espace bitopologique (X, €, @) est connexe.
Eu effet, dans le cas contraire nons aurions X = V/ UN, VON =0
Moétant S-ouvert et N étant S-ouvert. Commee .1 ost counexe dans (\. 9, 3),
il suit, compte tenu du théoreme K 8§, que A C A ou bien L C N, (o
fait est en contradiction avee Phypothése que o est dense dans X - done
(X, 9 ) est connexe.

b) Parce que (4, 9N A, QN A} (4 94 0.1, <Ny
résutte que o est connexe dauns (X, 201), @(4)). Comme A est dense dans
cet espace — puisqu'il est dense dans (V) €, &) - on peut répdter e
ratsonnement de a) et il résultera que (X, 2(.1), @(A4)) est connexe

Remargue. Fn prenant € — & dans ce théoréme, on obtient le théo-
réme Y O[30

L'exemple suivant montre que la proposition correspondante  an
théoréme 2.1 (2] n'est pas vraic:

Soit X = {a,d, c.di 4:0, ia bl e, b, el XN et &0 b, 4N

Soit o = {a, d}. Ou coustate fucilement que (X, FQ) est connexe
et 4 est dense dans lui. Toutefois (V, 2(4), @(A)) west pas connexe.

6. Dans lespace topologique (XX, 7} soit of = {d }ier une familte
"ensembles. Dans [2] on Jdéfinit Pextension de - par rapport i of, notée
par z(cf), de la maniére svivante: ta base de voisinages «('un v g ) A,

1
est le systéme de voisinages ouverts de v dans = et la base de \'oisinez:gcs
d'un re Y A est 1a famille des eusembles (quti s’obtictnent en prenant toutes
tL}

les intersections entre un voisinage ouvert de v dans = ot une intersection
d'un nombre fini d'ensembles appartenant i of et contenant v. On con-
state que Pextension de < par rapport a f peut étre définie comme Ia
topologie engendrée par la famille des ensembles = <t

La généralisation suivante du lemme 2 [5] sera atile plus loin

Lemme. Si (X, %) est wun espace topologique. ot = ()2, une fanlie
densembles de X of BC X, alors:

e B e v e qUAINL 0 VI ABHU B — U 44,
r IZFAD 1 T
ot [‘-,r ([) P {[ . ] C/, j f{;u." = ] = x e A‘.}. '
En effet v e B == {a) ves gt o r&EU4A; ou (b) v Flen et
Fi
vg U ;. Occupons-nous successivement avee ces deux cas.
1

(a) == (x<= U 4,) A WV eV = F ()P N (N 490 By =
7

#= O o= & U 4) ApJe F, () e (0 4 0 B} =
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Lol |
wh

ey A= 0 (T O R

—oxe ) NEN OaanBs.
i

I FERLT

"’
(b) == (xg U 4) A {FV(vE ) PN B =00 &=
i
(vgy A) A (s B == e T k:) A,

I résulte ainst la conclusion du lemite. .
Cas particulicr. St B (Y 1) = 1, Cest-i-dire B () ‘
H({\(U A) =0, ou F(H) =) JC L J i,

= {3, i/,

cegui est ¢quivalent & U \
FERT g7 ol B |
- - g L . :,- c'_ - 2 o - .
alors V& 1‘)'(”}') = oy B k}j A, doue B I k})
in espace bitopologique et of = { Az wie

clinition. Sofent (X, 4, Q ‘ G ihe '
s af o ( ) ion de la bitopologie (R, Q) par rapport

fammalle d ensembles. On appelle extens
i of. la bitopologic (E(cA), QcA)). ‘ . o
Fu vertu des théoremes 1 et 2, on peut deimon _u, e
‘Phioreme 5. Si (X, 8, Q) est nn espace bitopologique el oA — 1.[.‘,\),3),
wne famile d'ensembles de N, st 2 esl réguliére (a)mplg!emen! _rf_.‘gn {are
- Lﬂv < A k:w S
par vapporl @ & el pour tout 1 €1, A, est ouverl dans (A7, 2 N 4] ) m’ori
6l é 4 i véeuliér slenientd
Pespace (X, ScA), Q) a la propriélé que R-4) est végulidre {complélemen
B -
réoulicre) par rapport 4 Q{c). o e ——
& I ef/fb-:t dans les hypotheses du théoréme, il résulte Lllil'(_\ les(er;zl)ll;(és
: ’ - Poagoe > . . " .
(X, 8(4)), (), i [, ont la propricte gue 2(A,) est réguliere co 1t'
nent régulicre] it a Q1) Mais €(cH) et &(cf) sont, respect-
tement réguliere) par rapport 4 &(1,). Mais 2 e
vement, les bornes supérieures des familles de topo ogies  {2(-1,) it -1it
{&(4.)}.;, On démontre Tacilemesit que les bornes 5111)cr1e‘171{r)es, S%E(nrlge:'];itém
tonTicte : os ({4 @ Yestei-dire 9 c S
la propriété des hitopologies (2(4,), LL(‘A,-’)‘), cest-i-dire g
(complétement régulicre} par rapport a (). [ r -
i ] o4, € fef iente fealicr  (réciprogu .
Corollaire.  Soit (X, 9. &) #éciprogucinent  veguli _(a ! 01;1_&) H
complétement régulicr) of, pour lonl i & 1, A, euwvert dans (.‘1l , 2 e
a2 2 S, (oA, ol wict e ‘onlicr (récipro-
(A7, @ N A7) Hors (X, &(ch). Qlat)) ost riciproquente nl régi {réecip
wement complotement régulicr). '
~ En utilisaut le lemme précédent, démontrons le -
Théoréme 6. Sr (N, €, Q) est wun espace bilopologique ayani la proprzlr,::
Soanli e ¢ g LG J == 1A,
est régulicre (complotement réguliére) par rapport a & el o{Y @l( },)1
Samille finie telle que A, N A, - onm’ [ ], pour que }.u,?,’e; 7)(]}'
a:’t la propriéié que ct) est végulicre (complélement reguirer

o i1
i
& Q(A), il suffil que A, soil ouverl dans le sons-espace ([ - Hofl,_,
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I)cnmntmm f¢ théoréme par induction. Pouwr n = i, le théorcme se
réduit aux premiéres parties des thu)rcmes 1 et 2. ‘\ll])])()\nlls qu’'il est vrai
. k
pour n =k — 1. Soit f = AT et o - 15 D'abord on constate
Q , M
.Ik ouvert dans (1;‘((# ) A N 1:"(0{ )) ==b |, est ouvert dans
k=l

(A2 =0 450 20 142 — U A,

i~ i0

U, 2 .o (on fait la convention gie oy — O

I'n effet
4, ouvert dans (T3 g o AS)) o ve a1
@V e Aet NI (0 N AN C i) e (e 4,) Y (ve 2)
o Rl
() 0 (/'I:' — U4 C ==,
0

k-1

& k=1 =
owvert dans .4;1 — Lﬂ) AL a9 [+ {f‘ —~ L(! A

Supposons waintenant que la condition du théoréme est satisfaite

pour 7 ==1,2 ... k& Ce fait implique que 2(cf') est réguliére {complete-
. E-1
ment réguliére) par rapport & Q{ed’) et que Ay est ouvert dans ( :.lf‘) — U 4s]

4 —-1
4N _lt“ kL(_)j Al ce quioest équivalent a4 la propriété que 2(A') est
réguliére {complétement réguliére) par rapport a E(ct’) et A, est ouvert dauns
(.-Iil(dr), A"} N A?("W)), c'est-a-dire 2(1") est réguliére {complétement
réguliére) par rapport a (o£"). C.q.f.d.

Eu ce qui concerne la counexion nous démontrons le

Théoréme 7. 57/ (X, €, Q) est un espace bitopologique of oA = (4]

n
une famille d’ensembles e N telle que () A, est dense dans (X, 2, @), si le
1

Sois-es pace ((n] 1, 9N (ﬁ I P R ((n\ Ay est connexe, alors espace
i
( r

hitopologique ), ( A)) est coamew
On peut montrer, comme dans le théoréme 4, que (X, 2, d) est con-

nexe. De méme, rn] A est dense dans (X, 9(of), (cA)) et ((n\ A,49 0 (h A,
1 1

(n 4;)) = (ﬂ i ﬂ(oﬂn(n (N '-“l(r:’?]ﬂ((n'\ (). Alors on  peut

rq)eter le l‘alb()llll(.lllelll du theoreme 4 et on alrlve a la couclusion
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ASUPRA EXTINSTUNT BITOIMOLOGIHLOR
Rezuntat

Se defineste notiunea de extensiune Hllll[)]d a unei hltu])ulugu in mod
analog cu definitia datd de N. Levw iwe |81 in cazul une topologii, pre-
cui sl nm,luncafd(_ extensiune infinita.

Un numdr de teoreme precizeazd in ce condifii anumite proprietafi
ale unui spafin bitopologic (reeiproci r(,;,ularlt'!te completd regularitate,
reciprocit normalitate, conrexinme) se trausmit spatinlui bitolopogic extins.



