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Dans cette Note, on présente quelgues réaultats concernant les fonc-
tions et les suites asymptotiquement presque-périodiques fabrégé a.p.p.)
avee des valeurs dans un espace de Banach: on trouve quelgnes propri¢tes
de linison entre les fonctions et les suites a.p.p. et on introduit la notion
de fonction faiblement asyimptotiguement presque-periodique {abrége fLa.p.yp)
Aprés une breve introdiction oit on indigue quelques notations et notions
caractére géndral, la Note contient trois parties.

Dans le § 1. aprés la considération des principales proprictes des
fonctions et suites a.p.p avec les valeurs dans un espace de Banach X,
n domne des proprictés topologiyues pour les espaces o 7 (N de toutes
s fonctions w.p.p ot ap” (X) de toutes les suites a.p.p
~ Dans le § 2, on démontre denux théoremes : I'nn qui caractérise les
tions a.p.p a l'aide des suites a.p.p. et I"autre qui caractérise les suites
n. 4 laide des lonctions ap.p. i
§ 3 est cousacre a lintroduction des notions de fonction et suite
avec leurs principales propriétes.
gtions. N — espace de Banach sur le corps des nombres complexes
éléments v de norme ||vi}; K — lensemble des nombres recls
emble des nombres entiers non-négatifs; R, —- la demi-droite
Re ; X) — Vensemble des fonctions continues définies sur K.
leurs daus N. (£ (/; X) — Uensemble des fonctions définies sur /
eurs dans X
L. On dil que lu fonction f& C (R X} est asvmplotiquenent
gue {a.p.p.) st pour chague = > O, il existe denx nombres
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positifs | et M lels gue chagute nfervalfe de Ky de longuenr | contionine au
moins wn point < wemnid presque-pdriode asvimptolique. de facon gue

(1 Al =) = sopour &= Moot f -« = M.

Om remargue que sio une fonction estoa pop, sur K, chaque translatée a le
maénte caractere sur la demi-droite obtenme par la translation de K.

Détinition 1. Ou dit que la fonction oes 7 {0 N} ost wne sutfe asvmp-
totiquenient presque-péviodigue (a.p.p.t st pour chaque s — O Gl existe dets
nondhres enliers ol posilifs Lol M tels que parmi L cntiers conséeutifs se
fromve wit moins i ondicr polel gue

(2} ol 1+ ph— ) <z, puwr n M ool w P M.

Nous dirons que poest une presyue-periode asvinptotique de la suite 4,

Deésignons maintenant par 1 P# (N} Vespace des fonctions a.p.p. défi-
mies sur la mcéine demi-droite K, par A P# (X)) Vespace de toutes les fone-
tions w.p.p. et par ap* (X) Pespace des suites app. (= 0).

Deétinition 2. Nows divons qu'une famedle TF C AP* (X)) de fonctions
a.p.p. défintes sur aone méme demi-droile Ry est également a.p.p. si ponr
chagie = = O il existe deux nombres positifs I ot M lels que chaque inter-
valle de Ry . de longueur 1 contienne aw moins wn point < pour leguel (1)
o5t remplic pour chague fes (.

Définition 3. Lo ensemble IS de nombres yécls ost dit relativement. deise
sl existe wn womhre D=0 fel que toul vntervalle de longueur supéricire
{eonlienne an moins wn poind de 15 (2).

En utilisant la définition 3. nous pouvons douner une autre forine
peur la définition 2.

Détinition 2-his, Nous dirons que fa famille GF C AP (X) est égale-
wient a p.p. st Uensenible

Eles Ay = NI de i f)
feF

des presque-peviodes asvmptotigiwes comnunes a loules fes fouctions [ de (F
est pelalivemen! dense quel yie soit = = (),

Définition 2. Nows dirons que la faniile ©C ap™ (N est Cgalement
a.p.p.si pour chague = = O o cxiste dewx nombres entiers, positifs L et M
tels que parmi L enticrs conséenlifs sc lrouve ait moins un cufier p pour
lequel (2) est remplic pour chague o= O,

Dévinition 4, On dit qu’une fonction fe C (R, X est asvmplotiquement
wormale st de loute suite de nombres riels I, — - o0, on peut catraire wune
swife R, pour laguelle la suite (f (1 Lk )i,z converge wniforniément sur chague
demi-droite Ry,

Remargue, 11 sulfit que la suite | f{f = &, )}z converge uniformément
sur une demi-droite arbitraire Ry, pour converger sur chaque demi-droite,
parce que Ja normalité asyvmptotique est conservée par les translations.

FONCTIONS KT SUITES PRESQUE-PERIODIQUES ":1]

’ ] il 7 LX) esi asy Wiguentent
Détinition 4. On dit que la suile z&ap” |_L.\_) esl o asy ’;E/:[:rj- ?;':-{- ;:;“-
gormale st de tonde suite dentiers posilifs iy —» - 00 ot {)L””:f‘:ﬂp(mu(ﬁ”(’n[
. . 0 ctr g f e ] ey ¥
ous=sigile e, pour fagueelle la suite so {4 )i, convergs

ar rapport da . . . N
! § 1. En utilisant les dcfinitions des fonctions a.p.p. avee des valeurs

: T 3 SO HME
dans X et en poursuivant  les démonstrations de [8], on trouve sans

diffienlté les propriétés suivantes: . ] &
1. Une fonction a.p.p. sur Ky avee les valeurs dans X est bornece par
rapport A la norme sur AW
I1. Une fonction ap.p.
ontinne sur K
ment continue suy o “ . -
[1I. La condition nécessaire ct sulfisante pour «uulic 1;;m,tum
je C(Rx ) soit a.p.po est que fosoit asviuptotiquement normale
& - ‘ i i ais R LY X
metions | f,leer asvimptotiquement presque perio
g - M ° ) . .
uniformément sur K, la lmite

sur K, avee les valeuts dans v est mintorme-

IV. Si une suite de f 1
diques avec des valeurs dans X converge
est ume fonction a.p.p. 1 . RN IR
/ \'. La condition nécessaire et suttisante pourqgu uhe h’mt,tu?I!jE( (i\,l ,;::Z
‘ . 1 O 53 » ek 3 il < .
oit a.p.p. est que cette fonction peut étre représentce uniquemncnt st
b ad.prqt s

ia forme
(3) Sy = p ity ol

avee des valeurs dans A et @

{ + fonction presque-periodique _
o L mtinge sur R apport a la norme

est une fonction continue sur Ry qu tend vers O par 1
de X pour = + oo . -
VI, Lensemble des valeurs d'une Tonetiona.p.p.
tivement compact.
[in utilisant, mainten | .
ture topologique de Tespace des fonctions ap.. v .
‘ iété o\ anise ={. enscibie
i verfu des propriétés I et V', on peut organiser AP ‘), i
sur K., comnie un espace lindaite norme par rappor

J ) sur K, est rela-

ant, ces propriétes nous pouvons ¢tudier la strue-

des fonctions a.p.p.
a la norwme

(4) Sl =suap lif @Il

1=

) eut i i ore une autre nornmne
On remarque gue sur 1077 (V) on peut introduire enc : I

n utilisant aussi la propriété V; c'est la norme donnée par:
[ =sup | p) Fsup o (f)
TS =

' Vool (3) s fou fvalentes.
Proposition 1. Les normes donndes par (3} o (5} sont zquwaiwml
Démonstration. On sait de (8] que pour la construction dcfp_(tt), a
ie presque-périodique de la décomposition (3), on utilise 1o fa >||('£‘;11;
étant a.p.p. o<t aussi asvmptotiquement normale et done, en prews

]
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une suite de nombres réels fip =+ o0 on peut extrajire une sons-suite
k, pour laquedle il existe i S (4 1 £} 0 coette limite est justement la fonction
2

kb
£, défine sur K Onoa alors

sup | A = sup |8
£R

r g tSR,
el apres des caleuls ¢émentaires il résulte
(6) S U <301,
qui cutraine 'équivalence des normes.

Désignons par €5 (R, ) Vespace de Banach des fonctions continues
sur K, qui tendent vers 8 pour 7/ = — oo, On aura alors

. . r . -

Corollaive Lo 105 (X) ot un espace de Banack, somme direcle des espaces
de Bunach AP (X)) o Cq (R,; X)

{7) 1P (X) = AP(N) @ (CF (R, X}

Dentonstration. En effet, la norme (4) est équivalente a la norme (3).
la norme de la somme directe des espaces AP (X)) et CF (R, X) ce qui
demontre Uaffirmation du corollaire 1,

Par conscéquent, nous pourrons déduire les propriétés topologiques de
PP (XY des propriétés topologiques des espaces composants 1 (X} e
e R y
Co (R X} En camctdérizsant la convergence pour les deux normes ot cn
utilisant la propriétd V, il résulte:

Corellaire 2. Unc suite de fonctions a.p.p. ost uniformement conver-
gente sioet seulement si les ~;uifccs respectives (A, (/11 des parties presque-
periodiques ¢t e, ()} des parties qui tendent vers 0 pour / — o sont
uniformiément convergentes.

Soit

(8) Pt PERT - 1 DY)

une fonction définic par Foy (f) ~ g oit g ) — /(¢ 1 2 — 5. On remarque
(que cette application est un isomarphisme isométrique d'oft il résulte gue
7 w'est pas essenticl dans les proprietes topologiques de Uespace A 225 (V) ;
par conséquent, nous pourrons opérer avee les fonctions de A Py (X} en
gardant toute la eéndralité des résultats. Plus précisément, si on introduit
sur lensemble A P2% (N = () A7F (X)) 1a relation d’équivalence 3 définie
. - a&R
par feg sl et seulement sio est une translatée de /. alors Uespace quotient
] + -
A L7 (X)fp ust isomorphe avec chaque espace (17°F (X)),
Lin utilisant fe corollaire I, la relation {7), on peut démontrer sans
peme un théoréme analogue du théoreme 3 de 67 pour la relative compa-
cite d'une famille de fonctions a.p.p.
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Thioréme L. La condition nécessatre et suffisanic pour quwnc fanndle
g FC P2 (X)), de fonclions a.p.p. avec les valeurs en N soit relalinement conm-
1 wacte ate sens d' Arzela est que cetle famille sotl équicontinie, également asymp-
toliquentent presque-périodique el pour chague € Ry, Pensemble des valenrs
fes fonettons de la famille soil relativement conmipact cn X,
Diémonstration. Tividemment, C;‘(!\’m; A pent ¢tre Identifie avee Pes-

pacy (',,(T\', ;X)) de toutes les fonctions continues sur la u)111puct:ifif:1.ti011
R, de la demi-droite K, gqui prennent la valeur 0 au point de Uinfinm de
7., Désignons par 70 la fawmille des parties prE::-;(1uc-pé}'i0_(li_(;1105 et par
fa famille des parties qui s'annolent dans le point de 'infint des fonctions
felFC APHYN). _ .

En vertu du corollaire I, il résulte gue 7 est relativement compacte
si ol setlement si 72, respectivement 2, sout relativement compactes dans
AP (X)), respectivement dans CF (K.Y} {ou dans Cy (K ; X)) Mais, de
[6, il résulte gque 0 est relativement compacte 31 et sculement '5i P oest
équicontinue, également presyne-peériodique et pour chaque 7 ¢ R Tensemble
des valeurs des fonctions de la famille est relativement compact en X,
D’autre part, en utilisant la remarque faite au début de la démonstration,
la famille @ est relativement compacte si et sculement si les conditions du
théoreme d’Ascoli (7 sont remplics. Lin composant tes deux conditions
de relative compacité pour ¢ respectivement @ et en utilisant le fai:c que
laque s-presque-période asymptotique de [ est une z-presque-période
rtie presque-périodique p il résulte immédiatement affinnation

el -
-é’ﬁbore une autre démonstration pour ce résultat ¢n

hode comme en [6].
1lté on peut démontrer des rdsultats similaires pous

Orime.
. 'La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite soit a.p.p.
lle soit asymptotiquement normale.

51 la suite {op (n)}li; de suites ap.p. couverge uniformément
Jort 4 # vers une suite ¢ (), alors 4 (i) vst une suite ap.p.

. condition nécessaire ct suffisante pour quune suite soit a.p.p.
& puisse étre représentée uniquement de la facon

i wn) = =(n) + win, nel,

() (l'espace de Banach des suites pp.) et o (i) = 0, pour it — &

ensemble des valeurs d'une fouction a.p.qi. de variable enticre
Ive est relativement compact
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1on utilisant les memes remargues gue pour APz X}l resulte immné-
diatement que Vespace ap* (X) peut ctie organisé comie un espace lindaire

norme par rapport i la norme

(4 w = sup |y (1)
W
De la méme facon que pour des fonctions a.pp.. on peut mtroduire aussi
une autre norme (%, Panalogue de (5. qui est équivalente a gl dol,
aires atux propriétés des corollaires 1 et 2

en donnant des propri¢tés sinil
i1 résulte facilement fa structure despace de Banach de ap”
est la somme directe entre ap () et ¢, (X))

(X} {ap* (N)

{7 ap® (N) = ap (N} @ o {\).
On a aussi pour les suites a.p.p. un théoreme de relative compacité
donné par le

Théoréme 2. La condition nicessaire of suffisante pour quuine Jamille

\ soit refativenent coonpacte au sens d Arzela

de suites a.p.p. avee les valenrs e .
= O, Pensemhle

est que celte famille soit égelement a.p.p. et poiur chaque entier 1
des valewrs des suites sl relativement compact en N

§ 2. Dans ce paragraphe nous tdckons de mettre en évi
s fonctions a.p.p. avee les valears dans N, Ces résultats

dence la laison
entre les suites et le
sont synthétisés dans les théorenies 3 et 4

Soit g € ap® (N). Désignons par o (1) une fonction sur [0, |- »} deéfinie
pat
i ” i - =
(9) o (1) == (n) -+
pour n € 1, appelée la fonction polvgonale associée a5 (n).

I utilisant ces fonctions polygonales, nous pourrons ¢tablit un résultat
important par lequel les suites ap.p, petvent ctre caractérisées a Uaide

n) la(n + 1) — o {n)], ol te|n,n+1),

des fonctions a.p.p.: pour cela on donue la
Proposition 2. 51 ¢ e ap” (), alors 2 € A0E (X))

Diénonstration. Soit ¢ € ap® (X)) une suite a.p.p. et ¢ sa fonction poly-
gonale aseociée définte par (¥). Par I'hypothése o est ap.p., done, grace a
la propriété caractéristique V7, clle admict une décemposition de la forme (37)

On a alors

(10) s == o)t —u)is@ ) =]
L= 1) lw - 1) — o (a)] == o {f).
pour ! € [n, n + lj et wel,
ot = (1) est la fonction polygonale associée 4w (1) ot @) la polygonale asso-

ciée & o (1),

FORCTIONS BT SUITES PRESGUE-PERIGDIYLUES

=1

Mais =(n), ¢lant une suite presque-periodigue, 11 resulte gue su poly-
cemiale () st

I autre part, évidemment. of

qussi une fonetion presque-périodique 3
{1 est une fonetion contine ct la relation

w {n 1)
= i.(u (Jf_)

pronve que ‘wf{t) =, pour = + w0 {si t = 1 =,
o () = 0 pour it =

£ dlon il résulle gque
A Vaide de la proposition 2 on peut démontrer le

Théoreme 3. La condition wécessatre o suffisante pour qiune
o osutl a. p.p.ost Pevistence dune fonction g e APZ(X) telle que (0]
pour n el ol [===l 5, (2 . . ‘ )
Démansiration. e fait que la condition est nécessaire résulte mmme-
Batement de la proposition 1, en prenant comme 2 APF (X, Ta fonction
polyvgonale 7 {4 o (). qui évidenment coincide  avee = (0}
pour f = n, ng / ' . .
Réciproguement, s'il existe g & A PE (X)) avee Ja propricte donide par
le théoréme 3, soit [ — gl + =), J ¢tant obtenue par Papplication de
£, donnde par (8) a g [ est maintenant definice sur la tlgmi—dmitc 20
Mais [ (f) est a.p.yp., done grice & la proprictc caractéristiyue IV, elle est
asviptotiguement normale. Alors de chaque suite de nombres entiers
B —> 4 oo on peut extraire unc sous-snite ar, telle que {4 myd g, con-
s uniformément par rapport a £ pour £ 2 0. Drautant ples f(1 | 0t),- )
formément convergente par rapport 4 n pour ko= = %, Par consé-
e f{n) est asymptotiquement normale et, grace @ la propriete

i1y o {f) @ H) (f — 1) - o (3]

AL
il résulte ausst qgue
el B

o |1} TOREL 1] Ce.opour #

i =+

stle

= f (1)

associce

k

3i g () est une fonction a.p.p. sur By, g(8) avee 3} >0
netion a.p.p. sur Ry, don conformément au théoreme 3,
= o g) (#3) est une suite a.p.p. en méme temps que g (t) sur Ky,
peoréme 4. Pour que la fonction [ définic sur Ry soil a.p.p. il faut
soil wniformément confinue sur Ry el qutil cxisle
i 8, = O felle que o (1) = f (18]

E—t >

4 1 ' .
il suffit que cetle fonction
sutle de nombres posififs {85,z avec

i 1ap’.p. pour chaque k , 2.

- Démonstration. La nccessite résulte de |
). et de la remarque faite a loceasion du théoreme 3.

si /() est uniformément continue sur A, grice a

{ 7= 0} et alors pour chaque

=12

» =

a propricté 11 des Touctions

Reéciproguement,
ous pourrons supposer f(f) définie sur Ky, (
il existe 8 = O tel que

>

.f({r) —'f([-”)| <.§-, pour W — ["| = &

atre part, par hyvpothése, il existe une suite 4, de nombres positils poun
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laquelle gim 8y = 0, telle que la suite 4, (#) = f{n8;) sort a.p.p. pour chaque
—$
k=12 ... Donc pour & donné par l'nniforme continuité de f on peut

fixer 3, telque 8, << & Par hypothese, la suite | f{nd,)), s, avec ce A fixé
est a.p.p. et done on a ‘

(13} Sede} = g () = = (0} + o ().

avec = €ap (X) et ;€ ¢y (X), conformément a la propriété V7

Mais, grace au théoréme 1 de (6], si =, € ap (\), il existe une lonction
- § g e L1 1 . 2 3 x 1y 2 L g o M
= {f} presque pe’r1.u(llquu, telle ue .(,lmqug,d -presque-période de =, (1) soit
e s-presque-periode pour w(f). Soit w{f) = f()) — = (). Mais f(f) et = (f)
sont uniformément continues, d’ott il résulte que o (1) est aussi uniformément
continne pour /=0 et de plus pour { = n8,, o (08} = o, {n).

Montrons ensuite que [jo {f) | =0, pour £ — <4 %, On obscrve que
pour chaque /7= 0 il cxiste toujours deux entiers conséeutifs, u, n + 1
tels que : ’

)

(14) a1t = (n + 1} 8,
Or, d'autre part, en (13), o (#8,) = w; (1) = 0, pour 1 - », cest-a-dire,
quel que soit = = 0, il existe M tel que pour # > M, o, ()| =&

En utilisant (12), (14) et Vuniforme continuité pour o (£, il res
quand / > M3, ; ! (), 11 resulte

(15) o () — @ (18| < 5, parce que | — u3,| < 3.
De (13} et (15), on a:
Ho O = llo @B — o) + o Hd)| <
o () = o (]| + |l (18,)| < &, pour (= MS,,

cest-a-dire justement le fait que [|w ()] =0 pour { — + »
- Ceu ¢tant, .ic theéoreme est complétement démountré, parce que, grice
a la propriété¢ V la fonction [ (/) est a.p.p.

§ 3. En ce qui suit, nous allons introduire les notions de fonction
et suite faiblement-asymptotiquement presque-périodiques, abrégé fa.p.p
el 11t1’1}sa11t la méme méthode qui a été utilisée par Amerio en li
pour‘l tntroduction de la notion de fonetion faiblement presque-périodigue
et Gheorghiu en [5] pour la notion de suite faiblement presgue-
périodique.

Deésignons par C{R,; X} VPespace des fonctions continues définies
sur R, avece les valeurs dans un espace X, localement convexe, séparé,
avec une famille dirigée ct suffisante de semi-normes 30

Vefinition S T ' 20D B e _

. [ olm’n.mn. ). O{r, dit quune foncfm.n SeC(R,; Xy est asvinplotigieement
bresque-pértodique si pour chaque semi-norme p et ¢ = O il existe { = 0 et

SUITES PRESQUE-PERIODIQUES 37

] FONCTIONS I

M =0, tels que chague intervalle de la demi-droite Ry, de longueur I, contienne

wi moins un poinl =, de fagon a ce gue

(16) pUI+ 2y = fU)) <z pour = Ml M
S5 dans la délinition 3, la topologie localement convexe est une topo-
Jogie faible 17 par rapport @ une norme compléte sur .\, alors nous obtien-

drons la définition des fonctions fatblement-asymptoticquement presque-

periodiques.
Fn utilisant des demonstrations analogues a celles de Amerto

| ¢t Corduncanu 3] nous obtiendrons les propriétés suivantes

des fonctions f.a.p.p.

1) La condition nécessaire et suftisante pourq_u’p _
soit fa.p.p. est que pour chague fonctionelle 111|ea1}'e .
la fonction composéce P« f soit une fonction numérique a.p.p. 3.

2) Si f(f) est fap.p. sur Ry, f(f) est bhornée au sens de la norme sor

R,, et la trajectoire /{; de la fonction f est séparable [1].
convergente de

3) Si {f,, {1)},er est une suite faiblement uniformenent con
fonctions f.a.p.p. sur R, vers f(f), alors f () est faapp. [1
4) Si l'espace X est faiblement complet et [ est une fonctiml faib}e~
continue sur R, avec les valeurs en .\, alors la condition nécessaire
al pour que f soit f.a.p.p. est que f soit faiblement asvmptoti-

a3 ) !

n nécessaire et suffisante pour qu'une function f: R, = X
 f soit f.a.p.p. et la trajectoire H, de f soit relativement

¥ i

ne fonction fe C(R, ;X )
et continue d ¢ X'*,

) Si X est un espace de Banach faiblement complet, la condition

ssaire et suffisante pour qu’une fonction faiblement continue f: Ky — AN
.a.p.p. est que cette fonction puisse étre représentée uniquement sous

orme (3) oit # (£} est une fonction faiblement presque-périodique avec

aleurs en X et o (¢) est une fonction faiblement continue qui tend faible-
vers 0, pour { = 4 oo

On peut donner aussi la définition suivante pour les suites f.a.p.p.

finition 5. On dit qu une fonction ¢: 1 -+ X est une suite faiblement-
otiquement presque-périodique  si, quelle que soit @ ¢ X*, dog est
figuement presque-périodigue au sens de la définition 17

suivant les démonstrations données dans |3, les propriétés I'— VI’
les a.p.p. et les deux théorémes qui fout la liaison entre les suites
tions a.p.p. données daus le § 2, peuvent étre transposées sans
difficulté pour les fonctions et suites {.a.p.p.
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FUNCTIT 5L SIRTURD ASIMITOTIC ATROAVPE-PERIODICI CE VA LGrRL
INTIR UN SPATITU BANACH

Remwmatl

Nota de fati are drepl scop prezentarea unor rezultate cu privire la
functiile si sirurile asimptotic-aproape-periodice (prescurtat app.) cu valori
intr-un spafiv Banach X, stabilivea unor proprietiti de legdaturd intre fune-
tifle s sirurile a.p.p. precum s introducerea nofiunilor de funcjie $i si
slab asimptotic-aproape-periodic {prescurtat f.a.p.p.}. Dupd o scurtd intro-
ducere, fn care sint indicate uncle notatii st notiwm cu caracter general,
Nota_confine 3 paragrafe.

In § 1, dupd cc se face o scurtd trecere in revistdi a principalelor pro-
prictati ale functiilor si sirurilor a.p.p. cu valori in .Y, se insistda mai mult
asupra proprietagilor topologice atit ale spatiului 177 (X} al functitlor
app. ot si ale spaginlui ap> (X) al sirarilor a.p.p.

In § 2 sc¢ demonstreazit doudt teoreme care permit pe de o parte s
se caracterizeze functitle a.p.p. cu ajutorul girurilor a.p.p. iar pe de altd
parte sirurile a.p.p. cu ajutorut functiilor a.p.p.

Ultimul paragraf ¢ dedizat introducerii nogiunilor de functie sisir
fa.p.p. cu prinecipalele for proprietifi.

FORMULAL FOR JACOBI POLY NOMIALS
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