SUR LENIS. ENCE IS S0LU  ONS PLERIODIQURS
COUR DES FOUATIONS INTRGRALES
AR
CoOAVRAMIESCU

Do ce travall nols nous proposons {étudier 1o prohléme delexistence
Jes sulutions périovdiques poeur des ¢quations intégrales du type do 1T am -
merstein oude Fred holm.

e probleme de Uexistence des solutions périodiques pour des equa-
tions différenticlles a éte étudié par plusicurs anteurs, connme par exemple,
I. Barhalat — A Halanav 11, G villari 2], A I.asota

7. Opial [3]. Dans leurs notes on démontre Dexisteuce des solution
périodiques en appliquant le théoreme du point fixe de Schatder pour un
opérateur  défin Fupe  maniere convenable, dans Pespace des fonctions
périndigues.

Dans le méme ordre d'idées, dans le present travail nous allons démon-
trer lexistence des solution périodigues en utilisant le principe du point
fixe. Dans ce but, nous allons considérer I'opérateur de Hannmerstein comine
une superposition 'un opérateur e Fredliolm et ¢'un opérateur de Nie-
mytzki, en faisant actionner Vopératenr de Niemvtzki de Uespace C, des
fonctions peériodiques & un autre espace 1), ¢t Vopérateur de Tredholm de
Vespace 1) a (. On trouve Vidée 'nne telle décomposition de T'opérateur
de Hammerstein chez €. Corduncant 11 cette idée constitue e
développement de certaines idces, utilis¢es pour le cas des ¢quations diffé-
rentielles ordinaires par Massera et Sc haffer [3). Dans le méme
ordre d'idées. mentiomons tes notes G171 3. [Il1

1. Désignons par J le demi-axe réel positif ¢ = 0.

ar €, nous allous désigner Pespace des fonctions continues sur [ 4
valeurs dans Pespace cuclidien R”, muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact de j. Comine ou cnit (127, €, est un espace loca-
lement convexe, weétrisable et complet. sa topologie pouvant etre définie 4
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Vaide de la famille dénombrable de senmi-norines

Vi, =supi (B 0o
ofi par | -|| on désigne la norme de R

Soit " Vespace de Banach des fonctions continues ¢t bornées sur [
a valears dans R*, 1a norme étant définie par,

x|l =supil|lx{®}|: e [

et soit C, le sous-cspace de C formé par les fonctions périodiques de période
o, (Remarquons que €, est en méme tewps un sous-espace de €., hien que
(" n'est pas.)

Soit g(f) une fonction continue et strictement positive sur f; dési-
gnons par,C, Vespace des fonetions continues sur J a valeurs dans £*, telles
que pour tout x & ., il existe un nowbre positif 4, dépendant de v, de
facon qu'on ait,

lxy <Az, e ]
Si Pon prend dans €, la norme,
xjp=supf{l|x()lifelty; te]

alors C, devient un espace de Banach. En particulier, sig =1, alors €, = C.

Soit A {t, s) = (k; (¢, s)) une matrice carrée du type n X n de fonctions
continues sur J x J. Nous allons supposer que K (f, s) est périodique de
période o par rapport & f pour tout s fixé de J,; c’est-a-dire, nous allons
supposer que,

(1) K{t 4 e, s) =Kt s

pour tous fs& J. Posons alors,

kis) =sup{l K ({t,5)|; fe& ]

2. Considérons Popérateunr,
Ty = \ K (2. s} x (s) ds.
{

{Si I'on veut mettre en évidence la dépendance de la fonction Ta par rap-
port a ¢, alors on pose T (f) au lieu de (Tx) ().}

La condition {1) assure que, si la fonction Ta(f) est définie sur [, alors
elle est une fonction périodique. D’ailleurs, on peut montrer aisément
(ue cette condition est nécessaire pour que la fonction 7'x(#) soit périodique,
pour toute fonction v appartenant & espace des fouctions intégrables au
sens de Riemann sur tout compact de Jf En effet, si on prend pour x le

3 L. EX_![S'_I‘ENC‘E'-'. DES SOLUTIONS PERIODIQUES il

vectenr avant la composante d'ordre j égale A sgn e {1 ey)
B O L4 etant fixé, et les autres nulles, alors. commwe ot + o)
~ v = 0, on obtient,

ki (I + o} — kg () = 1.
Comme {, 1, j sont arbitraires, on obticut ainsi ta condition (1).

Précisons que dans ce travail nous allons considérer le svmbole
1

h *

\. v {6 df au sens lilu\ x (1)t \ v{f) ol
hbw | B
:I [} 1l

Nous sommes intéressés senlement par les solutions  périodiques et

continues. Dans ce but le lemme qui suit st fondamental.
Lemme b Supposons que,

(2} M o g k{fyg () dt = +
Alors,

1y o a:
(3) TC.C 6

2) Lopéraleur 1 est continu de C, d (‘ .

3) lopératenr T est complétement continin de C, L G -

Démonstration. 51 la condition (2} est replie, al(.)rs._ 11 re‘:lsu.l.tc q};e
['C, T C. 5 compte tenu de ta condition (I}, on obtient ainsi Iinclusion {3).
Parce que,

o

i ég b (5| kY (\) s = R I (NJ ‘% Ly (3) ds ._-“

5]

il en resulte que,

(3) 1
d'oit il s'ensuit, compte tenu du fait que / est un Ul)Ql'ﬂtt:;lr(}mfeatr_c,
qu'il est continu de Cp a €, A plus forte raison, T est continu de &, a4 C..

- g ise . 3
Iinégalité (3) nous wontre que 'image par I d'un ensemble borne
de €, est un ensemble de fonctions uniformément bornées sur I

N
=

X
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Siovfl) = Tl extoune fonction appartenant @ cette image, alors on .
A HI: =EY ”_- < \ N ([l‘ 5l N (fz- S o i (“".I ds
(6) !
i

i 2N R (e iy ||,

~ "

oit ¢ & f. Par hypothese on o
v Lagl), EES

Fitant donué un nombre positif ¢, on peut prendre ¢ suffsamment
graud, tel que Ton ait,

K3
(7) \ k(O gindt =
. fit
La fonetion A/, ¢ ¢taot nuifornément continue sur o G, ¢,

ot pent trovver nn nombre positil 8, tel que pour tous /. 1, € 0, oL avee
[, — L2 A, Yon Hil.

(8) K s)— Kt <sf|20\g 0t
De (6). (71 ¢t (8) 1] s'ensuit
() Vi) )= e

quels que solent 4y, L & (D, 6], avec f, —ty = &{z, @), o qui nous montre
que Pimage dun enseble borné de €, est un ensemble de fonctions eepith
continues sur tout compact de f. La derniére partie du lennme se trouve
ainst  démontree.
3. Soit (0 x) un operateur defing dans C. a valeurs dans €. Nous

allons  considérer Ueéquation  intégrale,

r
{¥) A (N \ KA, )1 (s ) ids 4+ [,

u
ot fe . en particulier, si £ (L, x) =[x (f), ot f{t, x) est une toncetion
définic sur f -~ K" a valeurs dans R". Iéquation () dévient une ¢quation
intéarale de Hamnmerstein habituelle.

T __1.'E>?S'I‘E".NCF. DES SOLUTIONS PERIODIGUES i

Posons,
=1 ERE = P S £
Nous allons demontrer maintenant deux theéoremes d'existence  des
colutions périodiques de 1'équation (L),
Théoreme 1. Admettons les Jivpotheses suivandes
) K {1, s) satisfail a la condition (2),
2) B v} estun opdrateir défini sur N, i matdenes dans O, fel gree

(1 Flox) = Fi e Ly
quels que soienl X,V =5,
3 fel.
B oan a
(1 LM = 1
3) si lon pose xy(f) - \ KL s) F (s ds o S, alors on g inégalits,
{12) vyl <L (1 —LM) -r.
Dans ces condifions [ équation (K} adwmiel 1ne solution unigie duns [

Thooreme 2. Admettons les hypotheses surpanies

Iy fely
)

0) I {E; ¥) est i operatcuy défind sur Co, @ valenrs dans €., lel qite,

(13) Fix <Gyl

it G{l, r) est wune fonelion définie of continie sir ] ] croissanie par rap-
port @ r pour toud { fixé
3y il existe wn nontbre positif r. tel que.

{14) i \ h(s) G (s, rlds <o

B Lopératenr F(Eix) est contime de S, dans C., oit g{f) = G, r), v clant
le nombre qui salisfail @ la conditimi (14}
Dans ces conditions, I’ équation (1) wdmet au moins wie solution duns (.
Remarque. 1inégalité (14) implique en méme temps Pexistence de
Iintégrale gqu'y intervient.
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Pour la démonstration du théoreme 1, nous allons appliquer e théoréme
de Banach pour Vopérateur,

Hov {0 4 \ Kt s) s vyds — f{f) (s v

qui est défin sur S, C Co O a alors, dCapres (3) et (10,

Ha He LM F G ) —Fisov) <MLy — ],

ce qui montre, compte tenu de (1), que Poperateur A est contractant sur 5,
Parce qu,

Hyji g (| Hy — HUOj| 4 HO | < LM x4 Lo, b

il resulte, dlapres (12), Vinclusion HS, 5, Le théoreme | ose trouve ains
démontré, car un point fixe pour A sera évidemment une solution pour
I'éguation (1)

Pour la démonstration du théoréme, 2, nous allons appliquer le theéos
reme de Schauder pour Vopérateur ff, considéré sur 5, C (., r étant le
nowbre yui vérifie Uindégalite (14).

Comme F est un opérateur continu de ', & (', (gi)] — G(, r)) et i
est continu de €, 4 €, il résulte (ue’ {1 est continu do C.a (,,, [ inégalite
(14) nous montre qu'ona HS, C S, . Linfin, Vinédgalité (13) nous “montre que
Uimage de S, par Uopérateur F est un’ensemble borné de C, d’odt il résulte,
compte tenu du fait que 7 est completement continu de €, & €. la com-
pacité de Pensemble HS5,. Done, toutes les conditions exigées par le théo-
reme de Schauder étant satisfaites, il en résulte que UVopérateur /f adwet an
moins un point fixe, ce gui achéve ta démonstration.

Remargue, On peut supposer dans le théoréme ! que [F(fx) est défim
sur (C,,; alors on n'a pas besoin de la condition (12). car on peut choisir
v suffisamment grand, tel que (12) soit remplic.

. 0n peut se poser la question de trouver des classes de fonctions

; (1. 7), telles que {14) soit remplic.
Supposons par exewple que
{13) (: {{, 7l gty hir),

olt g(/) et Af) sont des fonctions continues et positives sur /. 4{{) etant de
plus croissante, 8i {2} a leu, (avee g(4) donné par (13)), ct =i,

(16) lim sup & (#)jr < 1/3],
¥

alors (14) est valable. En effet, Uindgalité (16) nous permet de choisir r

7 = . I'F-)_(II:"-E.'T'I"NCI': DES SOLUTIONS PERIODIQUERS

cuffisamment grand, tel gue Ton ait,

{17} Wiy < UM —  fLy
Supposots apuntenant e,

[157) G, ry=ugthr + k).

Alors (14} devient,

o ]

r\k(ng1n4:4-\k(uhuum.g,

(18 I

ot done  (14) sera remplie s,

*

1) %kMgUhhai
g

car dans ce cas on peut choisir r, tel que,

{f‘ {4y fr(t)

(201 re e

\ku () dt

0

5 Nous allons donner maintenant, a titre d'exemple, wne application

pon e théoreme 1.
Corollaire 1. Admettons les hvpothéses swivantes:
1 k() satisfart a la condifivit,
o

@n \ RO di= - =&

L

. . . . X . T T
MOf(fx) estoune Jonction défimie b conturie dans | x R i vadenrs

dans Re. felle gue,
(22 F.xy—=4yl< Lijy—y|l, (0

guels yue soient v, v e R

O,
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41 on o,
(24) !.\ k() dl < 1

Dans cos condilions, équation
vl \ K, sy (s, x(shyds 1 [

admet une solution pértodigue wunique.

‘l our obtenir ce corollaire du théoréme 1, il suffira de prendre g{f) = |
et F(f ) = FLx() “

6. Nous allons considérer maintenant '¢quation,

3

(1) v{f) — \ Kt s)x{s)ds = I (¢ %),
olt F{f;x) a la méme signification gue daus le paragraphe 3.
Nous allons supposer que,

. g
(24) S k@ de 1,
ce qui nous assure Uinclusion,
(25 IgcC ..
Si T'on considére Véquation,

(L) v (0 __\1\' (1, ) x (s) s 1 [(8),

ol ‘wr alors aut ; is¢

1 {_E(m, . dors on peut wontrer aisément que celte équation admet vne
soluti s O g ! ‘

‘ ’1)11 unique dans C,,. Ln effet, nous n’avons gqu'a appliquer le théo-
réme de Banach dans ), pour Vopératerur v — v, ou

*

v \ R (¢ s) x{spds - f{f).

ti

it 1V EXISTENCE DES SOLUTTONS PERIODIQUES (L)

pu pent nlentrer alors

Diésignons par Uf la solution unique de (7,115
In effer. e Téqua-

que Vopérateur [ est lindaire et continu de €A (i
gion (I, 1) on déduit innncdiatement,

(26) Vg ]

(m peut demontrer alors le théoréme suivant

Theoreme B, Ldmettens les hvpotheses sufvandes

) Vrndgalité (24) « ficu .

Q) I () estonn updrafeur de €, o Co, fel que
{27) Fissy— Fiy £ L=
guels quc seienl v =Ca.

Mors si.

28

il résudte e

I de Mt 1

{"équalivi UF) et une solution wnigue dans (.
Pour la démonstration du theorome 3, on applique le théoréme de Banach
i Uopérateur 4 CUF (v Laes conditions (26}, (27), (28) wnous wentrent
que et operateny est contractant dans .
Remargue. S Fir; x) est défini seulement sur S,
9 peste valable si Fon suppose de plus que,

alors la conclusion

du theoreme

(24) F0) (b — U m M)
On peut preudre dans le theoteme 3 pour I {E0v]

Ffx)y=F{ xh.

wit [7 (. v est une application de ] R a R, telle que,

30 F,x) — iy ol b el

(31 FAit 4w x) = £ {6y} pout tout {{.v) =] R
s1 Ton prend,

32) ) :\ U s (s ds = U

ot [ e C,et T3, ) est utie application continue de e fan B0 RS

alors  Yéguation (1) devient,

(" H) vif) - R () v (s) (. s, x{s))ids - [ifh
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Les conditions exigées pour l'opératenr [ seront satisfaites si,
{33} H{l 4o, 5, x) = ({5, v} pour tout (1,5, x) € J =« [« R"

(34 it s, v Hi, s, vy ||<Ah{t,s)11 0 — v

(35) S o (108 el 1220
0

7. 1l est aisé de voir que Nopérateur {7, considéré de C, 4 C, | est comple-
tement continu. Alors on peut démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4. ddmettons les hvpothéses suivantes :

1y Pinégalité (24) est remplic,

2} Dopératenr I{f;x) est continu de C, a €., et el e,

(36) Fig;a) || <G U ||,

ol (+(t, r) est une fonction continue dans J < J, croissante par rapport
a v pour fout t fixé,
3) il existe un nombre positef v, tel que,

(37) Gt,r)<r (1 — M.

Dans ces condittons Uéquation (1) admet aie moins une solution dans C,.
Pour Ia démonstration du théoréme 4, on applique le théoréme de

Schauder a Vopérateur UF. sur Uensemble S, cousidéré dans €.
Remarquons que (37) a lieu si, par exemple,

. Gil,r)
lim sup £ =1 =M,
r— ® ¥
uniformément par rapport 4 / & J.

Uitversilé dv Crarpa
Séminwire Mathimatique
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IRezumat

e de existentd si teoreme de

i 4 Nota se de 3 %A teorem
1 aceasta Notd se demonstreaza te 5 :
et pentru ecuatiile (E) si (19,

existenfd si unicitate ale solutiilor periadice,
atilizind metoda punctului  f1x



