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Dans ce travail nous montrerons Iéquivalence entre cing formes de
modus ponens:

(4, A—>B)=(B) (Pon, )
(A} = (B), (C) = (B~ D)) = ({A, C} = (D)) (Pon 1))
(A) = (B)) = (A, B~ C) = (C)) (Pon 2,,)
((8) = (B - C)) = ((A, B) = (C) (Pon 3y;)

(A} = (B), (C,D) = (B)) => (B~ C, A, D) = (E)) (Pon 4y

IL.

Définitions et notations

Les expressions ou schémas déductifs du premier ordre sont définis

i. p,¢,... sont des cxpressions;
2. Si A4, B sont des expressions, 4 —» B est une expression *}.
Les schémas déductifs dordre n sont définis par

*) L’emploi des parenthéses est conforme 3 I'habitude.
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3. La suite de signes
(8"1) > (1" ),
n
olt 8"* est une suite $7~),..., 5" !, éventucllement vide pour s = 0, 57"
et T -! érant des schémas d’ordre n—1, est un schéma d’ordre 7.

. L " o CC S 1
Au lieu de ,, =%, ,, =, ,, = %, nous éerirons ,, = %, , =", 5 "
2 3 4

Parmi les schémas déductifs nous distinguerons:
le schémas d’identité 1d, (n > 1)

(5" = (5

le schéma de permutation Perm,., (n>=1):
(Sl S=U) =+ (T -l))E:[((Sn—! Sy :’ (T )5

)"
]

7 est une permutation. .
le schéma de renforcement Renf,,,, (n > 1):

(WH»U“Wﬂmﬂvnaw“m
le schéma de répétition Rep,y, (n > 1):
U%‘%%”S”U-WT“ﬂ)jﬂSﬁkg“ﬂ—WT"UB

le schéma d’enchainemen: Ench,., (n> 1):
(871 = (T4, (T U™ ) = (V" 2)) = (8", U ) = (V" ),

H

Nous appellerons démonstration avec les axiomes A7,.., 47 et lesre-

gles déductives Rp+1,.., R»*! 4 partir des hypothéses H7,..., H; une suite de
schémas d’ordre »n:

(1) S

¥

telle que pour chaque i, S7 soit dans P'une de situations suivantes:

a. §, est I'une des hypotheses;
b. S, a la forme*) de I'un des axiomes;
c. 11 existe j, << i,..,j, < i tels que

[Svl,..., S';_l)

1

S

L]

ait la forme *} de P'une des régles déducrives.

«) Nous dirons que .4 a la forme de 8 si 4 provient de B par une substitution.
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Nous dirons que la suite (1) est une démonstration a partir des hy-
pothéses H7,.., H? dans le caleul du n-éme ordre
o dn B A RoUUS RS

Nous dirons qu’un schéma du n-iéme ordre 8" est valable dans un calcul
du n-iéme ordre si S™ est contenue dans une démonstration sans hypothéses
de ce calcul.

Nous dirons qu'un schéma du n-p-1-iéme ordre S"+u
(S S':)n:; (1)
est valable dans un calcul du n-iéme ordre si T" est contenu dans une dé-

monstration de ce caleul 3 partir des hypothéses §»,..., S».

Nous dirons qu’un sc/iéma S d’ordre m est valable dans un calcul
d’ordre m + n si le schéma

— —+ ... — S
min omin—l w1

est valable dans ce calcul d’ordre m -+ n.

III.

Lemme 1. Pon  est valable dans < 1d /Pon 1
la suite

m = En effet dans

(d) = (4), (d— B)= (4 - B), (1,4~ B)~ (B)
le deux premiers schémas ont la forme Id
premiers par Pon 1, .

Lemme 2. Pon  est walable dans < 1d /Pon 2
la suite

e le troisicme provient des deux

=, En effet dans

i

(A)=(4), (4,4 B) = (B)
le deuxiéme schéma ptovient du premier par Pon 2
Lemme 3. Pon] est valable dans < 1d ,/Perm
dans la suite
(A—>B)=(d—B), ({->8,4)=(B), (4,4~ B)=(B)
le premier schéma a la forme Id ,, le deuxiéme provient du premier par
Pon 3, le troisieme provient du second par Perm,

Lemme 4. Pon  est valable dans < Id {Perm
dans Ia suite

nr-

s Poa 3,, > En effet

[

Pon 4, > Eneffer

111? i1l
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les deux premiers schémas ont la forme Id, le troisiéme provient des deux

premiers par Pon 4, , le dernier provient du précédent par Perm, .

Iv.

On peut trouver des propriétés analogues dans les calculs du troi-
siéeme ordre.

Nous noterons ==) Id,;, = Pon,, les schémas
= ((d) = (4),
=) (4,4~ B) = (B).
Lemme 5. =) Pon,, est valable en <= Id, , Pon 1,,,/Ench,, >.
En effet la suite
=> ((4) = (4)), => ({4~ B) = (4 = B)),
((4) = (A), (A~ B) = (4~ B)) => (4,4 - B) = (B)),
(4 - B) = (4 — B)) => (4, A— B) = (B)), => (4, 4 - B) = (B)}

est une démonstration en <=>Id,, Pon 1, /Ench > car les deux pre-
miers schémas sont =>1d,;, le troisiéme est Pon 1, , le quatriéme provient

du premier et du troisiéme, le cinquieme du second et du quatriéme
par Ench ..

Lemme 6. => Pon est valable en <= Id; , Pon 2,,/Ench, >.
En effet la suite
= ((4) = (4)), ((4)=(4)= (4,4 + B) = (B)),
=) ((4,4 —» B) = (B)),
est une démonstration en < =>Id , Pon 2, /Ench, > car le premier
schéma est =>1Id , le deuxiéme est Pon 2, et le troisiéme provient des
deux premiers par Ench .
Lemme 7. == Pon, est valable en < =>1d ,Pon 3,;,, Perm  /Ench, >
En effet la suite
=) (A ->B)= (4 - B)), (4 » B)= (4~ B)) = (4 ~» B, 4) = (B)),
=>{(4 = B, 4) = (B)), (4= B, A} => (B)) => ((4, A— B} = (B)),
=) (4,4 - B) = (B))

5 SUR LE MODE PONENDQ PONENS 5

est une démonstration en <=>Id,, Pon 3, Perm [Ench > car le
premier schéma est =>1d, , le deuxi¢me est Pon 3, le troisiéme provient
des deux premiers par Ench,, le quatriéme est Perm,,, le cinquiéme pro-
vient du troisitme et du quatriéme par Ench .

Lemme 8. => Pon,, est valable en <= 1d,,, Pon 4, ,
En effet la suite

=> ((4) = (4)),=> (B} = (B)), ((4) = (4), (B) = (B)) =>{(4 = B,A) = (B)),
((B) = (B)) => ((4 — B, 4) = (B)),=> (4 B, 4) = (B)),
(4 » B,4) = (B)) = (4, 4 » B) = (B)), = ((4, 4 B) = (B)),

Perm,, [Ench >

est une démonstration en < =>Id , Pon 4, Perm, [Ench > car les
deux premiers schémas sont =>1d,, le troisitme est Pon 4, le quatri¢me

provient du premier et du troisi¢me, le cinqui¢éme du deuxiéme et du qua-
tri¢éme par Ench,, le sixiéme est Perm,, le septiéme provient du cinquieme

et du sixiéme par Ench .

V.

Lemme 9. Pon 1,
En effet la suite

(A) = (B), (C) = (B — D): (BJ B— D) = (D):
(A, B— D) = (D), (B -+ D,A) = (D), (C,A) = (D),
(A,C) = (D)

est une démonstration ayant pour hypothéses les deux premiers schémas;
le troisitme schéma a la forme Pon,, le quatri¢me provient du premier et

du troisi¢éme par Ench,,, le cinquiéme du quatriéme par Perm , le sixiéme
du second et du cinquiéme par Ench,, et le dernier de Iavant-dernier
par Perm,,.

Lemme 10. Pc.m 2., est valable en < Pony{Ench,, > .

En effet la suite

(A) = (B), (B,B—C)= (C), (A,B = C)=(C})

est une démonstration ayant comme hypothése le premier schéma; le deu-
xiéme est Pon,, le troisitme provient des deux premiers par Ench, .

| est valable dans < Pon, [Perm,,, Ench, >.

m?
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Lemme 11. Pon 3, est walable en <Id, Pon, /Perm,, Renf ,

b3 |
Rep,,» Ench"l p

Appelons

@, le schéma (B} - (B)
(-)l 33 1 (AnJB) = (B)

©, , s (Aiyes Auy B) = (B)
1" le schéma (B,B — C) - (C)
A, . (A,B,B - C})= (C)
ol I i (B~ C,A,B) = (C)
A" s (A, A, B)=(C)
(Ay, Ayyery Auy 4, B) = (C)
(AysAzs Azyees Ay Ay B) = (C)
(Ay, Aoy Ayy Ay Asyeny A,y A, B) = (C)

A 29 23

N

'\'1 33 2

Pl 2 2
-'\2 » F1] (A‘.b Al A:n ASJ ,A,,, Aﬂ: B) _“.\ ( )
T, 33 1] (AJJA'!:Al:A“ A43A4: ,A,,,"},,,B) '">(

A, le schéma (A,,AI,AQ, o A, 1,B) = (C)

oy e (A)= (B—C)
Q 3 bk (A)B) =3 (C)
La suite

N0, 0,0, O, TVALAL A" AJA LT D s A, €

est une démonstration 2 partir du premier schéma X, avec les axiomes Id
Pon,, et les régles Perm, , Renf , Rep,,, Ench,,,.
En effet Oyest 1d,,, O, => 0,,...,0, , => 0, sont Renf |, (3,, I ={4")
est Ench,, (A') => (A”) est Perm,, (Z,A%) => {A™) est Ench,, , (A™) =) (A),
(A1) = (T)serss (An- 1) => (They)s (A,) => (Q) sont Perm,,, tandis que (A)=>
=y (Ay), (1)) => (Ag)ywrs (I'n 1) =>{A,} sont Repy,;.
Lemme 12, Pon 4, est valable en < Pon,/Ench;,, Perm; >.
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La suite

(A) = (B), (C, D) => (E};/(B, B~ C) = (C), (A, B C) = (C)
(A, B— C,D = (E), (B~ C,A,D) = (E)

est une démonstration ayant pour hypotheses les deux premiers schémas
car le troisiéme est Pon, le quatricme provient du premier et du troi-

si¢éme, le cinquiéme du quatriéme et du deuxiéme par Ench , le sixi¢éme
du cinquiéme par Perm,,.

Lemme 13. Pon 1, est valable en < =>Pon,;, Perm,,, Ench,,/Perm
Ench,, =>.

La suite

((A) = (B), (B, B— D) = (D)) => ((A, B ~» D) = (D)),

(B, B~ D)= (D), (A) = (B)) => (A, B~ D) = (D)) => (B, B D) = (D)),
((8) = (B)) =>{(A, B = D)= (D)),

(A, 8- D)= (D)) =>((B » D,A) = (D)),

(A} = (B)) = ((B > D,A) = (D)),

{(C) = (B — D), (B - D, A) = (D)) => ((C, A) = (D)),

(B~ D, A) = (D), (C) = (B~ D))= ((C, A) = (D)),

(A) = (B),(C) = (B > D))= ((C, A) = (D)),

((C, A) = (D)) = ((A,C), = (D)), ‘

({A) = (B), {C) = (B — D)) = ((A,C) = (D))

est une démonstration en <2 =>Pon,, Perm,,, Ench /Perm, Ench,, >

En effet le premier schéma est Ench,,, le deuxiéme provient du pre-
mier par Perm,,, le troisiéme est => Ponn, le quatriéme provient du troi-
sitme et du deuxiéme par Enchg, le cinquiéme est Perm,,, le sixiéme
provient du quatrieme et du cinquiéme par Ench, le septi¢me est Ench  ,
le huitieme provient du septiéme par Perm,,, le neuviéme provient du
sixieme et du huitiéme par Ench,, le dixiéme est Perm, le onziéme
provient du neuviéme et du dixiéme par Ench .

Lemme 14. Pon 2, est walable en < =>Pon,,, Ench  Perm
Ench

v i
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La suite
(A) = (B), (B, B~ C) = (C) = ((A, B~ C) = (C),
((B, B— C) = (C), (A) = (B)) => ({(A, B~ C) = (C)),
=y ((B, B~ C) = (C)),
()= (B))=> (A, B — C)= (C))
est une démonstration en < =>Pon , Ench, (Perm ., Ench, >.
En effet le premier schéma est Ench , le deuxiéme provient du

premier par Perm ., le troisiéme est =>Pon, le quatriéme provient du ,

w?
troisiéeme et du deuxiéme par Ench ..
Lemme 15, Pon 3, est valable en < =>Pon, , Perm,,, Ench  Perm,
Ench . >-.
La suite
((A) = (B~ C), (B— C,B) = (C)) = ((A, B) = (C)),
((B—~C,B)=(C),(A) = (B~ C) = {(A, B) = (C)),
((B,B —» C) = (C)) => ({B ~ C, B) = (C)),
((B,B— C) = (C),(A) = (B— C)) =>({(A, B) = (C)), |
=>{(B, B— C) = (C)),
((A)= (B~ C))=>((A, B) = C)),
est une démonstration en < =>Pon,, Perm , Ench , /Perm ., Ench, >.
En effet le premier schéma est Ench, , le deuxiéme provient du pre-

mier par Perm,,, le troisiéme est Perm, , le quatriéme provient du troisiéme
et du deuxiéme par Ench, ., le cinquiéme est => Pon,,, le sixi¢éme provient

du cinquiéme et du quatriéme par Ench ..
Lemme 16. Pon 4, est valable en < ==>Pon,,, Perm,,,, Ench,, Perm,,
Ench . >.
La suite
(&) = (B), (B, B—+ C) = (C)) => (A, B~ C) = (C)),
(((B,B— C)= C), (A) = (B)) => (A, B~ C) = (C)),
=>{((B,B— (C)=(C),
((A) = (B) = (A, B—C) = (C)),
((A: B~ C) = (C): (C: D) =) (E)) => ((A:B -C,D)= (E))s
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((A) = (B), (C, D) = (E)) =>((A, B~ C, D) = (E)),
(A, B~ C,D) = (E)) => ((B— C,A,D} = (£)),
((A) = (B),(C,D) = (E)) => (B~ (, A, D) = (E))

est une démonstration en < =>Pon , Perm,,, Ench  /Perm ., Ench 6 >

En effet le premier schéma est Ench , le deuxiéme provient du
premier par Perm,, le troisitme est =>Pon, le quatrieme provient du
roisiéme et du deuxiéme par Ench,, le cinquiéme est Ench  ,, le sixi¢me,
provient du quatriéme et du cinquiéme, par Ench ., le septiéme est Perm,
le huitiéme provient du sixiéme et du septiéme par Ench .

Les lemmes 5—8, 13— 16 démontrent le théoréme suivant:
Théoréme. Les calculs du troisiéme ordre:

< =>Pon,,, =>Id, , Perm  , Ench, fPerm, , Ench . >,
<Pon 1,,, =>1d,,, Perm,, , Ench  /Perm, , Ench . >,
<Pon 2, ,=>1d , Perm /!, Ench  /Perm ., Ench . >,
< Pon 3, ,=>1d,, Perm , Ench, /Perm , Ench (1=,
< Pon 4,,,=> fd,,, Perm,, , Ench,  [Perm, , Ench . >,

ont les mémes schémas du IlI-iéme ordre valables et les mémes schémas du
IV-éme ordre valables.

Appelons Gen,, I’ensemble des schémas généraux du n-iéme ordre formé
par Perm,, Renf,, Rep,, Ench,.

Corollaire 1. Les cing calculs

< =>Pon,,,=1d,,1d,,,, Gen, /Gen, >,

1112

< Pon 1_,=14,,1d,,, Gen, /Gen . =,
< Pon 2, ,=>Id,,Id  , Gen /Gen, >,
<Pon 3,,,,=>1d,,1d,,,, Gen,  /Gen,.>,
<Pon 4, ,=1d ,Hd ,,Gen  /Gen, >

ont les mémes schémas wvulables du troisieme ordre et les mémes schémas va-
lables du quatriéme ordre.
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VIIL
Soient pour p—=1,2,3, 4
Renf

€ = <Id, /Pon p , Perm Rep,,,» Ench ; >.

113 1117? II1

Considérons une démonstration
(*) ey 82
dans le calcul

G“ . Id”’ POBII"IPcrmm’ Renfm’ Repmu EDChnI =

Si 8% est Id |, ¢l existe j << 1 tel que (8% => (87 soit Perm, , Renf
ou Rep,,, ou s’il existe <4, & < ¢ tels que (52, §2) = (8% soit Ench,,, S
satisfait aux conditions correspondantes pour ¢, .

S1 8% est (4, 4 — B) = (B) nous amplifierons la suite {*) en

L2 2 Pl 2 2
82 Sics Toysra T3 5 Sty S
£

\ 2 2
ou 7, ,-.-,T,,w(q, =2,¢,= 1, g,=2, ¢g,=3) sont les schémas qui, dans la

démonstration du lemme p, {» =1, 2, 3, 4) précédent le modus ponens.

La suite finale obtenue sera une démonstration en €,.
Réciproquement, soit une démonstration (*} en €,.

Si 87 est Id,, ou bien §’il existe un ;< 7 tel que (Sf) =) (87 soit
Perm,, , Renf , , Rep,, , ou s'il existe des & <4, k< i tels que (52, §%) => (§%),
soit Ench,, , S? satisfait aux conditions correspondantes pour G.

§'il existe un ;j < 7 tel que (5% == (§}) soit Pon 2,,,, ou Pon 3
ou sil existe /<74, k < i tels que (5%, §%) = (S?) soit Pon 1,,, ou Pon 4,
on doit intercaler entre §? et S? les schémas des démonstrations des
lemmes 9—12.

L B ’ o . .
P Sl“( ), est une démonstration & partir de certaines hypothéses en ¢,
€y, €y €3, &, on voit que les remarques ci-dessus restent valables.

On a donc démontré le théoréme suivant,

Théoréme IN. Les caleuls du second ordre :

1

<Id,,, Pon, /Perm, , Renf , Rep,,, Ench >,
< Id, /Pon 1, ,, Perm , Renf , Rep , Ench >,
-~ Id, /Pon 2, Perm  , Renf  , Rep,, Ench >,

e A e ———
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Renf

< 1d, /Pon 3, , Perm, Rep, , Ench,, >,

1112 I? 1112

< Id, /Pon 4, , Perm , Renf  , Rep,, Ench >,

ont les mémes schémas du Il-iéme ordre valables et les mémes schémas du
I1I-iéme ordre valables.
Corollaire I1. Les calculs du Il-iéme ordre.

< 1d,,, Pon, {Gen, =,
< 1d,,/Pon 1,,, Gen >,

<Id (Pomn 2, ;, Gen =,
< 1d, {Pon 3, Gen, >,
< 1d,/Pon 4, , Gen =,

ont les mémes schémas du Il-idme ordre wvalables et les mémes schémas du
ITI-iéme ordre wvalables.

1X.
It est facile de voir que
Lemme 17. Perm , Renf , Rep,, Ench

cing calculs du second ordre du théoréme II.
Lemme 18. Si S est un schéma du troisiéme ordre valable dans les

cing calculs du second ordre du théoréme II et st (S%)=> (T7) est Perm,
Renf,,, Rep,,, alors T* est un schéma du troisiéme ordre valable dans ces

cing calculs du second ordre.
En effer S°* ayant la forme

(82305 SEEE= S
le fait que S* est valable dans le calcul <<Id , Pon  (Perm, Renf

Rep,,,, Ench > signifie qu’il existe une démonstration dans ce calcul.

W4 = 2 2
5210y Sy 82,4 peey S

14

s Sont valables dans les

avec §%== S% avec les hypotheéses §%,.., S2.
Si (8%~ > (I¥) est Perm,,, alors T est

2 2 o Q2
(S:m,..., S = (S2)

donc T* est valable.



12 GR. C. MOISIL N lﬁ

Si (8% =>(T?) est Renf ; alors 7% est
(SE, Sty 87) = (57,
donc T° est valable. De la méme maniére on montre que I est valable
si (8% => (T7) est Rep,,.
Lemme 19. Si 83, S? som des schémas du tro'siéme ordre valables dans
les cing calewls du second ordre du théoréme II et si (83, 83) =5 (T%) est

Ench,. alors T est un schéma du troisiéme ordre valable dans les cing caleuls
du deuxiéme ordre.

Théorét_nf MI. Les schémas du troisiéme ordre valables dans les cing
calculs du troisiéme ordre du théoréme I er ceux valables dans les cing calculs
du deuxiéme ordre du théoréme II sont les mémes.

En effet si un schéma S°® du troisiéme ordre
(82,0 S7) =5 (S

est valable dans un calcul du deuxziéme ordre, alors il existe une démon-
stration de S? dans ce calcul

(* §2p0y 8% 2,y S

PERE LI

Formons la suite

{**'

) (SFyeres ST = (S])seves (Shaenes 82) 220 (89 nsy (82,5100, S7) =25 (S2).
Si 8% est 'une des hypothéses, soit S%, 1 <j < s, alors
(825, S7) = (57,

est valable dans le calcul du troisiéme ordre, car elle provient de Id

ar
Renfn. et Perm]‘_. g

Si S- est Id

o Ou PonlI
i, Sf) =>(Id,))
(SF5. 8%) => (Pom ),

provient de —>Id, respectivement de => Pon  par une suite de Renf

Si 8% provient de S§? par Perm ,, Renf . Rep,, alrs (57)=> (S}
¢tant Perm, ,, Renf, , Rep,, sont des axiomes du calcul du III-éme ordre
Il en est de méme si ST provient de S%, S? par Ench,,.

Donc la suite (**) est une démonstration dans le calcul du Ili-¢me
ordre. On a donc démontré le
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Lemme 20. Si un schéma S* du Ill-iéme ordre est valable dans P'un
des caleuls du II-iéme ordre, du corollaire II, il est aussi valable dans I'un
des caleuls du IlI-iéme ordre du corollaire I.

Lemme 21. Si un schéma S® du Ill-iéme ordre est valable dans Pun
des calculs du III-éme ordre du corollaive I il est aussi walable dans Pun des
calculs du II-iéme ordre du covollaire II.

En effet soit
83 ...y ST
une démonstration dans Pun des calculs du IlI-iéme ordre du corollaire I.
Si 82 est =>Pon,;, Pon 1,,, Pon 2, Pon 3, , Pon 4, alors $3
est valable dans les calculs du Il-iéme ordre en vertu des lemmes 5—12,
Si & est =>1d,, Id,,, Perm, ,, Renf, , Rep,,, Ench, il est valable

dans les calculs du II-éme ordre comme on le voit facilement.
Si §% provient de S? par Perm, .

83 == ((TPyeery T2) =3 (T}
bl (Tz):

(]

83 == (T2, )33y T2

E I RARE rn:t'l)

l

alors si 5% est valable dans Pun des calculs du II-iéme ordre, il y a dans
ce calcul une démonstration de T? en partant des hypothéses 77,..., 77

2 2
T2y T2, T2, o, T2,

ot T2== T2 Or Pemploi des hypothéses dans une démonstration a partirs
d’hypothéses est symétrique et

2 2
T2y T,

w(e}?

T?

14l yerey

TS

donc S? est valable. Une argumentation analogue est valable si (§}=> (3‘?)
est Renf , Rep,, ou si (&, 8%) =5 (83) est Ench,.
Les lemmes 20 et 21 démontrent le théoréme III

est une démonstration dans le méme calcul  partir des hypothéses 77,.., T

X.

Les schémas du II-eme ordre valables dans les calculs du troisiéme
ordre du corollaire T sont les mémes pour les cing calculs.

Montrons gque

Lemme 22. Les schémas du II-iéme ordre valables dans les calculs du
IIl-iéme ordre du corollaire I sont des schémas du II-iéme ordre valables dans
les caleuls du Ii-iéme ordre du corollatre II.
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En effet le fait que S* est un schéma du Il-iéme ordre valable dans
un calcul du ITI-iéme ordre équivaut au fait que ==>S? est valable dans
ce calcul, donc qu’il existe une démostration dans ce calcul

(*} Sy S
qui aboutit & §%= =) §°.
Formons la suite

(**) $2,.., 82

Pt

ol §7 = 87, des schémas de Ia suite (*) ayant la forme =>7*
Considérons le schéma Sé() de la suite (**).

S3® = (= Sé)) dans ’un des calculs du corollaire I. S'é ne peut pas étre

1d s Renf . Rep, Ench,, mais peut étre =>Id;, ou=> Pon,
(S¥) =) (8%, clest-d-dire ($)—=> (=>S]) ne peut pas ére Perm, .

Rep,-

s Perm

Renf

n?
(S3, 89 == (=>$*) peut ére Ench, . si Si=(=5)), 5= ((S}i=>
= (8%), $¢=(=>8?). Or le passage de S}— qui est dans la suite (**) —
a 82 se fait par 8§ => 57 qui est S}, donc par un schéma valable dans le
calcul du troisieme ordre. Or ce schéma, suivant le corollaire II, est un
schéma valable dans le calcul du Il-iéme ordre. Donc §7, étant supposé
valable dans le calcul du deuxiéme ordre, S? le sera aussi.

Lemme 23. Les schémas du Il-iéme ordre valables dans les calculs du
Il-iéme ordre du corollaire II sont des schémas du II-iéme ordre valables dans
les caleuls du IlI-iéme ordre du corollaire I.

Soit §? un schéma du II-iéme ordre valable dans Pun des calculs du
Il-ieme ordre du corollaire II. Soit

82 oy 87

el

,’

avec S?= 8% sa démonstration dans ce calcul de TI-iéme ordre.
Considérons la suite

(**) = §2,.., =) §*

et montrons que cette suite peut étre amplhfiée en une démonstration.
En effer si 8 est Id, ou Pon,,, alors => 87 est =) Idn, => Pon,,,
donc est valable dans les calculs du Il-ieme ordre.

e
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Si (S;':)E)(Sf) est Perm , Renf = Rep, , alors (= (S?), (57
= (§%)) =3 (=>(8%) est Ench . donc on amplifiera la suite (**):

=> (83),..., = (S_.Z),..., =SSH,), (S3 =m(S5%) =aa(S5), 1

b4

Si (82, 8%) => (8% est Ench, alors on amplifiera la suite (**):
=) (8D)0eey =0 (Syery =0 (82)yeey =5 (82 ), {87, 83) =) (8)
(87) = (83), = (S%),...

On obtient ainsi une démonstration dans le calcul du IIl-iéme ordre,
donc ==> S? est valable dans le calcul du III-iéme ordre, donc 5% est valable
dans le calcul du III-jéme ordre.

Les lemmes 22 et 23 démontrent le

Théoréeme V. Les schémas du Il-iéme ordre wvalables dans les calculs
du I-iéme ordre du corollaive Il et ceux valables dans les calculs du [Il-iéme
ordre du corotlaire I somt les mémes.

XI.

On pourrait chercher les schémas du second ordre de la forme =3 (A4)
qui sont valables dans ces calculs. Ces schémas seraient les mémes si on les
considérait valables dans les calculs du II-iéme ordre ou du Ill-iéme ordre
On peut démontrer qu’il n’y en a pas.

Théoréme V. Il n'v a pas de schémas du [I-iéme ordre de la forme
—> (A valables.

En effet soit une démonstration
() STy S5
ott §?==(= ) dans un des calculs du Il-iéme ordre. Soit S; le premier
schéma de la suite {*) qui a 'antécédent vide.
S ne peut étre un axiome Pon , ou Id, .
$°l existe j << i tel que (S:f) = (87 soit Perm,,,
n’est pas 4 antécédent vide que si (57) a l'antécédent vide.
Sl existe ki, k < i tels que {8}, §2) => (8% soit Ench .
St = (A} e 4,) = (B))
8 =((B,C, s C ) = (D)),
Sf = ((Ap"'3 Aa: C[:'": Cc) D).

82 est 4 antécédent vide si @ = ¢ =0 donc si S} — (= B) ce qui est im-

Renf“I Rep,, » A

13

possible car 4 < ¢ donc §7 ne saurait avoir P'antécédent vide.
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Note ajoutée @ la correction des épreuves. M. Virgil Cizénescu m'a
communiqué la démonstration suivante du lemme 11:

(A) = (B~ C), (B,B ~ )= (CB), (B~ C, B)=(C) (A, B) = (C).

Le premier schéma est hypothése, le deuxi¢me est Pon |, le troisiéme
provient du deuxiéme par Perm,, le dernier du premier et du rroisiéme
par Ench,, .

DESPRE MODUL PONENDO PONENS

Rezumat

fn lucrare se demonstreazi echivalenta intre cinci forme de modus
ponens:

(A, 4 - B) = (B) (Pon,)
((A) = (B),(C) = (B> D))=> ((A, C = (D)) (Pon 1,,)
(A) = (B)=>((8,B— C) = (C) (Pon 2)
((A) = (B— C)) = ((A, B) = (C)) (Pon 3,
((A)= (B), (C, D) = (E)) => (B~ G, A, D) = (E)) {Pon 4,)

‘#‘lﬂﬁ'—-\t—
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ALGEBRES DE LIE, NON-DISTRIBUTIVES

PAR

JON CREANGA

Gommunication présentée & la session scientifique de I’ Université ,,Al I Cuza®™
de 26-31 octobre 1970

On sait qu'une algébre de Lie est définie dans un espace linéaire,

par une seconde loi de composition binaire, autre que Paddition, notée
quelquefois par xoy, soumise aux axiomes:

1° xcy=-—(yox),
2° (xoy)oz+ (yoz)ox-l—(zox)oy:O,

D’habitude, 3 cause de 'axiome de la distributivité, que Pon suppose
remplie tacitement, ’axiome 1° s’écrit sous la forme:

(1) xox =0,

(1)

c'est-a-dire quand:
3° xo(y+ ) =12xoy+x02z.

Nous avons déja signalé dans [1], des structures algébriques qui sont
des espaces linéaires munis d’un produit satisfaisant aux axiomes 1° et 2°,
sans Paxziome 3°; 2 ces structures nous avons donné le nom d’algebres Lie,
non-distributives.

Dans cette étude nous allons présenter quelques précisions.

Prenons Pespace linéaire R,, & ndimensions, sur le corps X, commu-
tatif et de caractéristique zéro; mous considérons des applications du pro -

duit cartésien R,x R,— R,, déterminées dans une base {¢} (i =1,2,...,7)
de R,, par expression:

Matematicd



