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CONDITII DE NEOSCILATIETPENTRU ECUATII DIFERENTIALE
DE ORDINUL DOI §1 TREI

Rezumat
In lucrare se dau condifii de neoscilajie pentru ecuagiile diferentiale

de ordinul doi neliniare de forma (2) si pentru ecuatiile de ;)rd!trig(lm'ggi
liniare. Demonstratia se bazeazd pe reducerea acestor ecuatl 1 1

diferengiale de ordinul intii liniare.

SUR CERTAINES EQUATIONS INTEGRALES NON-LINEAIRES
DANS UN ESPACE TOPOLOGIQUE MESURE

PAR
SENDER SOLOMON

On démontre un théoréme de stabilité pour une équation intégrale
considérée dans [3). Puis on établit des liaisons entre cette équation et
certains problémes qui étendent, au cas des espaces topologiques mesurés,
les équations pour les fonctions d’ensemble de A. Haimovici (voir par
exemple [1], [2]) et on étend le théoréme de stabilité 3 ces problémes.

§ 1. Notations. X est un espace topologique avec une mesure posi-
tive u telle que tout compact est p-mesurable. I' est la classe des parties
relativement compactes et sommables de X. On donne ume application
P:X —T telle que lim p.(P,AP,) =0 ou A désigne la différence symétrique.

-+

Soit E un espace de Banach. C(X; E) est Pespace des fonctions continues
X — E muni de la topologie de la convergence compacte. B, (X;E) est
Pespace de Banach des fonctions continues u#: X £ telles que
(2] _—_.supl__z.‘...(_'zc_!. < oo,
=#€x o (x)

w étant une fonction continue X — (0, ). Si @ =1 on obtient ’espace
B, (X; E) des fonctions continues et bornées X — E.
§ 2. L’équation que nous envisageons est

(M) v =@ +\fryubhd,  dy=dugy),

ey

Py

ol f est une application continue X X X X E = E qui vérifie les conditions
suivantes :

(I) lffx:y:;)_f(xa y,z)];:_._ng—z,
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(i) f(x,y,0) = a(y) ou {application a:X — R est sommable,
(iii) u, € C{X; E).

Un de nos résultats {[3}, Prop. 5.4) peut étre formulé de la maniére
suivante :
Théoreme L. Admettons qu'il existe un nombre t > L el que Pégquation

(2) o =1+ sz (y) dy
Pe

ait une solution continue et positive ©: X-+R.

Alors, si 1g€Bo(X ; B), Péquation (1) a une solution et une seule dans
B, (X;E). De plus cette solution est normale (cela veut dire qu’elle s’obtient
dans C(X;E) par la méthode des approximations successives a partir de ).

On voit que le probleme de Punicité dans C (X ; E) de la solution de
Péquation (1) est resté ouvert. Si X est un espace compact, alors toute
solution continue et bornée est donc unique: B,(X; E)C B, (X ; E) puisque
© = 1. Plus généralement, Punicité est assurée par la condition que Pappli-
cation P soit majorée par une application :X — " monotone, c'est-a-dire:

(i) P,CQ., VxeX,

(ii) 0, Q,, vyeQ., vxeX.

En effet, une solution continue, u, pour (1) est une solution bornée
pour (1) sur @, pour chaque x,€ X car si xeQ,,, alors P,C 0:C Q.,. En
méme temps « €St une solution de Péquation (2) sur Q. D’aprés le
Théoréme I, la solution est unique sur chaque O, done sur chaque P,, et,
en vérifiant Péquation (1), elie est unique sur X

Aprés ces préliminaires voici le premier résultat:
Théoreme II. Soit Papplication P majorée par Uapplication_monotone

Q:X — T'. Supposons que les conditions du théordme I soient remplies et que
Péquation

3) < (%) =1+LSr(y)dy
Qs

+eG (X3 R)

admerte la solution normale <. Soit Sv la solution de I'équation (1) pour
u, = v€B, (X; E).
Alors S est une application continue de B, (X ;E) dans C(X s E).
Démontrons d’abord le

Lemme. Supposons que I'équation

W  rw-sw+Liyoe

Py

(v et « sont dans C(X;R))
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admerte la solutioir normale. Alors

~ (%) ga(x) (%), YxeX,

oit o () = max {0, % (x),sup « (¥) ).

yEQ,
y Démonstration. Soit v, la suite des approximations Successives pour
I'équation (4), Ia premiére approximation étant «; soit =, la suite analogue
pour Péquation (3), & partir de la constante 1. Nous vérifierons par induc-

. '} . . . T . .
tion Pinégalité v, (x) S« (%) 7, (x). Si_n=1 la relation est vraie comme

suite de la fiét'"inition de 1a fonction w; supposons que P'inégalité est vraie
pour un ceftain #; alors

sup (y) = $up (0, « (3), 5up « (2)} = sUP (0, 3UP (2}, po(2)} = o (x).
¥EQ, 3 £Q

yEQx Y0y 550, 250, 504
Donc, pour ¥y € Qe D P,
o) = o ()5 (3) S () 1, (9)
d’ol
vo () = 28 + 1\ 12 () dy sew+d sn s

Py Py

sa() + {30 n &y =u @) .

Qx
11 résulte que pour tout 7,7, (x) = a (1) 7, (x) et en passant a Ia limite
pour n -» o, on obtient Ja relation cherchée.
Démonstration du théoréme. Soient:

(Svp) % = v (%) + ﬂf (%55, (Svo) ¥ ) 4,

Py

(Sv)x = v (x) + Sf(x,y, () 3) dy -

On peut écrire

1(50) % — (Soa) ¥ =10 () — v (9] + LY 1(S0)y = (Se) p1 dy-
Py

Si ueB, (X E) et on définit A (x) --=R|u(y)\dy alors heBo (X3 R).

I
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En effet, a) Papplication 7 est continue :
i (x) — k()| =] [ (3} dy -\u(y) dyl-
i ~
1 { wonar | wona— | woie- | woasis
Pxﬁpxﬂ Px: 'P"'o P-fnh‘"x P:\'_-: Py
_<__|u1m[ \ oyt | <->(y)dyJ=iu!w [\ otiar— Smr.y)dy—r
Py~ Py, Py, = Py 5 r,,
+2 S o>(y>dy]=|uu[“’"‘)}°i’@+2 5 o (%) dy],
‘P.\’,_Px Px,_Px
b) Papplication /e est bornée :
—1
Slu(yndygfu;mﬁ@t—v— (©(x) = 1.

Py

Sy et Sv, sont dans Vespace B, (X;E) par suite du théoréme I; de la

remarque précédente il suit que [Iapplication x— Sl(Szr) y—(Swo)yldy
Py

ppartient & B, (X;R); il résulte Dexistence d’une application positive

€B,(X;R), telle que

(St % — (Swo) x| = v(x) — o x)| —B () 4 LS () y — (Sug) ¥ dy -

Py

D’aprés le théoréme 1, Papplication x| (Sv)x — (Spp) x| est la solution
normale de I’équation (4) ol «(x)=|v (x) — v, ()| — B (x}). En appliquant
le Lemme on trouve que

[(Sv) x — (Swo) x | = (¥){w — 2o,

dotr il résulte la continuité de Popérateur 5:B5, (X;E)—> C{X,E).

Remargue. Si lim 1. (Q, 3 Qy) =0, alors, d’aprés le théoréme I, Pexls-
y-'x » - r . -
tence de la solution normale pour Péquation (3) est assurée s’il existe un

nombre s = L tel que P’équation
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T(x)=1+43s R T (y)dy
Qx
ait une solution continue et positive.

§ 3. On peut étendre ce résultat aux équations différentielles pour
les fonctions d’ensemble introduites par A. Haimovici. Soit ¢ Pespace des
fonctions additives d’ensemble @:I" — E telles que Papplication X—=E de la
forme x— ¢ (P.) soit continue et, pour chaque ensemble A€ T,

(5) |‘?|A"gg¥i‘P(B)l<°°§
BHCA

@ est un espace localement convexe défini par la famille de semi-normes] - j«
Soit ®, Pespace de Banach des fonctions ve® telles que
(6) [ v] =sup |v(4)] <o,
Az

~ Nous disons que ¢’ (x) est la dérivée de la fonction o I' » E au point
x si pour tout nombre ¢ >0 il existe un voisinage V, de x tel que

A .
{7} !%%2%—9 (x) | < = pour tout 4el', AC Vietp{4) >0.
(Nous supposons que de tels ensembles A existent pour chaque V, et

chaque xeX.)
Soit f une applicat'on continue X X E—» E. On considére le probleme
suivant: étant donné ve®,, on cherche ¢¢® telle que

(8) (p — ) (¥) = Flx,5 (Ps),

w — v == absolument continue.
(Nous disons qu’une application :I'— E est absolument continue si elle
sannule pour tout élément de mesure zéro de I'.)

Le probléeme (8) est équivalent au suivant:

(©) 3 (A) = v (4) + ﬂf{y,ﬂm)dy, (AeD).

A

L’équivalence résulte de deux remarques simples:
Remargue /. Pour toute fonction continue g: X— E on a

(S £(3) dy]'(x) = g(®)

Remargue 2. Sila dérivée d’une fonction d’ensemble ¢:1' — E, additive
et absolumsnt continue, est nulle alors la fonction ¢ est nulle
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Voici la démonstration de la derniére proposition. En supposant o (x) =0
pour tout x€X alors pour chaque nombre positif e, il existe un voisinage

¥ de x tel que
{10} 'f—(-Bﬂ«-;s si Bel', BCV* et u(B)>0.
w (B)

Soit A un élément arbitraire de 1" et K un compact tel que A C K.

Nous recouvrons K avec une famille finie de voisinages du type Ve,
(V;:1=1=p}. En étant un sous-espace comract, K est un sous-espace
rézulier; on peut alors supposer que les ensembles V; N K sont fermés
dans K, donc compacts, donc mesurables. Les ensembles

p—1
A=AV, A, =AN V. — Vi) dpy = ANV, —-U: V)

gont sommables et constituent une partition de 4. Si u(4,) > 0 alors 'iné-

galité (10) est vraie pour B = A; si w{d4,) =0 alors ¢(4)=0.

It résulte que

lf?(A)I—'lgfpf.A;)iig.c?(A.-) = E}TH(A.)-—: e (4);

donc % (A) — 0. La proposition est démontrée.

D’aprés la remarque 1, toute solution du probleme (9) est un
solution du probléme (8). Soit maintensnt ¢ une solution du probleme (8)
et soit

g () = () + e @)y,

A

Alors (5 — ) est absolument continue et (p — o) (x) =0 donc ¢ =g¢ est
une solution du probléeme (9).

On peut démontrer maintenant aisément que les problémes (8) et (9}
sont équivalents, du point de vue de Pexistence et de Punicité de la solu-
tion, avec I’équation:

(11) u(x) = o) + Sf(y,u(y))dy, (e C (X;E))
Py
ou wvix)=v(P).

En effet, si ¢ est une solution de (9) alors

o (P) =v (P) +\ f(.0(P)) dy,

I’x
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c’est-a-dire u (x) = o (P;) est une solution de (11). Si (11) a une solution
¢, soit alors

o (A) = v(d) = Sf(y,u(y))dy-
Nous avons

o (P) =2 (P) Sf(y,u O dy=o(a) + (ou N dy =),

c’est-a-dire

o () = () + £ (3,0 (P) d,
p
donc ¢ est une solution de (9) ou (8).

Supposons que (1) a une seule solution et que (9) a deux solutions
o et u. Alors, 9(P) =u(x] = 4 {P,) donc:

o (d) = (4) + Sf(y,u(y))dy= 3(4).

Supposons que (9) a une seule solution ¢ et que (11) a deux solutions
u et w. Alors

v (4) 4 Sfu, uly))dv =v () + Sf(y,w (5)) dy = ¢ (A)

donc u (x) = w (x) =9 (P,).

L’équivalence, dans le sens indiqué, est démontrée. Il résulte alors,
dans les conditions du théoréme II que le probléme (8) ou {9) a une
solution et une seule. De plus, I’application T:d, -~ ¢ de la forme v— ¢
est continue.

Démontrons la derniére proposition. Soit 4 un élément de I' et
BC A, Bel'. Alors

(T) (B) — (T»,) (B) | = | v (B) — vo (B} |-+ Sf(y,(TV)(Py))dy-

B

(o mam) a2 b = vl + LY 1T (B) = (Tva (P L4y

P B
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Soient v (x) = v (P}, 7y (¥) = vo (P;) et K un compact de X telque ACK.
Alors

(T — Typla=|v—vol + Lu(A)! Sy — Svylk.

Ii reste 2 apliquer le théoréme II.
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ASUPRA UNOR ECUATII INTEGRALE NELINTARE INTR-UN SPATIU
TOPOLOGIC CU MASURA

Rezumat

Se demonstreazi o teoremid de stabilitate pentru o ecuafic integrald
consideratd in [3]. Se stabilesc legiituri strinse diatre aceasti ccuafie si
niste probleme pentru functii de muitime care extind, a cazul unui spatiu
topologic cu misurd, ecuvatiile studiate de A. Haimovici in [1], [2]. Se
extinde teorema de stabilitate la cazul acestor probleme.

ON THE H-FUNCTION OF TWO VARIABLES (1)

BY

R. U. VERMA

§ 1. Introduction. The H-function of Fox gnd special cases 'of it
occur at various places in literature. The H-function of two variables
defined by the author includes most of the known fpncuons oft; wWo
variables as particular cases. The G-function of two variables (19 35),_:1
particular case of i, has been frequently used by the author [3—13} in

ious papers. i
Varlo%oﬁo&ring Agarwal [1], we have defined (unpublished)

(ep5 ap) —\
n, Vi, Vo, ML, Py X (Y,’ r,) H (Y;' 3 T;;)

p izt s la:ql vy (3;,4d)
(B,» 85 (B8,)_

11 +im +im
-\ | 0 oy x V(BE, Gty didr,
(rir ) .

where

1 D(1 — 5+ a;% + ay)

jml 3

LA -+ ) = — |
I T(e; —af —ay) [T T(8; + d;% + d)

FCLER j=1



