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SUMA UNEI SERII CARE CUPRINDU POLINOAME LAGUERRE $1 FUNCTII
GENERALIZATE DE DOUA VARIABILE
Rezumat
Se evalueazi o integrald care care cuprinde f\_mc;ii G si 'pc_)lmoan"ie
Laguerre, cu ajutorul calculului operagional. Prin aplicarea acestel integrale

si a proprietdiii de ortogonalitate 2 polinoamelor Laguerre se obguzic sc;lmg
unei serii care conjine polinoame Laguerre §1 functii generalizate de doua

variabile.

UBER DIE KONVERGENZ VON FOLGEN LINEARER
POSITIVER OPERATOREN
VON

TIBERIU PQPOVICIU
(Cluj)

1. Es sei F ein Operator, der jeder sterigen Funktion f die auf einem
beschrinkten abgeschlossenen Intervall [a, §] (a < b) definiert ist, eine
Funktion von x zuordnet, die den gleichen Definitionsbereich besitzt und
die wir mit F[f|x] bezeichnen. Die Funktion f ist das Argument, x ist
der Parameter und die Funktion F[f|x] ist der Wert des Operators. Den
Operator selbst kann man mit F[f|x] bezeichnen und es ergibt sich immer
aus dem Begleittext ob es sich um den Operaror seibst handelt oder um
seinen Wert fiir das Element f seiner Definitionsmenge. Um hervorzuheben
dass f eine Funktion der Verinderlichen ¢ ist, bezeichnen wir diesen Ope-~
rator auch mit F[f(r)|x). In unseren Ausfiihrungen betrachten wir nur
lineare (additive und homogene) Operatoren, die, falls es notwendig ist,
noch ecinigen zusirzlichen Bedingungen geniigen. Einen Operator, der je-
der Funktion f ein Polynom zuordnet, also deren Wert ein Polynom ist,
nennen wir Polynomoperator.

Bekanntlich kann das Intervall [a, b] vermittels einer linearen Trans-
formation in ein Intervall [c, d] (¢ < d) der gleichen Art abgebildet wer-
den, welche die Stetigkeit einer Funktion nicht beeintrichtigt und durch
die ein Polynom in ein Polynom desselben Grades iiberfiihrt wird. Ist die
Funktion f auf [a, 4] definiert und setzt man x - [{b - @)y -} ad — be]/(d — ¢)

b—av-tad--b
so erhidlt man ndmlich eine I‘unktion f, (v} =f({ )',!-r il _))
[1 ¢
auf [c, d] definiert ist. Bezeichnet «(3) den Stetigkeitsmodul von f und

©,(8) denjenigen von £, so gilt v, (8) = ( b?:"—f S). Diese Gleichheit zeigt,
\a—c

ie
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dass sich bei Abschitzungen des absoluten Approximationsfchlers vermittels
des Stetigkeitsmoduls die Grossenordnung durch die angegebene Transfor-
mation nicht indert. Daher kann man o.B.d.A. statt des Intervalls [a, 4],
das Intervall {0, 1] oder [—1, 1] betrachten, wodurch sich auch einige
Formeln und Rechnungen vereinfachen.

2, Ist f eine auf dem Intervall [0, 1] erkldrte Funktion, so ergibt
sich das Problem eine Folge von (linearen) Operatoren

(1) FATAET M

so zu konstruieren, dass die Funktionenfolge (F.[f | x]) 5 im Intervall [0,1]
gleichmissig gegen f konvergieren soll. Dieses Problem ist eines der wichtig-
sten der konstruktiven Funktionentheorie und geht auf Untersuchungen
von H. Lebesgue und E. Borel zuriick. Eine sehr einfache Losung
wurde von S. N. Bernstein angegeben, der die Polynome

BLf| 5= 2(" )f( o= =)

ve=0 n
einfihrte.
S. N. Bernstein zeigte, dass®
(2} B,if ¥]= f(x) auf [0, 1)

falls f eine auf [0, 1] stetige Funktion ist. Auf diese Weise wurde ein neuer
und besonders einfacher Beweis des berihmten Satzes von Weierstrass
iiber die Moglichkeit der gleichmassigen und beliebig guten Approxima-
tion einer stetigen Funktion durch Polynome gegeben.

Lange Zeit blieb jedoch die Frage einer Abschitzung und der Bestim-
mung der Grossenordnung  des Fehlers f(x) — Bulf jx] bei der Approxi-
mation f(x) = B,[f|x] of fen.

Dieses Problem léste ich im Jahre 1934 (3] und zeigte, dass die

Ungleichung
(3 flx) — BJSf x] '__'1-'3 m(-,l ) auf [0, 1]
2 Vi

gilt, wobei &(3) der Stetigkeitsmodul der Funktion f ist. Da w(3) =0 fir
S5 — 0, falls f stetig ist, ergibt sich aus (3) die Bernsteinsche Formel (2)
und folglich auch der Satz von Weierstrass.

Spiter, im Jahre 1042 [4), habe ich einen besonders einfachen Beweis
der Ungleichung (3] gegeben.

Die Bernsteinschen Polynome erwiesen sich als besonders niitzlich
beim Losen vieler Proble ne der Analysis und der Funktionalanalysis, Sie
gehoren zu den ,,wunderbaren® Polynomen der mathematischen Analysis.

*1 Atit dem Simhol 5 wird die aleichrnidsilge Konverzenz hezeichner.
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Es wurde auf verschiedene Weise versucht die Formel (3 -
sern. Mchrere Autoren, insbesonders G. G. Lorentz (1}, I.((l;.zgo‘;(e;?zsv
[7) und P. C. Sikkema, beschiftigten sich mit der Frage den {universalen)

3
konstanten Faktor 5 der rechten Seite der Ungleichung (3) durch einen

kleineren zu ersetzen. P. C. Sikkema [6] hat so i
cinere . C. ) gar den kleinsten Fak
(fir n= 1) erhalten. Wir werden weiter unten noch auf die Approxir::;{

. 1
tionsordnung « ( o )zuri.ickkehrcn.
\n

3. Die erwihnten Beweise der Ungleichun ehli
Die g (3) beruhen hauptsichlich
auf zwei .Elgenschz_lf ten des I_Sernsteinschen Operatogs B,[f| =], u.zsf. ?lgrailcf
dass er die Funktion 1 in sich abbildet und dass er ein nichtnegative;
Operator ist, d.h. dass er die Nichtnegativitdr der Funktion f bewahrr.

. gelb;:r: sei nun F[f|x] ein Operator mit diesen beiden Eigenschaften d.h.

Ic F[l I x] = l,

schaf[B ?ﬁh‘et man die Linearitit des Operators, so ergibt sich aus Eigen-
1. v f(x) 2 g(@) >V FLf |4 = Flg| )
Demnach gilt auch

‘iIF[fleéF[lfix]-

Unter diesen Voraussetzungen konnen wir den absoluten Betrag der
Differenz f(x) — F[f| x) mit Hilfe des Stetigkeitsmoduls w(3) der Funkt%on f
abschitzen. Setzt man w(0) =0, dann ist die Funktion «(8) auf dem gesam-
ten Intervall {0,1] definiert und wegen der Stetigkeit von f ebenfalls ste-
tig. Beachtet man die Definition von w(3), so ergibt sich

| fla) —f =S ollx—t]).
Anderseits ist
flx) — FLf | 5] =f(x) F[1{x] — F{f]| 5] = F1f(x) — fl) 1]
Wegen der bekannten Ungleichung (8]
o) =+ e K 320),

giit demnach

f) — LA\ 1) = FLAR) — £ | 1S Flo( =) |4 S
.ss(-‘-éﬁux—z-. E l)m(S),
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wobei der Parameter 3 {0 << 8=51) unabhingig von ¥ ist und passend ge-
wihlt werden kann.

Mein erster Beweis der Ungleichung (3) [3] beruhte auf dieser Ab-
schitzung. Ich zeigte nidmlich, dass

;
sup B[ x—1 | x]= e
(0,11 200

ist, Wahlt man & = ; {n - 1), so ergibt sich fur den Operator B,[f x]
n
aus der Abschitzung (4) dic Ungleichung (3).
4. Fiir einen Operator F[f x], der die obige Bedingung 11 erfiillg,
gilt auch die Ungleichung von Cauchy-Schwarz-Bunjakowski

(5) VI Ffg x| = | FL/ =] Flg*x]-

In der Tat, sind f, ¢ stetige Funktionen, so gilt fiir beliebige reelle Zah-
len =, B und fir alle x¢[0,1),

Fl{af - 82)*| x] = @ F[f2| %] -+ 228 Flfg| x] + 8 Flg*[ 2] = 0.

Die quadratisch¢ Form in «, B der linken Seite dieser Beziehung ist
jedoch genau dann nicht-negativ, wenn (5) gilt.

Geniigt der Operator F[f x] auch der Bedingung I, so ergibt sich
aus (5) die Ungleichung

(6) VIFLf2)| = V' FIf*] 4}

Aus (4) folgt dann

| B :
e Flflx]| = ( 5 Fl(x -1)* x]-+1 (3.
Mein zweiter Beweis der Ungleichung (3} [4] beruhte auf dieser Ab
schiitzung und der Feststellung, dass wegen
B - = EE,
die Gleichung
1
sup B,[(x —1)* x] = —
10,1] 4n
gilt.
5. In einer dritten Arbeit [5], die ich diesem Problemkreis gewidmer
habe, versuchte ich die fiir die Folge (B,,[f|x)),f""} der Bernstein-Polynome
erhaltenen Sitze auch fiir Folgen von allgemeineren Operatoren zu beweisen.

o
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Geniigen die linearen Operatoren der Folge (1) den obigen Bedingun-
gen I, IT und setzen wir

A, =sup F,[{x—t]x],
[(I, []

so gilt
| flx) — FulfTx] = 20(,).

Um diesc Abschitzung zu erhalten, geniigt es in der F,[f x] entspre-
chenden Bezichung (4) 8 =4, zu setzen. Da ums nur die kleinen Werre
von A, interessieren, kann man annehmen, dass diesc dem Definitionsbe-
reich delr Funktion «(3) angehoren.

Gilt

(7) (4.=)B,= l‘iSUP] E,lix—1)* t;] —0 fir n = + oo,
‘:U' 1

so folgt, dass die Funktionenfolge (1) auf [0, 1] gleichmissig gegen die
Funktion f konvergiert
In meiner Arbeit setzte ich voraus, dass F,[f x] Polymomoperatoren

der Form > P, () f(x.} sind, wobei x,¢€[0,1], v=0,1,..,7 untereinander ver-

v 0

schiedene Knotenpunkte sind und P, Polynome bezeichnen. Diese Voraus-
serzung ist jedoch nicht wesentlich, denn alle Uberlegungen beruhen auf
der Ungleichung (6), die, wie wir vorhin gezeigt haben, auch ohne diese
Einschrinkug gilt.

6. Wir setzen nun voraus, dass die Funktionenfolge (F,{f]x]) fir
—x und f==x* auf dem Intervall {0, 1] gleichmissig gegen f konvergiert.
Dann gilt

Fof(x —1)2 x) == x* — 2xF, [t 5] 4- F,[*|¥] 0 auf [0, 1]).

In diesem Fall ist demnach Bedingung (7) erfiillt und es ergibt sich
folgender Satz von Korovkinscher Art:

Geniigen die linearen Operatoren F,[f|x] den Bedingungen 1, 11 und kon-
vergierr die Funktionenfolge (1) fiir die Funktionen f = x, f=x* gleichmdssig
gegen [ auf dem Duervall [0,1), dann gilt fiir jede stetige Funkrion f

(8) F.f ]} 3 f(x) auf [0, 1].

Man kann auch eine Formulierung angeben, in der die Bedingung
nicht aufrritt, u.zw.:

Geniigen die linearen Operatoren F,| f|x] der Bedingung 11, so gilt (8)
fiir jede stetige Funktion [ genau dann, wenn (8) fiir die Funktionen f= 1,
f=x, [=x* pili.
In diesem Falle haben wir nimlich

fx) = F(f1x = (1~ F,[1 %)) flx) + Fl(fix) —fl)) «]|
ZUf(x) 1 = Fl1)x] 4 P fix) S0 ¥



128 TIBERIU POPOVICIU 6

Weiterhin gilt

L f(x) (|1 — Fa[li %] | = sup fl.|1 —F,[1]x]| 30 auf [0,1]
und o

Fol fx) — 10 1x1:_<_(’gvﬁ..[(xer)2|x1 +1 )m(S).

Es ist aber
F,[(x —1)?| x] =2 F,{1 | x] —2xF, [tix} + E[*x]130 auf [0, 1].

Der Beweis kann dann wie im Falle der ersten Formulierung been-
det werden.

7. Die Eigenschaft (2) gilt also nicht nur fiir Bernstein-Polynome.
Demnach kann man auch den Satz von Weierstrass mit anderen Polynom-
Folgen beweisen.

In der dritten meiner zitierten Arbeiten [5] habe ich als Anwendung
gezeigt, dass falls xg, X500y ¥ die Nullstellen der Tschebyscheffschen Poly-
nome 7T,1(x) = cos [(n + 1) arccos x| sind, und

(9) FIf )= hfe) fix)

v

das Fejérsche Polynom bezeichnet, d.h. den ersten Teil des Lagrange-Her-
miteschen Interpolationspolynoms mit den Knotenpunkten x,:

(10) S° A flx) - 3 ke(xh ()

v=0 v=0

dessen Werte in den Punkten ¥, X, 5. X, (jeder zweimal gezihlt) gleich f(x,),
f’(xl),..., f(f‘n) s1_nd und dessen Ableitung in diesen Punkien gleich f'{x,),
F/(x)seens £ (x,) ist. So sind die Bedingungen 1, II erfiillt und man erhalt

(11) £(2) -—F.[f|x]i§2m(‘,.—”l_ﬁ) auf [— 1, 1].

In diesem Falle haben wir uns der Einfachheit halber auf das Inter-
vall [— 1,1] beschrinkt.

Dieses Resultat ergibt sich, wenn man beachtet, dass
Z 2 L i 1
Zh\.l,x‘- (x — x,)2= 2T h41{x —
I ! bt 1( )\.20 (T';+l(xv))2 = D
gilt.
8. Wir kehren nun zuriick zur Ordnung w(\;——) des Fehlers bei der
n

Approximation durch Bernsteinsche Polynome. In der ersten meiner ange-
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fithrten Arbeiten [3], habe ich durch Spezialisierung meiner Resultate fir
die Funktion f=|x—1/2 gezeigt, dass diese Ordnung nicht verbessert wer-
den kann.

Formel (11) besagt, dass die Fejérschen Polynome (mit den Tsche-
byscheffschen Knotenpunkten) eine mindestens ebenso gute Approximation
wie die Bernstein-Polynome ergeben. Es sei jedoch bemerkt, dass die Ordnung
des Fehlers bei der Approximation durch Fejérsche Polynome (mit den Tsche-
byscheffschen Knotenpunkten) effektiv besser ist als jeme bei der Approxi-
mation durch Bernstein-Polynome. E. Moldovan [2] hat nimlich gezeigt,
dass diese Ordnung oflnsfn] betrigt und nicht w(1/\n).

9. Unsere vereinfachte Beweisfishrung, die sich auf die Ungleichung
{6) stiltzte, ergab fiir den Fehler bei der Approximation durch Bernstein-
Polynome und fir denjenigen bei der Approximation durch Fejérsche Po-
lynome (9) mit den Tchebyscheffschen Knotenpunkten dieselbe Ordnung.
Ee erhebt sich die Frage, ob diese Ordaung nicht verbessert werden kann
falls man dieselbe Beweismethode benutzt, jedoch filr die Polynome Fe-
jérscher Art als Knotenpunkte nicht die Tschebyscheffschen Knotenpunkte
wihlt?

Wir nehmen an, (9) sei der erste Teil des Lagrange-Hermiteschen
Inierpolationspolynoms (10} fir n-4-1 untereinander verschiedene Interpola-
tionsstellen X, Xy .., ¥n aus dem Intervall [—1, 1]. Die Bedingung I ist
dann fiir die Operatoren (9) erfiilit. Damit auch die Bedingung I1 erfille
wird, ist aber notwendig dass die Knotenpunkte x, auf eine bestimmte Art
verteilt sind und zwar so, dass die Polynome #, nichtnegativ sind. Diese
Bedinguag ist im Falle der Tschebyschef fschen Knotenpunkte erfiillt. Wir
nehmen an diese Bedingun? sei auch fir die allgemeineren Knotenpunkte
erfiillt. Wir haben dana

Follx - 0 sl =5 Afx) (x - %)

und um die rechte Seite zu berechnen, bemerken wir, dass einerseits

(12) (2 —x)* = X":h\,(x) (o — x.)° —22&.[3:) (o -— )
u=y y=Q
fiir jeden beliebigen Parameter 2 gilt und dass anderseits
2
Ry () = —- J (x), , 1= 0,1,n
(x — x) (' (%))
ist, wobei
(13) Hx) = 1) (x— %)
w=Y

gesetzt wurde. Fur «=x erhiilt man aus (12

v Mulvmaticd
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1" 1
F[(x—1?* x] = 212(x) - - .
vz-:o(f {x.))*
Um unsere Frage zu beantworteh, wiire cs nitzlich folgendes Pro-
blem zu losen:
Problem 1. Man bestimme die Grdsse
. 1

1 | max Flx . \
(14) nf | (ma B 2 ey |

wobei | das Polynom (13) ist und das Infimum sich auf alle Folgen (x.) be-
zieht, fiir welche —1 = xp < X3 <..<x,=1 gilt und fiir die die Interpolati-
onspolynome erster Art by, v=01,00,7 auf dem Intervall [— 1, 1] nichtnegativ
sind.

Ein weiteres Problem wire folgendes

Problem 2. Man bestimme die Grosse (14), wobei I das Polynom (13)
ist und das Infimum sich auf alle Folgen (x,) bezieht fiir die — 1= %]
<=1 gilt.

Das Problem 2 unterscheidet sich von Problem 1 dadurch, dass die
Nichtnegativitat der Polynome /7 nicht mehr verlangt wird.

Diese beiden Probleme fithren uns zu folgendem

Problem 3. Man bestimme die Grosse

17

inf 5 ma-c..,)_)ﬁ

(xy) ve=t)

2

wobei | das Polynom (13) ist und das Infimum sich auf alle Folgen {(x,) mit
=< i< < x =1 bezieht.

Wir schlagen diese drei Probleme als Forschungsprobleme vor. Es sei
bemerkt, dass falls eine Folge (oder die Folge) (xv) Minimallosung des Pro-
blems 2 ist und die Eigenschaft hat, dass die entsprechenden Polynome A,

v="=0,1,.,# nichtneganuv sind, so ist damit auch das Problem 1 geldst.

10. Zum Abschluss mdchte ich noch zwei weitere Probleme anfiihren,
die den obigen drei sehr zhnlich sind.
Das Restglied der Lagrangeschen Interpolationsformel

f(x) zL[xU: Xy )"',xn; f | x)

wobel L{xo, Xisees¥as fix) das Lagrangesche Polynom der Funktion f mit
den Knotenpunkten X, ¥is-o3s bezeichnet, ist bekanntlich

R{x) =1(x) {x, Xuy Xpsrers®ns fl

wobei [ das Polynom (13) ist und [x, Yo, Xy e X3 S die dividierte Diffe-
renz der Funktion f fir die Kuotenpunkie X, Xy, Xisees®ue
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l?Ie:ci'xmer.l wir an, dass die antenpunkte Xy, v = 0,1,...,n untereinander
verschieden sind und x mit keinem dieser Kuotenpunkte zusammenfillt, so gilt

[x, Xy %1505 %n} f]:“ i :

24 ) (% x5 f)

Geniigt die Funktion f der Lipschitzbedingung
fx') —flx) | =Mz —x", fir X, e[—1,1]
so ergibt sich

R(x) = s ]
| (x)lﬂ(ll(x)lali,(xv)\

]M, fir xe[—1,1].

In Analogie zu den Problemen 2 und 3 formulieren wir die folgenden
beiden Probleme:
Problem 4. Man bestimme die Grésse

. . i 1
Lnf’l max |l(x)|2 _.}

Xy [—1,1} \.=ull'(x\')i

wobei 1 das Polynowm (13) ist und das In imum sich - ] ]

ISy <Xy L S X =1 bezteht. ) B
Problem 5. Man bestimme die Grosse

inf 3"

fx.,)g}‘ll(x;)i

coobei | das Polynom (13) ist und das Infimum sicl )
e e B =1 D i auf alle Folgen (x.) mut

Problem 5 ist ein Kklassisches Problem der Approximationstheoric.

"

i .
-— nimmt seinen Klei iir dieieni ‘
g (x| en kieinsten Wert fiir diejenigen Punkte an, in denen

der absolute Betrag des Tscheb
£ : g de ebyscheffschen Polynoms cos (z arcco
grossten ist und nur in diesen Punkten. Es sindydiese ( 008 %) 2

(n—-v)=

L, v=0,1,.,n

X, = COS

n

und die Losung von Problem 5 ist also 2"70.
Problem 4 dazegen ist cin noch offenes Problem.
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DESPRE CONVERGENTA $IRURILOR DE OPERATOR! LINIARD S§I POZITIVI

Rezumat

Delimitarea erorii in aproximarea prin polinoamele lui 8. N. Bernstein
a unei functii continue pe un interval marginit §i inchis a fost obtinutd
de autor in lucririle [3,4]. Ulterior a fost generalizati inegalitatea astfel
obtinutd intr-o Jucrare apirutd intr-o publicagie greu accesibild [5]. In pre-
zenta lucrare se revine, cu mai multe completiri, asupra rezulitatelor obti-
aute anterior. La sfirsitul lucrdrii sint propuse 4 probleme, sugeraie de
cele ce preced si a ciror rezolvare ar putea aduce unele preciziri in de-
monstearea teoremel lni Weierstrass cu ajutorul polinoamelor de interpolare
ale lui Fejér.

ON THE APPROXIMATION BY LINEAR OPERATORS
OF THE CLASS Sa

BY
ALEXANDRU LUPAS

Prosenied ai lhe . Myller” Memorial Scientilic Session, lasi,
August 20—25, 1970

1. Let C(X) be the space *of all ceal-valued functions which are
defined and continuous on X = [, b} and B (X) be the Banach space of
real-valued functions which are bounded on X. Let 9t be a fixed set of
linear operators G (X) = (X) and H a linear subspace of C(X).

Definition 1. The closure of the subspace H relative to the class M
is a linear subspace H{(IR) of C{X) defined in the followingway feH (M)
if for each sequence of operatotrs (L), C 9N, the equality

(1 lim || A — Lah [i=0, for every he H,
implies
2) tim || f — Lo/l =0.

n-Fw

The theory of approximation by sequences of linear operators inclu-
des the trearment of the following three problems:

(A) Give necessary and sufficient conditions imposed to the subspace
H, such that
(3) H (@) = C (X).

(B) If CX)~HR)F ¢ 10 describe the closure H{m), that is to
obtain necessary and sufficient conditions which must be verified by an
element f¢ C (X) such that f e HM). ) )

(C) If the subspace H and the class 9t for which (3) is fulfiled, are
known, then to study the approximation properties of some concrete se-
quences of operators from .



