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1. Introduction. Soit [2, 5] CR un intervalle de I'axe réel et notons
avec A g = xp<%,< .. < xy =b une division de cet intervalle. Nous consi-~
dérons Vopérateur différentiel linéaire.

n dk
L =3 ayx)Dn—* D= —
L
et son adjoint formel
L = 5 (=1)"-FDr* (@) ),

kel

ot les coefficients a, € C*[a, b], ay(x) %0, x € [a,8), i =0, n.

Définition. On nomme fonction spline généralisée par rapport a Popé-
rateur différentiel L, sur la division A, une fonction Sy qui est souwmise aux
conditions suivantes :

1. L*LS,—0, xe(x ,,x) 1=1N,

. Sy € C2[a, b].

L’¢tude détaillée des fonctions spline généralisées et leurs propristés
a été faite par plusieurs auteurs (v.[1]).
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Un cas particulier 1important €s celui de Dopdrateur £ L% La
fonction spline S, est 1a solution de Péquation différentielle DS = 0, donc
Sy € Tun gy XE(Xuqy Xi)y 7= 1, N ol 7,,-, est I'espace linéaire des poly-
ndmes de degré < 2n—1. Une telle fonction spline est nommée fonction
spline polyndmiale et son expression analytique est

N
S_\(x) = Py,.. 1(36) - Z c‘(x x‘)ﬂ_;;--lj

oll u, = u pour > 0, et 0 pour u <0

Une fonction spline polynomiale de degré quelconque m sur la divi-
gion A a Pexpression sutvante:

N
Swlx) = Pulx) + 5 alx—x)%.

-1

Si le nombre des noeuds est zéro, alors la fonction spline se réduit
3 un polyndme de degré m, d’ou il résulte que la fonction splinc est une
généralisation du polynome.

2 La formulation du probléeme et la construction de l'appro-
ximante spline. Considéronsle systéme non linéaire de n équations diffé-
rentielles

(1 y;:f{(x!ylj vg:--'ay,,): i=1,m,
ou les fonctions f;:[0,B|XR" ~R, i= 1,n sont définies et continues dans

ce domaine et satisfont 2 la condition de Lipschitz par rappOrt aux variables
Y1y Vayrory Yo Cest-2-dire il v a une constante A, relle que:

iz, Vl:y:::"-a}"u) —fi(x: . Yn) ‘ < A 2 lyj - Y!i’

l-’-‘-) J=l
:.x:.yl:---:yn)s (%, Yy Y.)e [0, Bl R"; 1= 1,n
Nous artachons au systéme (1) le probleme de Cauchy
(3) il0) = ¥i6 = -i_,;;.

Le probiéme de Cauchy (1), (3) 2 une solution upique; DOLODS avec
{0, b] son intervalle d’existence.

Dans ce qui suit nous donnerods une méthode de construction d’une
solution approximative du probleme (1), (3) en utilisant les fonctions spline
polynomiales et des théoremes de point fixe.

La construction d’une approximante spline pour 1’équation différen-

tielle v' = f(x, ¥}, y{0) =12 éré faite par R, F. Loscalzo et T.D. Talbor
{4]. Nous avouns donné dans [5] une exrension de cette méthode pour des
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systémes de deux équations différentielles non linéaires. Nous comstruirons
une solution spline approximative, globale pour des systémes noa linéaires
de n équations différentielles, qui sont de degré m™>2, de classe Cm [0, ),

Notons par v =2xi(x), 1= 1,m x€ [0, 8], la solution exacte du pro-
bleme (1), (3). Soit ¢ > m un nombre entier positif et /1= b/g.

Nous approximerons l2 solution exacte v,(x) par une fonction «pline
polyndmiale Si(x) de degré m, de classe Cn='[0, h], ayant les noeuds aux
points &, 2h,..., (¢ — 1} Nous définissons la premitre composante de la
fonction spline S.(¥) sur Pintervaile [0, /], dela facon suivante

IR | 3 .
(4) Sx) = 3,0 - ¥ (0)x A i - = =10} o a’, xe[Ohht  1n.
(m—1}1 m!’
Les coefficients a? étant encore mnon déterminés, nous les détermine-
rons de facon que les fonctions S, satisfassent au systéme (1) pour x /o
c’est-a-dire que
() Sy = fisS, (B)seers S, (B))s 1= 1,n

Le systéme (3) détermine g} (comme on va le v.ir dans le théoréme 1},

donc les fonctions (4) étani complétement détermindes, nous répitons le
méame raisonnement dans intervalle [4, 2h]. Nous définissons la deuxiéme
composante de la fonction spline §; sur [#,2h] par:

m—1 S(j)(h) m
; . x—h i
Six) = - (x h) —t—-(~——1—)-a}., M x <20 1= 1,
j=0 R m.
Nous déterminons a; de facon que le systeme (1) soit sarisfait par
S; pour x = 24, clest-l-Cive |

S@E) — FA20, S20,e, S,(2HY), =L

In continuant de la méme maniére sur chaque sous-intervalle {Ri, (% -+~ 1],

fe = 0,9 —1, nous obtiendrons les fonciions spline &; qui soni une appro-
simation de la solution y, du prebléme (1), (3) et qui satisfont aux égalités

Sikh) = fkhy S, (k11500 S, (R1)), i=1,m, k=0,q.

Théoréme 1. Si i < mind, ot A est la constante de Lipschitz de (2},
alors les foncrions spline S; approximant la solution exacte y; données par la
CONSIrNCTiON Cimdessis existent er somt wniques.

Déinonsiration. Considérons le sous-intervalle [fdry (k- 1)} C [a,b]),
k0,9 -1 ot & a Pexpression:

a1 SUNRE) (xR {x— ki)™
— cAx bl : at= Ay (@) -at i=1,n.

12

6) Six! -

=t j! ml !
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Nous devons démontrer qu'on peut déterminer de fagon univoque
a* (1= 1,n) des conditions :

M Sk + DA = L&+ DA S (k4 D)y S (GRA-DAY), 1,

En remplacant les expressions de §; de {6) en (7) on obtient le systéme
algébrique suivant pour a¥,

(m—1Lf as g
(h = ——— f,-l(k—i- Wiy, Ak = 1))+ 5 e Al 1)+
' PEEE !
(8) "
4 LA ]— Ay (k- )R } , fi= 1,
m!

Notons de facon abrégée le systéme (8):
(9} at = g(a}, @ty @), i=1,n

Pour démontrer que le systéme (9) a une solution unique, notens
avec G lopérateur : R* — R* défini par

G
(a'{: a;‘a---,ﬂ,'fi 0 I:gl(dt 3o a,’:)) gg(a? 30003 dﬁ),..., g,'(a'::'": a:))’
V (@}, a0 € R

Nous démontrerons que dans les conditions du théoréme 1, 'opé-
rateur G est de contraction et puisque R” est un espace de Banach, il
résultera Dlexistence et lunicité de la solution at, ak,.,a* du systeme
algébrique (9). .

Pour la commodité de la rédaction, sous noterons les points (4}, a%,..., ak)
et(a},...,at) par a respectivement @’. Nous définissons la distance entre
les éléments a et ¢’ de R" par

pla,a’) =3 af—a}y.
i=
Alors

H

2(Gla}, G(a")) = 3 l&i(a) — &ila'} |-

Calculons cette distance en tenant compte des expressions de g de (8}
ainsi que des conditions (2), Nous obtenons
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j&(a)— gila)| =
(m—1)! at a*
— Ui Dy AR+ DAY - — B A (B + 1)) - = /z"'} —
Al m! m!
ak at Al
_,f'.l(k-|~1)h, Ak DR+ =L 2"y Aralll + 1R 4 — h”'] < ---’p(a, a'),
m! nr! "
c’est-a-dire

Ak
m

F:.G(a): G(ar)) < p(d,a’).

Done si ndhim < 1,(h < m/nA), le systéme (9) a une solution unique
et le théoréme est démontré.

Pensemble de fonctions spline de degré m, définies sur [0,8] de class::
c*']0, 8] avec les noeuds x, = kA, k=0,g ~ 1. Soit s ¢ & Sur Pintervalle
[0,(m — 1)k, s a la forme

3. Relations de consistence pour les fonctions spline. Soit &

m—2

s(x) b Pm(x) + Z\, Ck(x"”xk)’_’; 3
ke |

donc s dépend linéairement de 2m — 1 parameétres. Les 2m quantités s(kh),
s'(kh), k=0,1,..,m — 1 ne sont pas linéairement indépendantes. On 2z le
théoréme suivant (I.J. Schoenberg, 1966 [4], p. 433).

Théoréme 2. Pour toute fonction spline s € 8, il existe une seule rela-
tion linéaire emtre s(kh) et s'(kh), k=0,1,..,m— 1 donnée par

m—1 w1
ap s(kh) = h 3 B ' (kh),
=0 =0

an = (m — 1)1 [Qm{k) — Qulk-+1)], bl”" = (m — 1) Q{1
et

ol

Qm+1(x) = "”11_' 2 (_1)' C:-".”(x . 1')’: ]

qui est un B-spline.

Pour la démonstration de ce théoréme voir {4], p. 435.

Nous donnons ci-dessous le tableau des coefficients des relations de
consisteace pour m - 2,3,4,5 de [4], qui s'obtiennent directement du thé-
oréme 2,
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am) bim)
kg 1 2 3 4 o Lo s 1o } i
Hi I — ' i |
2 1 1 12 | 142 l I
— e [
3 1 0 1 13| 43 1/3 ‘
' 1 —3 3 11 4 ! iy ye 1 i
5 -1 10 { 19 1 1/5 | 26/5 | 66/5 206i5 15

Théoréme 3. Les wvalenrs Sikh), i =1,n, k=10.¢q, obtenues dans la
construction des approximantes spline du probléme (1), (3) sont précisement les
valeurs fowrnies par la méthode discrée des multipas donnée par les relations
de récurrence :

m—1 ni—1

(10) z a‘:(zm;yr.i m+l=k h E b‘[km _)’;-' J-mo bRy j = 5” - 1': 45 1= 1_3713
k=0

k=0

si on emploie les valeurs nitiales.

(11) Vi = SU0)s 3,y = SH)es Yy e S{(m—2)h], i==1,n.
Démonstration. Pour it << mnd, une seule suite {yis}, k=m—1,q
satisfait aux relations (10} avec les conditions initiales (11). Mais la suite

{8kl k== m— 1, q, satisfait aux relations (10}, avec les conditions initi-

ales (11). Donc S;(kh),i = 1,1, k=m—1,g doit coincider avec les quantités
Yipsi=Ln, k=m—1,4, engendrée par la méthode correspondante des
multipas.

Le théoréme 3 mous fournit des solutions de la méihode discrete
avec m-—1 pas, par les relations (10}.

Nous présenterons dans ce qui suit qrelques cas importants pour
certaines valeurs de . '

4. Fonctions spline du deuxieme degré et la formule du

trapéze. Nous applinnons le théoreme 3 pour - 3. Nous trouverons la
méthode des 1-pas qui est

f— . oo .
i Vi 2 [«v:-.'; Yik- J= o [f,'-xk:ym----ynk) i f;"xk-.l!ylk e Mg b

! 1,4, J4 1, q.
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C’est la formule du trapéze qui, selon le théoréme 3, donnera la.mémc
solution discréte S;(kh), i=1,n k=1,¢ que la méthode dt} sph’ne du
deuxiéme degré. Etant donné qu’une fonction spline S de degré m n’a pas
de derivée d’ordre m dans les noeuds x, nous définirons la derivée de
Pordre m dans les noeuds x, = kh, par la moyennc arithmétique habituelle:

1
(12) Sim(xy) = 12 [,5‘&»)(;;Jt — %h) -3 S*"ﬂ(x.+ 3 hﬂ, h=1,24,9— 1.

Nons étudierons la convergence des approximations spline §; vers la
solution exacte y; quand /i — 0.

Nous noterons ¥y, = y,{x,) et analoguement pour ¥i(x) Si(*4) 8i{x,)-
Lemme 1. Si [S{x,) —yx) 1< Knt et S(x,)= f%e Sl(xk),...,S"(xk)),
. — 1,n, alors il existe une constante Ky, de fagon que les relations

| S,—(Ig) - .y,'(x;,) | <K1 h?, | S‘(m’h) G y:(xg) | <K1 8
soient valables.

Démonstration. En employant la condition de Lipschitz (2), nous avons

8y — ¥ix )t = L% SilEdens NCAITACHSACA RS ACAIES

< A8, (1) — 3 x) | < nAKR.
i=]
Alors
K, = max (K, nAK).

Lemme 2. Soient yi€ Cr={0,5] et Si,i=1,nles fonctions spline de
degré m avec les noeuds x, de fagon que les conditions :

(13) | Sx,) — ¥ = O(htr), r=0,m —1, k=0,g—1,
(14) | Sim(x) — ymix)t = Olh), %, <x<%., k= 0,q— 1,

sofent satisfaites.
Alors on a les velations sutvantes :

(15) | 8,(x) — yilx) | = O@?), x€(0,06),
o5
(16) P = mlj}_[f‘ + o)y Pm— 1,

et par conségquent
(17) | Sm(x) — y{x)] = O(), x €10, b].

10 — Matematica
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Démonstration. Soit x, < x << xy4,. Nous développons y; et §; d’apres
la formule de Taylor avec ¢ — x—x, < /:

m—1 ¥ "

(18) 70 =31 30 4 = 3(E),
r=0 rl m!
m—1 g "
(19) Six) =5 LSt )+ Sm(E), x < E<x,
r=o r! m!

Si»)(x) sont constantes pour xp <\ X < Xei).
En soustrayant (18) de (19) on obtient:

3 m

m h' );
S =3 | < 3 = SO (5)—30() 1+ ;, | St(z) —ym (2)] <

r=n T
] m—1 h" hm

<5 "o+ o = o).
ymo0 T m!

) Ces inégalités ont lieu par suite des relations (13), (14}, (16). Pour
démontrer la relation (17), en vertu de (14), il suffit de la démontrer sur

les noeuds x,, 2 =1,¢g—1. De (12) et (14) il résulte que:

smia =3 s ) 5(e 8] =
\ -

1 it h
= |yl x — 2|4 plm) e =
2 l.yl ( k 2)“[‘.)’, (xk }" 2)

Mais puisque y, € C»+'[0, b], nous pouvons écrire:

- O(h).

. h i - b4
y,( )(x;, - 5) E.yf'"')(xg)_ 53’2”””(%1): Xp — E L4 < Lrs
() k = ylm) h (mt (g ¥
| x + g ) = (x,) o (E)y %, <ETx, +—.
D’ici il résulte que
1
S(x) = 29 () + O
et le lemme est démontré.

- Théoréme 4. S/ f, ¢ C* dans |0, 8] 2 R, alors il ¥ a une constante
K relle gque powr rour h 2 2/nAd et x€{0.8] les tndgalités
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SL8) ) | K| Sin) — i) | < KIS ()5 (@) < Kb, i=1,m,

aient liew, @ la condition que Si(x) soient calculées daprés (12) pour m = 2.

Démonsiration. D’aprés le théoréme 3, les valeurs des fonctions spline
du deuxiéme degré dans les noeuds sont les mémes que les valeurs engen-
drées par la formule du trapeze, dont on sait qu’elle est une méthode dis-
créte d’intégration approximative, du deuxiéme ordre {(voir [2], pp. 199 et
248). Donc il y a une constante K, de facon que

| Si(ocn) —'.y:(xk) | < K2, i=1,n.
Il résulte d’aprés le lemme 1, que:
|Six,) — yilw,) | KR, i = 1,n.

Alors les inégalités (13) sont satisfaites pour m =2, po=p, = 2.
D’aprés la formule de Taylor, on a

S,"(xk.g.l) = S;(xk) + hS!’.'(x), X€ (xk, xk+1)a

y;'(xk.;.l) o y;(xk) + b.y:(a)a EE (xk, xg.}.l) IS 1’ n.
En soustrayant on trouve:
R1S(x) — (D) | < 1i(x) — ¥i(E)] ] Sil) — ¥iF )| <K

en vertu du lemme 1.
Il résulte de la que:

Si(¥) =58 4+ O, i=ILm
Mais étant donné lx — 3| < &, on peut écrire:
S;(%) =¥(x) + Ofh)y % € (%, %), k=09 — 1.

Par comséquent I’hypothése (14) dulemme 2 est vérifiée. En appliquant
le lemme 2 pour S; il résulte que

18:(x) — 3:{%) | << KR, % €[0, b).
En appliquant le lemme 2 pour S(x} a la place de S(x), il résulte que
Six) —vi(v) | < KR?, x€ (0, 8], i=1,n.

Les relations |S;(x) — ¥(*) | < Kh résultent des conditions (17) du
lemme 2 vu que si f; € C* dans 1), 8] R, il résulie que v.¢CH0, 8], 1 1,n.
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5. Foactions spline cubiques et la formule de Simpson. Sim=3,
du tableau on déduit les relations de récurrence

hoo, _ ) ) h
Y Yot = 3 Diacat 40 F 2 = S UG- dadalial)

'If 4f|’(xl—13y1(xh-1) s"':ya(xk—l))Jf'ﬂ(lR: }’1(xk): '-'93'»1("‘7&))]3 i= 1:": k= 23 qs
Ces relations sont identiques 4 la formule de quadrature de Simpson.
Sur la base du théoréme 3, laformule de Simpson fournira la solution
discréte S,(2h), & = 0,9, i = 1,n, la méme que les fonctious spline cubiques,
en prenant comme valeurs initiales y;,, et ¥;,, = S,(h), i=1,n.
La méthode basée sur la formule de Simpson a Pordre d’exactitude
4 i la condition que les valeurs initiales aient Pordre d’exactitude 4 (voir
[2], p. 248).
Nous évaluerons l’erreur pour les valeurs initiales.
Lemme 3. Soit m=3. Alors il y a une constamte K telle que
|Si(h) — n( ] < Kby, i=1,m
Démonstration. Considérons les expressions.
hs
[~ |
6
s ) =y 4l + oy £ Bang), o<zan, i=Tn
Y {0 i0 2 i 6.-,0 1 24 » ) 3fh.

En soustrayant ces relations on obtient:

.o, B
S =3+t G o

e " h )
(20) S0 =y ) = lad =) — 2o (), i =T,

La démonstration du lemme s’est réduite 3 montrer que
0 __ " —
a2 — 37, = O(h).
Nous démontrerons d’abord que les a? sont uniformément bornées
comme fonctions de 4. En écrivant le systéme (5) ou (8) = g(a},..,a?)
i = 1,n, pour m =3 nous obtenons

2 . B, Ok
a? :_[ft( Jy10+ h.y;o+ -2'.3’10 +_

h2 6 a? 5""y"0 + hy;o +

(21)

h2 3 ha * L -
+§y"° +‘6’a:)—y‘.0-- hy.-o]: =11,
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L’opérateur G:R"— R* défini dans la démonstration du théoréme 1
est de contraction si 2 < 3/nA. Puisque

ar
6(Gla), Gla) < TZ—p(a,@);

1 5 o .
pour A < 1fnd, nous avons o(Gla), Gla")) < 5 ¢la,a’). D'ic1 on obtient

1
(G (a0, s @)y G0, 0y O) < 5 0(( B (0,0 O

ou L
SN 18,05 @) — £ 0O < 2310

—1
il i

i = qg° jon antérieure devient
Mais g'(a“',...,ag) =al et la relation

" 1.
St g 00 <5 11

Nous pouvons écrire alors

n n l "
>l = 318001 <3| @ — g (0,0 1< 33314);

d’on il résulte que

n Sk
2 " n i 0 — .0,-":0]'
3;!a§?|<§lg,-(0,--u0)=°“ ?z:{la"‘ <2§|g,( )

Il est évident que nous avons

B .
y(h) =y, W T 5” + Ok, i =1,m.
I résulte de (21} que

2 h
2 . CoR Y
35(0303--'30) = .h_‘ [f.'(hsyw + hym—;" _2_-?10’ ""yrr0+ hynu + ) ynO)

Y hy'l.'o\, i=1,m

D’ici il résulte que
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2
gﬂhﬁm=ﬁﬁﬂm%my+qm%w%mypOmm Vi — hyl]

2, o
"'}_, [.y,(,]) i OI-,IJ:' y:n E }[—y:u] ==

2

2
— [, + Ay, - Oth?) — v

’12 ~ =" 3 ky:o] < M'
Il résulte alors que:

i I g s InM 1

>, lail = pour tout /<< —.

=i 2 7

I) une manicre dllalogue on d é -

I 3

fonctions de % pour ¢ = 1,»
Les relations (20) nous donnent:

|Si(h) — vk} | = OHY), i=1,n.
En employant le lemme 1 pour p — 3, on obtient:

S’ = i S 1R . | # E "
() = yih) + OF) = 3, + hy 4 ! Yo+ O,

. 2
Mais de la définition de S, nous avons
S‘(x) =y 4+ y(0)x 4 L'(O) 2 a —z
w0+ ¥ (0)x 5 x5k . xt, xel|0h], 1 = 1,n,

et par conséquent

0

. . w s T
Sl(h) =V ky.'u l 2|f125 i=1,n

E . .
n comparant avec les relations ci-dessus nous obtenons
] kz h2

ig zxmfownu@—ﬁ@=qu=£h

En remplagant ce résultat dans les relations (20) nous obtenons:
Siky — ()| = O), i=1n. |
et le lemme est démontré,
Corollaire. Soit m — 3. On a les relations,

(22)  S{x)=y(x) + OU), Six)=yiix,) + Oh*), i=1,n, & — 1,g

13 FONCTIONS SPLING B APPRONIMATION 151

Démonstration. Etant donné que S;(#) - y.(h) + Of*), i= l,m, il ré-
sulte que les valeurs initiales S;(/) sont des approximantes de yih), i =1,n
avec lerreur O(h'). Mais alors on sait (voir [2] p. 248), que la méthode
basée sur la formule de Simpson 3 Pordre d’exactitude 4, et ainsi la pre-
micre égalité de (22) est démontrée. L’autre égalité de (22) résulte par
suite du lemme 1 en prenant p = 4.

Lemme 4. (Loscalzo, Talbot (4] p. 442). Soir y{x) € CH0,8] et
soit %, et Npp1= %x + h dans [0, b]. Nous supposons que P(x) est Punique po-
Iynome du troisiéme degré qui satisfait auX conditions d’interpolation de
Hermite :

(23) P(x) =n{(x), P =2"(xa)s Plwx =) P(ore) = ¥ (k)
Alors il vy a une constante K rtelle que
| P7(x)) — 3™ | < Kh.
Démonstration. Soit le polyndme du troisieme degré
(24) P(x) = ay + bafy — %) + ce(x — ) dalx - xp)%,
qui réalise les égalités (23). Le coefficient d, de x* est caractérisé par Ja
relation.
dy = [Xrs Yps Vo1 ¥e g1 ¥
c'est-a-dire il est égal a la différence divisée de la fonction y(x) sur les

noeuds #; et ;. doubles. Mais on connait la propriété générale de la
dif férence divisée (voir [3])

,\,ﬂl’ E’ .
[Xgs i Yed1s Fpar3 ¥ =" ,3(‘—), Xy <L < e
Donc P"{x)=1"{(Z), étant donné que P"(x) est constani, P"(x;) =" (%)
Alors
PPy —a" (x| = gy =" = | x|y} < Kby xp <1 < &,

et ainsi le lemme est démontré.

Théoréme 5. Si f, € C* dans [0,b] % R", alors il y a une constante
K de fagon que pour rout h < 3jnA on a les inégalités :

Su{x) —yi(x)] < Khi=i, i=1,n,j—=0,3
s vef0,b], a la condition que S™(x)) sotent calculées selon la formule (12)
pour m = 3.
Démonstration. Nous notons Jes composantes de Papproximation spline
sur Pintervalle [1s, Yy 1] par:

(25) Si(x)=a, by — Xy A-exl¥ - x,)? dy(x — 2% o < ¥ < gt
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Le coefficient d, du 0 ] é
L it d, polyndme (24) peut étre trouvé effect
en écrivant le systéme (23} dont on obtient: ement

1 .
d, '113[2}’; Ehy, =2y, Ry L

2. ) C

I ,
dy = L 2S8) 1 B ) = 25 (5, ) + 4S5y, 14+-OU) = ép;"(x,z) + O(h),

ol Py(x) est 'uniqus polyndme du troisiéme degré interpolant les données
Yoo Yo Yusrs Yayy» Prises pour y(x). Soit x, < x <x, . Nousavons ST (x)=
= 6d, et le lemme 5 implique '

S (x) =P {x,)+ OB =2"(x,) + O(h) = ¥"(x) 4 (x,—x)y"E) + OA).
En supposant que |x,— x| < A, nous obtcnons:

S7(x) =)+ Olh)y ¥y < ¥ < xpys k= O,g— 1.

] LR

Si A la plac: de la foocti (
: - action v(x) du lemme 4 nous prenon

. - - - -I' s
fonction v,(x) alors on obtient la relation g’ 1

{26) S'(x) =+7(x) +0h), x,<x<Tx

h12
Donc les relations {14} sont satisfaites pour m = 3.

Le - 2 - .
s f onctl?ns. S sont des fonctions en escalier constantes sur (x;, x,41)
Nous pouvons écrire:

k=0,q—1.

LR L R L
A Rl A —é“y-'k ! 'G'y-'(g)’ X< E X
2 a
Si(xy 1) = S + A4S, + %S:; + % i (3)-

En soustrayant ces relations nous obtenons.

|S,'(x,§+1) -'y,'(xk-}.l)] = |S|'k 4 y1k -+ h(Slk : y:k) I
R

B .
+ 2 (SH—yat+—

5 (STE)—y (BN

Les relations (26) et (22) permettent de déduire que:

(28) S:(xh) —~yix,) =0k}, i=1,n, k= 05. g.
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1i résulte de (22) ct de (28) que les relations (13) du lemme 2 sont
satisfaites pour m =3 po— P =4, et p,— 2. Nous mentionnons aussi

que f;€ C* dans [0,5] x R* implique que y, € C'{0,b), i=1,n
En appliquant successivement le lemme 2, il résulte que

Sy - 3} | <= Kb, i=T,m, j=0,3

et le théoréme est démontré.

Remarques. 1. La méthode de construction de P’approximante spline
our la solution du probléme (1}, (3) indiquée dans cette Note présente
un avantage sur les méthodes discrétes par ce qu’elle donne une appro-
gimante globale de la solution et de ses dérivées.

2. La grandeur du pas % peut étre changée @ chaque étape.

3. Les approximantes spline S construites sont identiques par Yinter-
polation Hermite sur les points respectifs.

6. La non-convergence de la méthode pour fonctions spline
de degré supérieur a trois Le probleme se pose si les approximantes
de type spline convergent Vers la solution exacte du probleme (1 ), (3),
pour m = 3. Nous avons le résultat négatif suivant: )

Théoréme 6. La solution approximative S, i=1,n est divergente st
i — 0, pour m =4 (v. [4]).

Démonstration. Nous démontrerons que Ja méthode des multipas donnée
par le théoréme 3 est instable et donc divergente pour m 4.

Nous notons avec P2z) le polynome associé¢ 2 la méthode des multipas

3 savoir
si—1

Pla) =5 a ="
B

D’aprés le théoréme de Dahiquist (voir {2], T 5.3. p. 218), la méthode
des multipas discréte (10) est convergente seulement si les zéros du
polyndme associ€ P{z) ont le module qui ne dépasse P'unité, et celles avec
je module égal & 'unité soient simples. En employant les expressions de

a;" données par le théoreme 2 il résulte que

m—I1 "

Plz) = Z aim-gk = 2 (m— D [Omlk}) Onlk -+ 1)]z*

K==l k=u
m—1
=(z—-1){m — 113> Quik)zt ! =
=0
—(z— 1) (e 1)z 4 (2000w 1= {z— V)PL){m- 1)}

ol nous avons noté par Pj(z) le polynéme:
Py(z) = am 2 b (2 i m)en T 1.
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La somme des zéros de Pz} est

wm=1
3 2= m2ne,
=

Il résulte d’ici que:

m—1 m—1
> Tal =l Dol =2 —m> n—1 pour m = 4.

k=0 kw2
Nous notons avec zy = max |z, . Alors (m - 2)zy = m— 1, d’ou il
3
résuite que

m— 1
2 = = 1 pour #r = 4,
m—2

Il résulte d’ici que les approximantes spline §;, 7 = 1,7, ne convergent
pas vers la solurion exacte pour m - 4, €t le théoréme est démontié.
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FUNCTII SPLINE DE APROXIMARE PENTRU SOLUTIILE SISTEMELOR
DE ECUATII DIFERENTTALE

Rezumat

Tn [5] am studiat problema integrarii aproximative a unui_sistem ne-
liniar de doud ecuatii diferentiale cu ajutorul functiilor spline. fn lucrarea
prezenti § se extinde metoda de construire a aproximantei spline pentru
sisteme neliniare de n ecuatii diferentiale, utilizind |teoreme de punct fix.
De asemenea se studiazi convergenia solutiei spline aproximative cdtre
solutia exactd.



