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Note ajoutée @ la correction des éprewves. M. Virgil Cizinescu m’a
communiqué la démonstration suivante du lemme 11:

(A) = (B~ C), (B,B —»C)=(CB), (B~ C, B}~ (C) (A, B) = (C).

Le premier schéma est I’'hypothése, le deuxi¢me est Pon ), le troisiéme
provient du deuxiéme par Perm  , le dernier du premier et du troisiéme
par Ench
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DESPRE MODUL PONENDO PONENS

Rezumat

fn lucrare se demonstreazi echivalenta intre cinci forme de modus
ponens:

(4,4 - B) = (B) (Pon,,)
((A) = (B),(C) = (B— D))=>((A, C = (D)) (Pon 1))
(A) = (B)) = ((A,B— C) = (C}) (Pon 2,;)
((A) = (B— C)) = ((A, B) = (C)) (Pon 3,,)
((A)= (B), (C,D) = (E)) => (B~ G, A, D) = (E)) (Pon 4,)
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ALGEBRES DE LIE, NON-DISTRIBUTIVES
PAR
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Communication présentée & la session scientifigue de I Université ,Al I Cuza®™
de 26-31 octobre 1970

On sait qu’une algébre de Lie est définie dans un espace linéaire,

par une seconde loi de composition binaire, autre que Paddition, notée
quelquefois par %oy, soumise aux axiomes:

1° Xoy=—(yo%),
2° (voy)oz + (yod)ox + (zox)oy =0.
D’habitude, 3 cause de I'axiome de la distributivité, que Pon suppose
remplie tacitement, ’axiome 1° s’écrit sous la forme:
(1) xox =0,
c’est-a-dire quand:
3° Xo(y+ 2)=1x0y+x0z.

Nous avons déja signalé dans [1], des structures algébriques qui sont
des espaces linéaires munis d’'un produit satisfaisant aux axiomes 1° et 2°,
sans Paxiome 3°; & ces structures nous avons donné le nom d’algeébres Lie,
non-distributives,

Dans cette étude nous allons présenter quelques précisions.

Prenons Pespace linéaire R,, 3 n dimensions, sur le corps X, commu-
tatif et de caractéristique zéro; mous considérons des applications du pro -
duit cartésien R,x R, — R,, déterminées dans une base {¢} (i =1,2,...,7)
de R,, par Pexpression:

(1)
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ol nous avons utilisé la notation des indices muets pour i, 7, Py, Prse-erPm
et nous avons séparé les indices concernant les coordonnées de I’xv de ceux
concernant les coordonnées de I’y par point et virgule et ol nous avons
exprimé les vecteurs v et v, par:

(3) v B, ve=yie.
On constate immédiatement que:
(4) Qay=xe0=0

et ensuite on voit que :

»

to X l E E EhOEPe L EPr
3 g ﬂ,,,,ﬂ,,, LormaPrded EPps Py L aea B> 0 G 7 0 B
=

(5)
5 -.rlﬁr'i] e m}e' .
Si Pon veut que ’axiome 1° soit rempli, il faut:
1 e y
(6) Qo Pysers Pet Pyt sl 7 Tl Py Lo P 13 s Py e By

et alors (2) a la forme (r=m—r):

xnyz_{i ,,,Z_, _

i
a]”l, f‘2 yetet ,f’r: I'-'r._ fl x5 P”__ 5

m=d r=1

(7)

i . !’mw'.}.l LB rd el Prd P
= Ly Py ot s B ) RN AL P - v €

Pour que le deuxiéme exiome 2° de (1} soit rempli, il faut encore que i’on ait:

moo 1 om—1 mo1

5 ;
> Z 2 D T S YT SR “ii.__ Prribpiat . by

m=2 r=l #=l )=y
5 ) ' () 5
Y T Y (R LY "
8 ..o m ry i) ) S(Eh ML Er L &0, B BN g
R Sy b MG R pm

R o RN . .
. n " .‘,‘ﬂr'.lu. .qpm . fl ,-(r)+l 'Q m c rl, ?’ r2 ".E ,,,) e =0,

oit Pon a mis le symbole S pour la somme de toutes les permutations
cycliques des lettres %, 7,
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(7) et (8) donnent des algébres de Lie dont les coordonnées d’un
produit, dans une base, sont des polynémes de deux suites de variables
précisément les coordonnées des vecteurs x et y.

On prend v = — v et on trouve:

5 ]
F(x)=xo(—m = { DD I bl M BT L I L
M=l r=]

(5’-}11’ _f:z --‘-;f'r;f’r-l-] verns oy ( = 1)-r_m a‘:".-u arers Pair oy g 13 Popmr s Prag see ;f’l) l’f;

et de méme:

G(:‘c)—-[-'v“)ﬂxr{z E ghoghe | g ghr ,,E!’m((__l)’

=2 rel

(10)
0"l"| e Pe iy e, P T (_ 1)":_: 0’.;_| Tup—r g 12 Py -»-f-'l) }6".
On constate que F (2} =G (v} quand tous les coefficients, qui ont
en bas un nombre impair d’mdlces sont nuls et F({yx) = — G( ;) 51 les

coefficients d’un nombre pair d’indices sont nuls.
On peut introduire aussi les expressions:

et
.\;JJ:F(-‘J"'J’.‘— {(*) + F(¥) {2 2 {3,, Pyrensbribra oo P
(ll) MNml oy
E (—1 Finet ‘Pm--.:.l ‘qp'”}f.
L]
et
m—1
r8y.= G(x—y) —G{x) + G(y) = E Yy by bt bt P
(12) M=l ra]
m—1
"2 ( t)t ’E_hl . zﬂnnl—: E_f’m—t+l‘_. if’m}ei
=1
ou ’on a noté:
f ] :
(]3'. 3!’1 [ ey e B = ('— ]) [ a‘:'l by L L R
ki
( . 1) Jf'm ":-i- TP CF (PRI 7 rf’-l:f'm-vl 'Pm—-—l“‘“-"; ¥
g .
(14) Yfﬁ 'Pg""rf’r H ﬁr-;—l v Bay - (— l)ra;’l ' Pz""' Py Prag o e =

. ("‘1 My
) af’m-f’-n-a-l- nf’y-i-]:f’rv---.pm--y-{—[?J”m—_r----..l‘-'i‘
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Dans le cas des coefiicients avec un nombre pair d’indices d’en bas, nuls,
nous avons: xoy = vey et dans Pautre cas: F(— v =G(v)= — F(x) et:
F G

(15) xoytyos=Flv—)+ F(y —)=0.

On peut trouver par cette voie les liaisons entre les structures ey, V-, Fo).
! (6]

Inversement, si ’on donne un opérateur F (x) dans Pespace linéaire
R,, soumis aux conditions:

(16) F(0)=0, F(—x) =—F(),
on peut dire que dans R, s’est installéz une algébre, par P'expression:
x;y=F(x—y) — F(x) + F(y)

pour laquelle:
vey = — ) x.
I3 Iz

Si Pon veut que cette aigébre soit d'un type de structure Lie, il faut
encore que F (x) soit soumis 4 étre une solution de ’équation fonctionnelle

suivante :
Fl(x —») — F(x) + F(y) — 21— FIF (s—3) — F) £ F( + F{z) +
Y F[F(y—2 —F(3) + F(5) — 2] — F{F(y—2) — FO) + F(I ]+
+ F{x)+ F[F{z—x) — F{z) + F(¥) - y}—F{Flz—x)— F(a)+
F(o)]+ F{¥)=0.

Nous allons appliquer les cunsidérations précédentes premiérement dans le
cas d’un espace R, ou les coordonr ées du produit sont des polyndmes du
troisiéme degré; nous avons désigné ces algébres comme des algébres du
troisitme degré [1]. Nous particularisons ensuite certains résultats pour
les espaces 4 deux dimensions.

Nous avons déja vu [1] que les expressions du produit dans une alge-
bre du troisiéme degré sont condensées en:
(18) z=x°3’={(°‘;.q+°‘?r,ear'

oll nous supposons:

i 1
b p ) EP e

(19) Up,q == — g, p €t “f:r.qz' — Qg,rps

afin que (6) soit remplie, la premiére condition d’une algébre Lie. Nous avons
donné dans [1], les conditions qui assurent I’axiome 2° de Jacobi; elles
sont exprimées par les relations (26)-(31) de la Note citée. Seulement on
peut préciser que dans le cas ot {on a, de plus:
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(20) a;,, ¢ = “;r,ps

les trois systémes (26), (27), (¢8) restent les mémes, mais les trois suivants
se simplifient (il en reste deux relations), comme il suit

i
ofm O, g Ko = 0,

21 T r
( ) Opr,q Fuw, v ﬂtf.’r,t=0-

Les équations exposées comportent quelques remargues:
17 Nous avons:

. f T

(22) op,q ob,e =0,

r H i

|_23: apr,sa-{:,u = 0;

Ie i {

:24| Of-pr,safl,s—‘fx})l,: afq,s=0p

1 s P
(25) Wpy, g 0, r — ey g1 = 0.

2° On peut construire des solutions pour le probléme considéré en
résolvant seulement les systémes:

(26) Sp o oAbl F ey e . =0,
{(27) oy g @b o Lol p bt ol e =0,
(28) Ly, g On w0 =0,

29) o2 = 0.

3° Pour-les algébres donuées par (18), nous avons:
(30) wo(— ) =F(#) = (dhr.q+ @ ) E & E=—Gx)=—[—%e4]
et:
B1) woy=F(x =3 —F )+ F () = (oot o ) [F00' & =) +
LE o (E — ) By (ER— ) e
Dans les hypothéses:
(32) ah =0 €t &y = gy, 55
pour tous les indices, on a:
(33} Yoy = 6 (xow).
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|

4° Daps le cas n =2 et =z, ,=0, pour tous les indices i, p, g, des

systémes (26} —(29) il reste:
(34) Ocj:l N '-'irl::‘- e 0‘-:;)2 N 0(-‘;3.‘.-, * =03

qui se traduit par:

1 1 I 1 2 2 2
o o 2 2 2
us % % %ae “ha %ls %210 LT
1 ! T T o
. %21 %20 %301 oz y TR Ao Oize TR
35
(35) o2 e o2 o2 ol 2 2
_ Frz R ol 1.2 121 %o g g n
1 o L oA 1
%igz Za11 Zapa ST a2 %Lya Loy 2

En notant avec & la valeur commune de ces rapports, nous obtetions :

voy = h(E' — 1) + & — lokas 20 + odea (B + T 1) +
b & 17) (e — hey)

(36)

en supposant £ =50 et puis en changeant la base par:
37) ex—heg=f15 ey + hey = foy EM A E2= By —A(31 —27) = EF,
on a:

¥oy = — R(F2m ) B 0 + Bua (£ 77+ E297) +

(38)
+ B2 E'2 %) o,
avec:
Pn= w2y — 2k aog+ A ases
(39) Bro= 0‘12,1 — h® 0t]22.2 3

1 1 1
Pag = tt1ga -+ 2k ozzy + AP oz2
1 1
Ojppe = dau1.

5° 8i Pon prend n fonctions de deux suites de » arguments, qui
sont les coordonnées, respectivement des vecteurs & et v de K,, dans une

a

base {e;}, & savoir ¢ (21, E2,..., E*; 0, 72,0, %), == 1,2 ,..,m, le vecteur:

{40) s=any =B, 2,0, Bl W e, ") e,

Teprésente un prodvit des vecteurs x et v; mous désignoms w'(Z',Z%,.,
P E_.:’; 7', 0% n”) par ¢ (E,3). Quand les fonctions ' (Z,x) satisfont
aux équarions fonctionnelles:

(41) Y {051} =0,
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(42) i(Es7) = — ¥ (m32)

(43) V(O (Z30) yoony U (£57) 580 yores §1) 1 S0 {40 (3] ey 0 (158) 587 55
e 2 (9 (G38) e ¥ (T30 50" 5 07) = 0

oli, comme d’habicude Z,7, ¢ représentent les coordonnées des vecteurs

x,¥,2, alors (40) donne le produit d’une salgébre Lie, en général non-

distributive.
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ALGEBRE LIE NEDI!STRIBUTIVE

Rezumat

fn aceastd Notd se trateazd structuri algebrice peste un spatiu vecto-
rial in care se introduc produse interne, binare, care satisfac axiomele
unei algebre Lie, cu excepiia axiomei distributivitdtii. Se dau citeva exemple

si metode pentru construirea umor asemenea structurl in spatiile vectoriale
cu un numir finit de dimensiuni.



