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Se stie cd problema determinirii tensorilor armonici ai spagiilor lui
Riemann care au drept grup de miscare un grup simplu tranzitiv de
miscdrl  este, dupd cum a aritat acad, Gh. Vrdnceanu, 0 problemd
algebricd {3].

Dat fiind ci in general orice grup al lui Lie poate fi considerat
drept grup de migciri simplu tranzitiv al unui spafiu Riemann, G-sa
introduce ideea de numere Betti ale grupului ca fiind numerele Betti ale
spatiului Riemann pe care grupul lucreazi simplu tranzitiv {6]. Pe de altd
parte acad. Gh. Vrinceanu pune in legiturd numerele lui Betti asociate
grupurilor G, integrabile si ale unor grupuri nilpotente, cu existenta
grupurilor discrete complete ale acestor grupuri si aratd care dintre acestea
“imit astfel de subgrupuri.

{n cele ce urmeazi vom pune in evidentd aspecte noi ale problemei.

Pentru aceasta, fie G, un grup continuu finit dat prin structura $a,

mai precis dat prin ecuatiile de structurd ale lui Cartan:
n Ash = cﬁl{ds"ds‘], Bl bk =11

unde dsh, (h = 1,...,n) sint formele lui Pfaff invariate de citre grup, ¢
sint constantele de structurd [1] jar A = d& — 3d.

Daca grupul G, admite un subgrup discret complet D,, varietatea
G,/D, pe care O numim formé spatiald asociatd grupului G, poate fi inze-
stratd cu metrica

2) ds? = (ds")? + ... + (d")2

unde ds*,..., ds* sint formele lui Pfaff care verifica ecuatiite (1), metrici
invariata atit de G, cit st de catre D,.
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Pe de alti parte oricirui tensor strimb simetric £, ... ii putem

asocia p-forma

3 Pp = Guy oo, [d5 Ldste]s ay <ol < agu,

unde [ds*1...ds"s] sint produsele exterioare luate cite p ale formelor Pfaff
ds',...,ds* care apar in metrica (1}.

Si notim cu d diferenyiala exterioard a lui Cartan laatd cu semn
schimbat, d = A si cu 3, operatorul liniar, coderivata,

d=(— 1) ird*;
* este operatorul care asociazd formelor ¢, formele
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T ., fiind componenta elementului de volun al spatiului cu metrica (2).
. p

Vom spune, dupi G. de Rham [3]. cd forma (3) este armonici,
sau cd tensorul %, ..., este armonic dacd avem

(4) Ao, =(d3+3d)g,=0.

Fie acum H, spatiul vectorial al formelor ¢, inchise §i coinchise,
adicd spatiul formelor ¢, pentru care avem

(3) do, =39, =0,

si fie R, spagiul vectorial al formelor (3) armonice.
ASe stie fiupa teoria lui Hodge [2] si G. de Rham ci dacd varietatea
V., inzestratd cu metrica (2}, este compactd, avem:

unde B, este numirul lui Betti de dimensiune p al varietagii.

Avem astfel urmirtorul rezultat:

O conditie necesard pentru ca grupul G, sd admitd forme spajiale com-
pacte, deci ca grupul G, sd admird subgrupuri discrete complete este sd avem

dim H, — dim R,.

_Evident pentru a obgine unele condifii necesare pentru ca& un grup
continuu finit si admitd forme spatiale compacte este suficient s consi-
derdm forme (3) particulare.

Drept consecingd a rezultatului enungat mai sus si a observatiei pre-
cedente vom demonstra teorema
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Grupurile continue finite G, cu vector de structurd nenul nu admit

subgrupuri discrete complete*). )
Deoarece vectorul de structurd al grupului G, este nenul ne putem

aranja si-1 reducem la forma canonici {1,0,...,0), ceea ce revine la a pune
ecuatiile (1) sub forma canonica

Ast =0,
(19 Ast = ch [dstds']; k<l, W22

Fie ¢, = £,ds' o formd cu componenta £, constanti. Prin calcule
simple, tinind seama de ecuatiile (17}, obtinem

de, =0, 3, = {— N"+1Ey, Aoy = 0,

relajii care ne spun cd forma o, este inchisd si armonicd insi nu este
coinchisi.

Am demonstrat astfel, utilizind tehnica tensorilor armonici, tecrema
lui Siegel [4).

O condipie necesard pentru ca un grup al i Lie G, sd admitd forme
spayiale compacte este ca acesta sd aibd vectorul de structurd nul.

De asemenea ne rezultd si teorema lui Gh. Vrinceanu:

Numdrul Beui B, al grupurilor Lie G, care admit forme spapale
ompacte satisface la condijia B, =1.

Tnstitueul politelinic Brasov
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TENSEURS HARMONIQUES ET FORMES SPATIALES DES GROUPES DE LIE
Résumé

M. G. Vrinceanu [1] a mis en relation les nombres de Beiti associés
aux groupes G, intégrables et de certans groupe; nilpotents, avec I’existence
des sous-groupes discrets complets de ces groupes €t a montré quels sont
les groupes qui sdmettent de tels sous-groupes Dans la Note présente
Pauteur met en évidence de nouveaux aspects de ce probléme.

*) Vectorul ¢;= ¢f;, i = 1,..,n, unde C;:k sint constantele de structurd ale grupului,

numeste vector de structurd.



