KONGRUENTE VERLAGERUNG PROJEKTIVER EBENEN IN

GRENZLAGE
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Mitteitung an der o0 My ifer=Fubilaumstogms o Fussy, 20-25 August 1960

Sci = eine reelle Projektivitit einer projektiv abgeschlossenen euklidi-
schen Ebene P? auf sich. Gesucht sind kongruente Transformationen {
derart, dass durch das Hintereinanderausfithren von B nach = eine Grenz-
projektivitit z =f.7 entsteht, d.h. eine Projektivitdt mit genau einer Fix-
geraden f und genau einem Fixpunkt F auf f.

Fin analoges Problem ist die Herstellung perspektiver Lage projektiver
Felder, in dem man die kongruent transformierten (gleichstreckigen) Geraden
punktweise zur Deckung bringt.

Einige Bezeichmingen (Abb. 1) : e sei das Feld der Originalpunkte, &
das der Bildpunkte. I,, I, seien die absoluten Kreispunkte in ¢, fi, ¥. die
in <. Die Punkte /" "', §.°71, I, I heissen die Gegenpunkte und B, =

LY. LS, B:=1Fe L%, B, B: die Brennpunkte von =. Die Biischel
entsprechender Geraden in B; und B; sind zueinander kongruent. Denkt
man sich = und ¢’ von einander geldst, miiszen beide Ebenen to gegeneinander
verschoben werden, dass das Fixgebilde zus einem Linicnelement (F, f) besteht.

Hierzu gehen wir von ciner Grenzprojektivitit » aus und versuchen,
dic Lage von (F, /) metrisch zu charakterisicren. Dabei seien o.B.d. A.
]i -—f] und Iz '—.72'.

1. Sowohl die von » auf der Fixgeraden f induzierte Projektivitdt =,
als auch die im Biischel um den Fixpunkt F induzierte Projektivitit =,
sind parabolisch, d. h. sie haben genau ein Fixelement. Umagekehrt ist eine
Projektivitit mit dieser Eigenschaft eine Grenzprojektivitit. Von diesem
Satz lisst man sich leiten.
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2, Ist V=W’ der Fernpunkt von f, 0 ist 7/ § gena_zl_d_ann parabolisch,
wenn mit den Gegenpunkten V' und W gilt: VVF=F . Dabei liegen V"
und W auf dem Bild bzw. Urbild der Ferngeraden von P%, d.h. auf der
Fluchtgeraden bzw. Verschwindungsgeraden von x.

3. Wir betrachten den Kegelschnitt k mit den Brennpunkten B, und B,
welcher f beriihrt, & hat ausser [ die isotropen Geraden durch B; und B, zu Tan-
genten und ist hierdurch eindeutig bestimmt. Man stellt fest, dass die
Leitlinie /, von %, das ist die Polare von B beziiglich %, durch den Fix-
punkt F geht und umgekehrt: Ist (F, f) ein Fixlinienelement einer Projek-
tivitit 7, k ein wie oben definierter Kegelschnitt, F ein Punkt der Leitlinie 4,
von k und schliesslich noch ¢ gleichsinnig, so ist ar auch parabolisch.

Der Beweis dieses Satzes ist besonders einfach, wenn man Pt als
isotrope Ebene mit dem absoluten Gebilde (F, f) deutet (vergl. K. Strubecker:
Geometrie in einer 150lropen Ebene, z. B. in MNU 15, 1962/63). ist dann
eine Parabel und die Forderung an =r, parabolisch zu sein, ist im wesentli-
chen dquivalent zu der Parabeleigenschaft, dass die Tangenten einer Parabe!l
quf zwei festen Tangenten shnliche Punktreihen susschneiden.

4. kund k' liegen zur Verschwindungs- bzw. Fluchtgeraden symmetrisch
(Abb. 2), insbesondere die Leitlinien von 2 und k. Wegen 2. schneiden
die Leitlinien auf bei entsprechenden Tangenten von % und &’ gleichlange
Strecken sus. Dadurch sind 2 und &' unter den Kegelschnitten mit den
Brennpunkten B, und B und ihren Bildkegelschnitten ausgezeichnet (bei
ihnen ist das Verhiltnis jener Strecken konstant): Mit den Parametern

2¢=B,B, und 2¢ =B B, vonx crhilt man namlich fir die Hauptachsen-
lingen 2a und 24’ von k bzw. k':

at=ctc ad=cct

Die Leitlinien von % haben den Abstand 2a’, die von 2" den Abstand 24.
5 Wir fassen zusammen @ Ist x eine Grenzprojektivitdt mit dem
Fixlioienelement (F, f), so gilt:

a) F halbiert die Strecke zwischen dem Verschwindungspunkt ¥ und
dem Fluchtpunkt ¥~ auf f.

b) Die von x im Geradenbiischel durch F induzierte Projektivitdt g
ist parabolisch und daher gleichsinnig.

c) f ist Tangente jenes Kegelschnitts % mit den Brennpunkten B; und

B,, dessen Hauptachsenlinge 2a = 2% e ist, das ist gleich dem Abstand
der Leitlinien von %'.

d) F liegt auf der zu B, gehorenden Leitdinie von k.

¢) Die Leitlinien von p und & schoeiden auf bei = entsprechenden
Tangenten gleichlange Strecken aus.

Diese notwendigen Bedingungen sind nun auch hinreichend fir die
Herstellung von Grenzlagen:

Seien & und k' die gemdss 3. definierten Kegelschnitte, B,=LH%h.
I,¥. und B. ihre Brennpunkte, [ die Polare von B, beziiglich %. Wir
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greifen eine allgemeine, d.h. nicht zur Verschwindungsgeraden parallele
Tangente f heraus. f schneidet 7, in F und habe den Verschwindungspunkt W.
Durch Bewegung von = gegen < bringen wir f und f' derart zur Deckung,
dass F=F und F die Strecke zwischen IV und dem Fluchtpunkt F*
halbiert. Nach 2. ist dann die Projektivitat =, auf f parabolisch. Macht
man jetzt die Projektivitit 7; um F gleichsinnig, so sind die Vorgussetzungen
des Satzes aus 3. erfilllt: & hat die Brennpunkte B,, B; und beriihrt f, der
Fixpunkt F liegt auf einer Leitlinie von % und =y ist gleichsinnig; also
ist auch =y parabolisch und die aus © so erhaltene Projektivitit » nach 1.
eine Grenzprojektivitdt. Fur die Wahl von f haben wir unendlich viele
Moglichkeiten, Grenzlage ist daher auf ~! Arten herstellbar, und zwar,
wie sich zeigt, sowohl mittels Bewegunger als auch mittels Umlegungen.

Bei ¢=:¢' zerfillt k in die Geradenbiischel in B, und B,. Die bis-
herigen Ableitungen bleiben aber richtig, wenn man die Leitlinien von %
als die kongruent transformierten Geraden definieri; diese gehen durch
B, bzw. B,.

Wir wollen jetzt die Fragestellung auch auf projektiv abgeschlossene
pseudoeuklidische Ebenen ausdehnen. Die ebene euklidische Geometrie
unterscheidet sich von der cbenen pseudoeuklidischen Geometrie in der
Realitat des absoluten Gebildes: Im ersten Fall besteht es aus einem kon-
jugiert komplexen Punktepaar, im zweiten Fall aus einem reell getrennten
Punktepaar. Kommt €8 nicht auf die Realititsverhiltnisse an, gewinnt man
aus jedem Satz der einen Geometrie den entsprechenden Satz in der anderen
Geometrie, indem man die Realitit des absoluten Punktepaares umkehrt
B Zihlt man zu den kongruenten Transformationen nur die lingentreuen
Ahnlichkeiten, kann man zwei Geraden dann nicht durch eine Bewegung
sur Deckung bringen, deren Richtungen die absoluten Punkte trennen, da
die Strecken auf der einen Geraden reelle, auf der anderen imaginire
Lingen haben (Abb. 3). Abhilfe schafft die Einfithrung von ,,a-Kongruenzen®;
das seien jene Ahnlichkeiten, welche zwar die Realitdt, aber nicht den
Betrag von Langen sndern. Sie entstehen aus den kongruenten Transfor-
mationen durch Multiplikation mit einer involutorischen perspektiven
Affinitit mit isotroper Achse und von dieser verschiedener isotroper Affi-
nititsstrahlrichtung.

Man kann jetzt dieseiben Schliisse wie im euklidischen Fall durchfiihren,
muss allerdings unterscheiden, ob bei einer Projektivitit die Hauptgeraden
4= B, B, und n’ die absoluten Punkte trennen oder nicht. Bei einer Grenz-
projektivitit gehort in € zu jedem der beiden Fille ein eigener wie oben
ausgezeichneter Kegelschnitt k3%, und k, Trennen n und n' die absoluten
Punkte nicht, schneiden %=k, und n einander reell, andernfalls nicht.

Entsprechend sind die weiteren Aussagen abzuindern:
la]?=|¢tc'| a' |*=lec?],

wobei a auf B, B, und a’ auf B, B; liegt. Die Leitlinien sind in beiden
Fillen die Polaren ven B, B, beziiglich %, und k.. Grenziage ist jetzt
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mit Hilfe von ! Kongruenzen und ! «-Kongruenzen herstelibar. Bei

le| = l¢"| zerfilit & wie im euklidischen Fali, wihrend %, regulir bleibr,
Da wir uns auf reelle Transformationen beschrinkt haben, sind bei
nichtaffinen Projektivititen im euklidischen Fall die Gegenpunkte stets : F

eigentlich. Im pseudoeuklidischen Fall kann dagegen ein Gegenpunkt oder
konnen zwei Gegenpunkie Fernpunkte sein. Man erhilt den ersten Fall
(Abb. 4) etwa durch jenen Grenzilberganz in ¢, bei welchem n so gegen S
die Verschwindungsgerade strebt, dass der Verschwindungspunkt von » tee
zusammen mit dem Fernpunkt der Verschwindungsgeraden die Punkte h A
und ¥, stets harmonisch trennt. In ¢’ ist der bei der Projektivitit entspre-
chende Grenziibergang durchzufithren. Mit Hilfe dieses Zusammenhangs
lassen sich fast alle Ergebnisse des allgemeinen Falls auf diesen Sonderfall
libertragen: z. B. werden aus £, und %, Hyperbeln mit den Brennpunkten o b o
J1und 7,, welche die Verschwindungsgerade in ihrem Fernpunkt 7, beriihren ;
k und &, gehen in Parabeln nmut dem Brennpunkt 7. und dem Fernpunkt
Iy iiber. Diese Kegelschnitie sind unter jenen mit denselben Eigenschaften
dadurch ausgezeichnet, dass der Radius der Leitkreise von &k, und k; dem
Betrag nach gleich ist der Sperrung von ki und k.. Wieder ist Grenzlage mit
Hilfe von oo! Kongruenzen und oot a-Kongruenzen herstelibar,

Das Letzte gilt auch noch bei den nichtsffinen Projektivitdten mit
genau zwei uneigentlichen Gegenpunkten (Abb. 5): Die mdoglichen Fix-
geraden liegen in zwei Geradenbiischeln, die moglichen Fixpunkten auf zwei
Geraden.

Dagegen gibt es nur zu den flichentreuen, nichtiquiformen Affinititen
n kongruente und «-kongruente Transformationen B, sodass Bom eine
Grenzaffinitdt ist, dann sogar «?® solche Transformationen: Die Fixgerade
S ist niamlich die Ferngerade. Da bei einer dgquiformen Affinitit entweder
Ii=1 und I, = I, oder IL=Lund I, =1, ist 7y nicht parabolisch, son- I
dern hyperbotisch oder involutorisch im Gegensatz zu unserer Forderung
in 1. Durch eine geeignete Translation von € gegen ¢’ kann eine Grenz-
affinitdt immer in eine parabolisch perspektive Affinitit iiberfiihrt werden
{(Abb. 6}, und umgekehrt erhilt man aus einer solchen durch Translationen
Grenzaffinititen. Eine parabolisch perspektive Affinitit ist aber flachentreu,
d.h, eine Scherung, und zwar auch im pseudoeuklidischen Fall.

Wir haben geschen: kann aus einer Projektivitit eine Grenzprojek-
tivitdt durch Bewegung hergesiellt werden, dann sogar auf unendlich viele
Arten. Dies gilt insbesondere fiir eine Grenzprojektivitit selbst, Man kann
sogar zeigen, dass mit jeder Grenzprojektivitit » ein gegeniiber der Grenzlage
invarianter kinematischer Zwanglauf B verkniipft ist, d. h. zu jedem Zeit-
punkt ist Box eine Grenzprojektivitit. Wir beschreiben B zunichst im
allgemeinen Fall, bei dem alle Gegenpunkte eigentlich sind :

Stets liegt der Punkt B, — I, %.. I, %, von ¢ auf jener Parallelen g der
Fluchtgeraden v’ von z', welche auf derselben Seite von o’ liezt wie die
zu Bi gehorende Leitlinie /i von k' (bzw. k; oder ky) und vono’ den Ab-
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stand 3a hat, al|® = |ctc'|® (Abb. 7). Emsprechend geht die Parallele p

der Verschwindungsgeraden z von ¢ im Abstand 3a’, (a2’ '=[cc'?|3,

welche auf derselben Seite von w liegt wie /;, immer durch den Punkt Bs.
So eine Bewegunz B ist als ,Schleifschieberbewegung® bekannt.

Der Momentanpol P, von B ist der Schnittpunkt der Normale von g

in B, mit der Normalen von p in B;. Ist P, vom Fixpunkt F von Box
verschieden, so ist die Fixgerade / von B x eine Normale des Polstrahls
FP,, d.h. fist die Bahntangente von F bei B. Dies ist auch noch fiir
F= P, richtig; dann ist f eine isotrope Gerade. Da noch F der Schnitt-

punkt der Leitlinien 7, und /, von % bzw. %’ ist, kann das Fixlinienelement
(F,f) von B.» jederzeit leicht konstruiert werden.

Ist genau einer der Gegenpuakte von » uneigentlich, etws in ¢, so
entsteht B durch das Abrollen einer in ¢’ festen Parabel auf einer in <
festen kubischen Parabel. Hat » genau zwei uneigentliche Gegenpunkie,
$0 ist B eine kontinuierliche Drehung. Immer wenn x einen eigentlichen

Fixpunkt hat, ist ¥ =/,. /, der augenblickliche Fixpunkt von Bo. » und
die Bahntangente von F die augenblickliche Fixgerade. Hat » einen unei-
gentlichen Fixpunkt F, zerstoren Translationen in Richtung F, ber Grenz-
affinititen sogar krumme Schiebungen im aligemeinen die Grenzlage nicht.

Das aufgeworfene Problem wurde fast nur mit synthetischen Mitteln
behandelt. Ein analytischer Ansatz ist etwa folgender: In projektiven
Koordinaten x = (x,:x,:%,) wird eine Projektivitit = durch ' =x4 mit
einer reguliren reellen dreizeiligen Matrix A beschrieben. Man geht
von einer bestimmten Anfangslage von < auf ¢ aus und bestimmt eine
Bewegung B..x = y T so,dass x’ = y'TA eine Grenzprojektivitit x=0. =
ist, d.h. TA muss einen dreifachen Eigenwert mit zuzehorigem eindimen-
sionalen Eigenlosungsraum haben. Dies liefert Bedingungen fiic T, woraus
sich sowohl 8 als B erzeben, wel B noch von einem Parameter abhéngt.
Entsprechend kann 7 als eine allgemeine Kongruenz oder o«-Kongruenz
angeserzt werden. Atlerdinzs scheint eine einfache Deutung der Bedingungen
fiir T nur dann mdgzlich zu sein, wenn man die oben mitgeteiiten Resul-
tate schon kennt

ACOPERIRI CONGRUENTE ALE PLANELOR PROIECTIVE IN POZITIE LIMITA
Rezumazat

Fie P o proiectivitate reali a unui plan euclidian inchis P,. Se cauti
transformirile conzruente B cu proprietatea ci prin aplicarea necesard a lui
8 dupi = s se ob{ind o protectivitate limitd » = B o=, adicd o proiectivitate
cu o dreaptd fix3d unicd f si cu un punct fix unic F pe f.

SYMPLEKTISCHE TRf\NbFORMATIONEN UND ZWEIFACH
ISOTRUPE GEOMETRIE
VON
KURT eUrrr MULLER

Mitteilung an der A, Aylier-Fubaliumstagung i Sassy, 20-23 August 1970

jonalen projektiven Punktraum P3 iiber dem

an man im dreidimens _ :
e jiick er die Determinanten

Korper der reellen Zahlen nach P
X% . Pu=Pu Pe T Po Poa = Pu
Vi Vi ’ Py =Pu Pu— Pis Pia = Po

definiert, dann lautet die Glei-
: o. B. d. A.

';1) P =

als homogene Pliicker - Koordinaten dann
chung eingcs reguliren linearen Strahlkomplexes (Gewindes)

|2) G= Ps + Py = 0.

die ein Gewinde, o. B. d. A. das Grund-
bilden eine zehnzliedrige Gruppe,
formationsgruppe gehore 1m
je sinngemiss symplektische

Diejenigen Kollineationen des P?,
gewinde aus (2}, als Ganzes f est lassen,
die symplekrische Gruppe Sio- ZU dieser Trans
Sinne des Erlanger Programms eine Geometrie, d

metrie zu nennen st )
oeo \cX’éihrend die symplektische Gruppe und deren Untergruppen in der

Literatur hinreichend untersucht wurden, sind geomemsch; Pegtun{g;:: dleix-
Untergruppen und der Invarianten noch weml% unters;_xct;fa .lcl"} eeiTl ;l’man
i i i i i ozenfeld,
dimensionalen Fall sind hier Arbeiten von K R
i i n. Vaism an behandelt ausfuhirhc
und nicht zuletzt Vaisman Zu nenne : : t ¢
auch den dreidimensionalen Fali, und zwar bes -:1ders die flf.lac;en?eox‘;::
Hier soll zunichst die Herstellung elner Produkt-.arStclll{ng ir 1% “,_nd
handelt werden, bei der die einzelnen Faktoren geometrisch deut arn?::hsi
Um zu einer solchen Produkrdarstellung zu kommen, betrachtet man zuna



