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stand 34 hat, a|’= |ctc"|® (Abb. 7). Entsprechend geht die Parallele p

der Verschwindungsgeraden w von ¢ im Abstand 3a’, la'|* =[ecc'?|3,

welche auf derselben Seite von zv liegt wie /;, immer durch den Punkt B,.
So eine Bewegunz B ist als ,,Schleifschieberbewegung® bekannt.

Der Momentanpol P, von B ist der Schnittpunkt der Normale von ¢

in B, mit der Normalen von p in B;. Ist P, vom Fixpunkt F von Box
verschieden, so ist die Fixgerade / von B x eine Normale des Polstrahls
FP,, d.h. fist die Bahntangente von F bei B. Dies ist auch noch fiir
F=P, richtig; dann ist f eine isotrope Gerade. Da noch F der Schnitt-

punkt der Leitlinien /, und /, von % bzw. %' ist, kann das Fixlinienelement
{F,f) von B.» jederzeit leicht konstruiert werden.

Ist genau einer der Gegenpunkte von » uneigentlich, etws in 2, so
entsteht B durch das Abrollen einer in ¢ festen Parabel auf einer im <
festen kubischen Parabel. Hat » gemau zwei uneigentliche Gegenpunkte,
so ist B eine kontinuierliche Drehung. Immer wenn » einen eigentlichen

Fixpunkt hat, ist ¥ =1/,. /| der augenblickliche Fixpunkt von Bo. » und
die Bahntangente von F die augenblickliche Fixgerade. Hat » einen unei-
gentlichen Fixpunkt F, zerstoren Translationen in Richtung F, ber Grenz-
affinititen sogar krumme Schiebungen im aligemeinen die Grenzlage nicht.

Das aufgeworfene Problem wurde fast nur mit synthetischen Mitteln
behandelt. Ein analytischer Ansatz ist etwa folgender: In projektiven
Koordinaten x = (x,:x,:%,) wird eine Projektivitit « durch x'=x4 mit
einer reguliren reellen dreizeiligen Matrix A beschrieben. Man geht
von einer bestimmien Anfangslage von =’ auf ¢ aus und bestimmt eine
Bewegung f...x = y' T so,dass x' == y'TA eine Grenzprojektivitit x =08, =
ist, d.h., TA muss einen dreifachen Eigenwert mit zuzehorigem eindimen-
sionalen Eigenlosungsraum haben. Dies liefert Bedingungen fiic T, woraus
sich sowohl 8 als B erzeben, wel B noch von einem Parameter abhéngt.
Entsprechend kann 7T als eine allgemeine Kongruenz oder «-Kongruenz
angeserzt werden. Atlerdinzs scheint eine einfache Deutung der Bedingungen
fiir T nur dann moéglich zu sein, wenn man die oben mitgeteiiten Resul-
tate schon kennt

ACOPERIR! CONGRUENTE ALE PLANELOR PROIECTIVE IN POZITIE LIMITA
Rezumat

Fie P o proiectivitate rcali a unui plan euclidian inchis P,. Se cautd
transformirile conzruente § cu proprictatea ci prin aplicarea necesari a lui
B dupi = 53 se obfind o protectivitate limitd » = B o=, adicd o proiectivitate
cu o dreaptd fix3d unicd f si cu un punct fix unic F pe f.

SYMPLEKTISCHE TRANSFORMATIONEN UND ZWEIFACH
ISOTRUPE GEOMETRIE
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Mittetiung an der A. Myller-Jubildumsiagung £u FJassy, 20-23 August 1870
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auch den dreidimensionalen Fali, und zwar bes -}1ders die flilac;ent;leox;::

Hier soll zunichst die Herstellung einer Produkt .arszcllu'ng uc;' 1% msind

handelt werden, bei der die einzelnen Faktoren geometrisch deut arn"chsi

Um zu einer solchen Produkrdarstetlung zu kommen, betrachtet man zuna
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die schon bei Lie untersuchten infinitesimalen Transformationen der S,,.
Es ergibt sich

Vif=2xor, — Xo1g Vief=xsr, —x,1

Vif =21, 4 x173 Vof =231 -+ 2071
(3) Vaf = x,1s Vsf=2x,1,

Vife=x,r,— 2,1,

Vif=x1 Vef = xar,

Vaf =x37r3 — xo1y.
Dabei gilt

@) =g

Die Transformation

(3 X X1 X50 X1 == Xy XpI X1 X

fiihrt

(6) Vif»Vu-if (/=1,2,3,5,6,8,9, 10)

Vif=Wif (k=47

iiber. Ausserdem bleibt bei der Transformation (3) das Gewinde G aus (2) in-
variant. Man erkennt also schon hier eine Aufspaltung der §,, in zwei
Teilmengen, die fir das Folgende von Bedeutung sein wird.

Aus den Infinitesimalen Transformationen (3) ergeben sich die
Poisson-Klammern

(7) (Ve Vif) = Vi (Ve f) — Wi (Vi ),

mit deren Hilfe man entscheiden kann, welche Transformationen aus (3)
man zu Untergruppen der S, zusammenfassen kann.

Durch Integration der Differentialgleichungen in (3) kommt man zu
endlichen Darsteliungen dieser Transformationen. Auf diese Weise erhilt
man zehn eingliedrige Untergruppen der S,,, aus denen man die §;, ganz
aufbauen kann. Eine geometrische Deutung dieser Untergruppen ist miglich,
hilft aber wenig, wenn man den Aufbau der ganzen S, untersuchen will.
Da die S, jeden Punkt des P* in jeden anderen iberfiihren kann, liegt es
nahe, zunichst automorphe Transformationen ecines Punktes, ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit des Punktes

®) P={0:0:0:1),

zu untersuchen. Aus (3) ergibt sich, dass die zu den

3 SYMPLEKTISCHE TRANSFORMATIONSE.\'. : 1_3_9

9) Viflk=1,2,3,4,56,7

gehorigen Transformationen P fest lasser}l; Di‘t:" Po;:is;):e-ilgirg?e:iréb e(Z)
i prigen Transtorm -
lassen erkennen, dass die dazu gehorig

gliedrige Gruppe bilden, die
(10) GITQB-L"GT

igl i der Parameter an. Die
i 1l. Dabei gibt der untere Index die Zahl : .
1;;1;»:::11 ISI(I)diZCS kenngcichnen die Transformationen aus (3), die zur Bildung

der Gruppe verwendet wurden. ) .
. Diepl')l'ransformation (5) fithrt P aus (8) iber in

(8) P=1(1:0:0:0).
Analog bilden die automorphen Transformationen von P eine Gruppe
G589 wobei der obere Index 0 fur 10 steht, und es gilt
7 3

(11) Syp = GIE34567, G078, kommutativ.

Aber auch die beiden als Faktoren auftretenden Gruppen lassen sich noch in
Produkte zerlegen. Eine genaue Untersuchung ergibt

= L2 5€ (57 iv und assoziativ
(12 G267 == Gig . G35t G7 kommuratl s

und wegen (5) analog -
(12) G4367890 = Gi% . G] . G kommutativ und assoziativ.

Aus (11) erhilt man noch
(13) S, = G'®.G. Gy .G} . G assoziauly.

Die Aufteilung in (3) legt aber nahe, eine Produktdarstellung
(14) Sio = GIB45T G190

ie sich durch Nachrechnen auch bestitigen lisst.
= su%ﬁzrll, Sg;ﬁ'.li“:ilc in (11), (12) und (13) vo_rkommenden Untergruppen
geometrisch gedeutet werden. Dazu werden die aus {3) “durch ;lnt-egratlon
gewonnenen endlichen Darstellungen herangezogen. Zunichst gilt:

Loy onl 1x, 1L =K, €7 X X Xge.
{15) Glixy sy xp Xy =% € N AR N

i ich, dass Bahnkurven
. offiner Deutung (x, = O als Fernebene) ergibt sich, ;
gi?:lseiff;?rf;liedrigengér?.tppe Parabeclin durclh’dgnPUrasg:ﬂlgﬁs E igt), g’e iO)prlcﬂ
i - Achse sind, die zugleich ¥ar chse ist. Be
El?t?gg? dIl)l;gl:uglge ﬁ;ndelt es sich um halbaxziale Kollineationen, 11 der
Bezeichnung von Klein um projektive Drehungen.
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aaxo—l—a._.xl — a x2+x3.

(16)

Eingliedrige kontinuierliche Untergruppen dieser Gruppe besitzen Geraden
als Bahnkurven. Nach Strubecker und Brauner handelt es sich um
projektive Schiebungen. G3% lisst sich wegen (3) analog deuten.

(17) GE9: 2, Lo s Xy i apemX a X - aga; %, (agfay) x -+ [(1 +a,a)a)x,x,

Bel affiner Deutung (x, = Oals Fernebenc) liegen in den Ebenen x, = const.
unimodulare zentroaffine Transformationen, in der Bezeichnung von Schi-
rokow dquizentroaffine Transformationen, vor.

Es bleibt iibrig, die Faktoren der Produktdarstellung (13) geometrisch
zu deuten.

{18) Gilix,ixta,ia, =e "X, tevx e g, e X,
Bei diesen Transformationen biciben die Flichen der Schar
(19) XoXa—kx x, =0

einzeln invariant. Nach Strubecker handelt es sich um nichteuklidische
Schraubungen,
{20} GRrxtxpiaix, =x 1x la,x -+x,1x,

Bei affiner Deutung (x, =0als Fernebene) liegen Scherungen in den
Ebenen x, = const. vor. x, =0, x, — const. ist die jeweilige Scherungsachse.
Wegen (5) lisst sich G* analog affin deuten, wenn man nun x3 =0 als Fern-
ebene nimmt.

Nun soll noch ein Zusanmenhang zwischen der bisher untersuchten
symplektischen Geometrie und der zweifach isotropen Geometrie aufgezeigt

welrden, der auch eine geometrische Deutung der Produktdarstellung (14)
zulisst,

Nach Brauner bilden die reguliren Kollineationen des P3, die eine Fahne,

die von der Ebene f, der mit ihr inzidierenden Geraden b und dem mit
b inzidicrenden Punkt B mit

(21) P=x=0;b=xy=x=0; B=(0:0:0:1)

gebildet wird, fest lassen, eine meungliedrige Gruppe 1, die zweifach iso-
tropen Aholichkeiten. Thre infinitesimalen Transformationen sind

TONEN 1<
Sy APLERTISUNIE  TRANSFORMAYIONEN

5
Lf=xn Lif = %21
If=x,rs Iif = x73
Lif =x,r1y Lif — x.ry
(22) Lf=2x71,
Lf=xin

I f = X375 — XoTo

Zweifach isotrope Transf ormatignen,b die zuglgig:: rsly?g%fﬁéis?gf‘. 'i‘;zﬁsigzg
jonen si i ausser der oben gena r 21) :

mauo:ilc?nw?;ndt::’ (c'i}leauasls?z } 1nvariant lassen, bilden eine sechsg!u;ldnge U;:lt:;

o Dzowohl der S, als auch der I Sie soll' mit 7, bezeichnet x(w;) mJt

%’iup%ir leich der infinitesimalen Transformationen der gmB a:;135 ) mit

d:rllen d;gr I, aus (22) ergibi, dass genau die V.f({=1,2,3,4,5,

(3) in (22} vorkommen. Somit gilt also

_(L235T
(23) Jo =G

i i i en der Produktdarstellung vorkommen-
dD ; dcl‘f:u;;i c::'f tlxrrlld(lézz 3315675“‘?1(;3; G297 durch Anwendung der symplek-
en

is { méglich, die
i ' i orgehr, ist es nun sofort s
tischen Transformation (5) hervorg O e s aus 6,
Gruppe G678 geometrisch zu deuten. Es 1S G s

i

b und B durch Anwendung von (5) entstchende Gebilde invariant lisst.
u o )
Die Rechnung ergibt, dass dabei

(24) ﬁzxa—O;bEx;,:;:z:O;I—?:(l:():O:O;

i . . . 7 en
fest t;llxe\.:]ta;rl:lorphe Transformationen dieser Fahne werden, analog zu oben,

i i bezeichnet. Nur liegt
Is zweifach isotrope Tranmsformationen D¢ .
cbcni?tlxles :nsderc Metrik als oben vor, und daher gilt 11'13%1(:san;11tr (P
lIl)qn Transformationen der symplektischen Gruppe im rﬁ{e ern e
n;fen projektiven Raum lassen sich da:;_stellleq alts Px;c;ldu 1ith:1 ﬁf:lhkeiten fer
lektischen zweifach 1sotrop ! .
?ligg;r{ioileg?ilg: ndjseynl;ghene [, &, B}, die andere die Fahne [s, §, B] als abso-

lutes Gebilde besitzt,
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TRANSFORMAR]I SIMPLECTICE §I GEOMETRIE DUBLU IZOTROPA
Rezumat

Transformirile simplectice sint automorfisme ale unui complex liniar
regulat de drepte. Tn spatiul proiectiv P? ele constituie un grup cu zece
parametri S;,.

Aseminirile dublu izotrope in P* sint automorfisme ale unui steag
constind dintr-un plan B, o dreaptd & din B si un punct B de pe 5. Ele
constituie un grup fy cu noud parametrl.

Transformirile simplectice dublu izotrope formeazd un subgrup % al
lui 8, s al lui L.

Compararea trapsformirilor lui 7, i S, aratd cd elementele Iui S,
pot fi scrise ca produs de doud asemindri dublu izotrope, fajd de doud
steaguri diferite.

w-KURVEN DER ISOTROPEN MOBIUSEBENE

VON
S. GRUNER (Karlsruhe)

Mittcilung an der A. Myller-Jubiliumstagung zu Fassy, 20— 25 August 1970

1. Im reellen dreidimensionalen™projektiven Raum P? liege die sym-
metrische Bilinearform

[X, Y]:=x, 0 — X Y3 — %30

vor. Die Nullstellenmenge der zugehdrigen quadratischen Form ist eine
einfach singulire Fliche 2. Ordnung,

[X, X)i== a2 —2x %, =0,

. R : - . e
i el I mit der Spitze F: = (0:0:1:0). Wir projiziercn die Pun
frlonn I?gaus dem Zentrgm Z:=(0:0:0:1) ¢l auf die F—Tangentlﬁllgbtszzﬁ
v, = 0. Um diese Abbildung ausnahmslos e_memdeung zu machen, sii: nles "
wair die Projektionsebene durch uneigentliche Punkte ab undbcrla enLi-
nach H. Brauner [4] die 7sotrope Mobiusebene M mit dem absoluten

nienelement F, f (xo=1x,=0):

IN\F Stereogr. Projektion  Ebene M (x, = 0)

EREREREANS VEFEY oo? eigentl. Punkte (x,:%,% X' 0)

(0:0: x5t x5) € T oo! uneigentliche Punkte 1. Art,

inzident mit F
(0:0:0:1) = ZeT der uneigentliche Punkt von M.

13 “Hatuenialica



